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摘要：　 根据力学理论和经典电磁理论研究双荷子系统的运动．列出双荷子系统的运动微分方程，
导出运动积分，说明系统的对称性，包括 ＳＯ（４）对称性；利用变分法逆问题方法，构造双荷子系统

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）函数；解出双荷子系统的运动规律．
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引　 　 言

经典电磁理论的 Ｍａｘｗｅｌｌ（麦克斯韦）方程，在无源情况下存在对偶性；由于只考虑电荷存
在，故在有源情况下对偶性破坏；而引入磁荷后，有源情况下对偶性得以保持；同时具有电荷和
磁荷的粒子称为双荷子（ｄｙｏｎ），双荷子产生电磁场，也受到电磁场作用，根据存在电荷和磁荷
的经典电磁理论，两个双荷子之间的相互作用，不同于两个带电粒子之间的相互作用；在若干
关于双荷子系统量子化的研究中，系统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数是直接引入的，或通过假设对称性条件
加以修正的［１⁃４］ ．

本文利用力学理论和方法，根据引入磁荷的经典电磁理论［５⁃１１］，研究两个双荷子组成系统
的运动．首先，建立矢量形式、直角坐标形式和球坐标形式的双荷子系统运动微分方程，导出 ３
种运动积分：能量积分、角动量积分和类似于平方反比有心力场的 Ｌｅｎｚ 矢量的积分，表明该系
统存在的 ３ 种对称性，包括 ＳＯ（４）对称性［１２⁃１３］；其次，根据变分法逆问题理论和方法，证明双
荷子系统两种坐标形式运动方程都能够表示成 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程形式，并构造出对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数［１４⁃１６］；最后，利用运动积分求得系统运动的经典解，说明双荷子系统是完
全可积的，并简要讨论其轨道分类和闭合性等问题．

１　 双荷子系统运动微分方程和运动积分

１．１　 ３种形式的双荷子系统运动微分方程
根据同时存在电荷和磁荷的经典电磁理论，Ｍａｘｗｅｌｌ 方程为
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式中 ρ ｅ， ρｍ， ｊｅ 和 ｊｍ 分别表示电荷密度、磁荷密度、电流密度和磁流密度．为了表述简单，本文

选择适当单位制，使 ｃ ＝ ｈ－－ ＝ １，μ ０ ＝ ε ０ ＝ １．双荷子的电荷为 ｅ，磁荷为 ｇ， 在电磁场中所受的

Ｌｏｒｅｎｔｚ（洛仑兹）力为

　 　 Ｆ ＝ ｅ（Ｅ ＋ ｖ × Ｂ） ＋ ｇ（Ｂ － ｖ × Ｅ） ． （２）
研究两个双荷子组成的系统，第一个双荷子电荷磁荷分别为 ｅ１，ｇ１， 第二个双荷子电荷磁

荷分别为 ｅ２，ｇ２， 质量为 ｍ ．设第一个双荷子质量远大于 ｍ， 研究中可视为保持静止的中心双

荷子，这样两个双荷子组成的系统与类氢离子相似．中心双荷子产生的电磁场为

　 　 Ｅ ＝
ｅ１ｒ
４πｒ３

， Ｂ ＝
ｇ１ｒ
４πｒ３

， （３）

第二个双荷子在上述场中运动，矢量形式的运动微分方程为

　 　 ｍｒ ＝
ｑｅｒ
４πｒ３

＋
ｑｍｒ
４π

ｖ × ｒ
ｒ３
， （４）

式中 ｒ 为第二个双荷子对中心双荷子的位置矢径， ｖ 为其速度，且

　 　
ｑｅ ＝ ｅ１ｅ２ ＋ ｇ１ｇ２，
ｑｍ ＝ ｅ２ｇ１ － ｅ１ｇ２ ．

{ （５）

由方程（４）可知，在一般情况下，两个双荷子之间的作用力不再沿二者连线，即系统运动不再

是有心运动，应当指出，如果将 ｍ 看作两个双荷子的折合质量，那么方程（４）也就是两个双荷

子在质心系中的相对运动微分方程．
下面将方程（４）写成直角坐标形式和球坐标形式．取中心双荷子为直角坐标系原点，方程

（４）的直角坐标形式为
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式中　 　 ｒ ＝ （ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） １ ／ ２ ．
取球坐标系极点与直角坐标系原点重合，矢径与 ｚ 轴之间夹角为 θ， 则方程（４）的球坐标

形式为

　 　

ｍ（ ｒ － ｒθ ２ － ｒϕ２ｓｉｎ θ） ＝
ｑｅ

４πｒ２
，

ｍ（ ｒθ ＋ ２ｒθ － ｒϕ２ｓｉｎ θｃｏｓ θ） ＝
ｑｍ

４πｒ
ϕｓｉｎ θ，

ｍ（ ｒϕｓｉｎ θ ＋ ２ｒθϕｃｏｓ θ ＋ ２ｒϕｓｉｎ θ） ＝ －
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１．２　 双荷子系统的运动积分和对称性

首先从矢量形式的运动微分方程（４）出发讨论运动积分．方程（４）两边与速度 ｖ ＝ ｒ 作标

积，得到能量积分，即系统能量守恒：

　 　 Ｅ ＝ １
２

ｍｒ２ ＋
ｑｅ

４πｒ
． （８）
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这个积分的存在表明双荷子系统存在时间平移对称性．
其次，方程（４）两边与矢径 ｒ 作矢积，得

　 　 ｍｒ × ｒ ＝ ｄ
ｄｔ

（ｒ × ｍｒ） ＝ ｒ ×
ｑｍ

４π
ｒ × ｒ

ｒ３
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由此得到角动量积分，即系统总角动量守恒：

　 　 Ｊ ＝ ｍｒ × ｒ ＋
ｑｍ

４π
ｒ
ｒ

＝ Ｌ ＋
ｑｍ

４π
ｒ
ｒ
， （１０）

式中 Ｊ 是守恒矢量，其大小方向均不变，右边前一项为系统的机械角动量

　 　 Ｌ ＝ ｒ × ｍｒ ＝ ｒ × ｐ， （１１）
式中 ｐ ＝ ｍｒ 是系统的机械动量；右边后一项

　 　 Ｌ′ ＝
ｑｍ

４π
ｒ
ｒ

（１２）

是与系统电磁场相关的角动量．Ｌ 和 Ｌ′ 是相互垂直的，由此可以得到

　 　 Ｊ２ ＝ Ｌ２ ＋ Ｌ′２ ＝ Ｌ２ ＋
ｑ２
ｍ

１６π ２ ． （１３）

由于 Ｊ 大小不变，而 ｑｍ 是一个常数，即电磁场角动量 Ｌ′ 大小不变，故从式（１３） 可知机械角动

量 Ｌ 的大小也是不变的．积分 Ｊ 的存在表明双荷子系统存在空间旋转对称性．
最后，由于 Ｊ 是守恒矢量，故由式（４）和（１０）可得

　 　 ｍｒ × Ｊ ＝ ｐ × Ｊ ＝ ｄ
ｄｔ

（ｐ × Ｊ） ＝
ｑｅ

４π
ｒ
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由此得到另一个矢量积分

　 　 Ａ ＝ ｐ × Ｊ ＋
ｍｑｅ

４π
ｒ
ｒ
． （１４）

这个积分与平方反比有心力场中粒子运动（Ｋｅｐｌｅｒ（开普勒）运动）的 Ｌａｐｌａｃｅ⁃Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ（偏心

率）矢量积分类似［１４⁃１５］ ．这个矢量积分表明双荷子系统与平方反比有心力场运动相似，具有与

作用力特性相关的动力学对称性，即 ＳＯ（４）对称性．
引入直角坐标系和球坐标系，上述守恒量可以写成坐标形式．为了下面讨论的需要，这里

写出两种坐标形式的双荷子系统的能量积分：

　 　 Ｉ ＝ １
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＋
ｑｅ

４πｒ
＝ Ｅ， （１５）

　 　 Ｉ ＝ １
２

ｍ（ ｒ２ ＋ ｒ２θ ２ ＋ ｒ２ϕ２ ｓｉｎ２θ） ＋
ｑｅ

４πｒ
＝ Ｅ ． （１６）

２　 双荷子系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数

２．１　 微分方程的自伴随性条件

如果利用分析力学理论和方法研究双荷子系统运动，或者讨论系统量子化，则首先要将方

程（６）和（７）分析力学化，构造出系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数．为此，先讨论两组方程

的自伴随性问题［８⁃９］ ．
设一组满足一定连续性和规则性条件的二阶常微分方程：

３６０１双荷子系统运动的经典解



　 　 Ａｉｊ（ ｔ，ｑ，ｑ）ｑ ｊ ＋ Ｂ ｉ（ ｔ，ｑ，ｑ） ＝ ０　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ） ． （１７）
这里式（１７）以及下面式（１８）和（１９）中采用求和约定，即对同一项中两个相同指标求和．如果

方程（１７）满足下列全部自伴随性条件：

　 　

Ａｉｊ ＝ Ａ ｊｉ，
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∂ｑｋ{ } Ａｉｊ，
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则方程（１７）为自伴随的，这样的方程能够直接从变分原理导出，即存在对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，
而将其表示成 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程形式．

如果方程（１７）不能直接满足全部自伴随性条件，但是可以通过等价变换得到新的方程：
　 　 Ａ′ｉｊ（ ｔ，ｑ，ｑ）ｑ ｊ ＋ Ｂ′ｉ（ ｔ，ｑ，ｑ） ＝ ｈｋ

ｉ ［Ａｋｊ（ ｔ，ｑ，ｑ）ｑ ｊ ＋ Ｂｋ（ ｔ，ｑ，ｑ）］ ＝ ０， （１９）
式中 ｄｅｔ‖ｈｋ

ｉ ‖ ≠ ０．如果方程（１９）是自伴随的，那么可以从方程（１９）构造对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函

数，将原方程（１７）间接表示成为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程形式．
２．２　 方程（６）和（７）的自伴随性

直接计算能够验证方程（６）是自伴随的，方程（７）不能满足全部自伴随性条件，即不是自

伴随方程．但是，将方程（７）第二式乘以 ｒ， 第三式乘以 ｒｓｉｎ θ， 得到新的方程：

　 　

ｍ（ ｒ － ｒθ ２ － ｒϕ２ｓｉｎ θ） －
ｑｅ

４πｒ２
＝ ０，

ｍ（ ｒ２θ ＋ ２ｒｒθ － ｒ２ϕ２ｓｉｎ θｃｏｓ θ） －
ｑｍ

４π
ϕｓｉｎ θ ＝ ０，

ｍ（ ｒ２ϕｓｉｎ２θ ＋ ２ｒ２θϕｓｉｎ θｃｏｓ θ ＋ ２ｒｒϕｓｉｎ２θ） ＋
ｑｍ

４π
θｓｉｎ θ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２０）

直接计算可以验证方程（２０）是自伴随的．这就表明方程（６）和（７）都能构造对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函

数，直接或间接地表示成 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程形式．
２．３　 利用第一积分构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的方法

文献［１０］提出了一种比较普遍的从运动积分构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的方法．将满足规则性条

件的方程（１７）改写成运动学形式的，即
　 　 ｑｉ ＝ Ｑｉ（ ｔ，ｑ，ｑ）， （２１）

若方程存在第一积分

　 　 Ｉ ＝ Ｉ（ ｔ，ｑ，ｑ） （２２）
满足条件

　 　 ｄｅｔ
∂２Ｉ

∂ｑｉ∂ｑ ｊ ≠ ０， （２３）

则方程（１７）（或方程（２１））存在如下形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：
　 　 Ｌ ＝ Ａ（ ｔ，ｑ） Ｉ（ ｔ，ｑ，ｑ） ＋ Ｂ ｉ（ ｔ，ｑ）ｑｉ ＋ Ｂ０（ ｔ，ｑ）， （２４）

其中系数 Ａ，Ｂ ｉ 和 Ｂ０ 满足偏微分方程组
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∂ｑｉ
＝ ０　 　 （ ｉ， ｊ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ） ． （２５）

式（２４）和（２５）中也采用求和约定．
２．４　 双荷子系统直角坐标形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

由方程（６）可以直接得到
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ｑｅ

４πｍ
ｘ
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＋
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ï
ï
ï

（２６）

以 ｘ，ｙ，ｚ 为 ｑ１，ｑ２，ｑ３，将 Ｑｘ，Ｑｙ，Ｑｚ 和式（１５）代入方程（２５），得到

　 　

∂Ａ
∂ｔ

＋ ∂Ａ
∂ｘ

ｘ ＋ ∂Ａ
∂ｙ

ｙ ＋ ∂Ａ
∂ｚ

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｘ － ∂Ａ

∂ｘ
１
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＋
ｑｅ

４πｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ２Ａ

ｑｅ

４π
ｘ
ｒ３

－

　 　 Ａ
ｑｍ

４π
（ｙｚ － ｚｙ）

ｒ３
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

∂Ｂｘ

∂ｔ
＋

∂Ｂｘ

∂ｙ
－

∂Ｂｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙ ＋

∂Ｂｘ

∂ｚ
－

∂Ｂｚ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ －

∂Ｂ０

∂ｘ
＝ ０，

∂Ａ
∂ｔ

＋ ∂Ａ
∂ｘ

ｘ ＋ ∂Ａ
∂ｙ

ｙ ＋ ∂Ａ
∂ｚ

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｙ － ∂Ａ

∂ｙ
１
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＋
ｑｅ

４πｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ２Ａ

ｑｅ

４π
ｙ
ｒ３

－

　 　 Ａ
ｑｍ

４π
（ ｚｘ － ｘｚ）

ｒ３
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

∂Ｂｙ

∂ｔ
＋

∂Ｂｙ

∂ｚ
－

∂Ｂｚ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ ＋

∂Ｂｙ

∂ｘ
－

∂Ｂｘ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ －

∂Ｂ０

∂ｙ
＝ ０，

∂Ａ
∂ｔ

＋ ∂Ａ
∂ｘ

ｘ ＋ ∂Ａ
∂ｙ

ｙ ＋ ∂Ａ
∂ｚ

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｚ － ∂Ａ

∂ｚ
１
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＋
ｑｅ

４πｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ２Ａ

ｑｅ

４π
ｚ
ｒ３

－

　 　 Ａ
ｑｍ

４π
（ｘｙ － ｙｘ）

ｒ３
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

∂Ｂｚ

∂ｔ
＋

∂Ｂｚ

∂ｘ
－

∂Ｂｘ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ＋

∂Ｂｚ

∂ｙ
－

∂Ｂｙ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙ －

∂Ｂ０

∂ｚ
＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２７）
上述方程有一组没有明显三维旋转对称特征但形式比较简单的解

　 　 Ａ ＝ １， Ｂｘ ＝
ｑｍ

４π
ｙｚ

ｒ（ｘ２ ＋ ｙ２）
， Ｂｙ ＝ －

ｑｍ

４π
ｚｘ

ｒ（ｘ２ ＋ ｙ２）
， Ｂｚ ＝ ０， Ｂ０ ＝ －

ｑｅ

２πｒ
． （２８）

将式（１５）和（２８）代入式（２４），得到双荷子系统的一个 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＋
ｑｍ

４πｒ
ｚ（ｘｙ － ｙｘ）
ｘ２ ＋ ｙ２

－
ｑｅ

４πｒ
． （２９）

应当指出，方程（２７）存在多组解，式（２８）只是其中一组．可以选取另外二组类似的解，以构成

具有明显三维旋转对称特征的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：

　 　
Ａ ＝ １， Ｂｘ ＝

１
３

ｑｍｙｚ
４πｒ

１
ｘ２ ＋ ｙ２

－ １
ｚ２ ＋ ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂｙ ＝

１
３

ｑｍｚｘ
４πｒ

１
ｙ２ ＋ ｚ２

－ １
ｘ２ ＋ ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｂｚ ＝
１
３

ｑｍｘｙ
４πｒ

１
ｚ２ ＋ ｘ２

－ １
ｙ２ ＋ ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ０ ＝ －

ｑｅ

２πｒ
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３０）
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　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＋
ｑｍｙｚｘ
１２πｒ

１
ｘ２ ＋ ｙ２

－ １
ｚ２ ＋ ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　
ｑｍｚｘｙ
１２πｒ

１
ｙ２ ＋ ｚ２

－ １
ｘ２ ＋ ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｑｍｘｙｚ
１２πｒ

１
ｚ２ ＋ ｘ２

－ １
ｙ２ ＋ ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｑｅ

４πｒ
． （３１）

顺便指出，从式（２９）容易利用坐标变换得到柱坐标（ ρ，φ，ｚ ）形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍ（ρ ２ ＋ ρ ２φ２ ＋ ｚ２） ＋
ｑｍｚφ
４πｒ

－
ｑｅ

４πｒ
， （３２）

式中　 　 ｒ ＝ （ρ ２ ＋ ｚ２） １ ／ ２ ．
２．５　 双荷子系统球坐标形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

与直角坐标系类似，由方程（７）（或方程（１２））得到

　 　

Ｑｒ ＝ ｒθ ２ ＋ ｒϕ２ｓｉｎ θ ＋
ｑｅ

４πｒ２ｍ
，

Ｑθ ＝ － ２ ｒθ
ｒ

＋ ϕ２ｓｉｎ θｃｏｓ θ ＋
ｑｍ

４πｒ２ｍ
ϕｓｉｎ θ，

Ｑϕ ＝ － ２ ｒϕ
ｒｓｉｎ θ

－ ２θϕｃｏｔ θ －
ｑｍ

４πｒ２ｍ
θ

ｓｉｎ θ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３３）

以 ｒ，θ，ϕ 为 ｑ１，ｑ２，ｑ３，将 Ｑｒ，Ｑθ，Ｑϕ 和式（１６）代入方程（２５），得到

　 　

∂Ａ
∂ｔ

＋ ∂Ａ
∂ｒ

ｒ ＋ ∂Ａ
∂θ

θ ＋ ∂Ａ
∂ϕ

ϕæ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｒ － ∂Ａ

∂ｒ
Ｉ ＋ ２Ａ

ｑｅ

４πｒ２
＋

　 　
∂Ｂｒ

∂ｔ
＋

∂Ｂｒ

∂θ
－

∂Ｂθ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ θ ＋

∂Ｂｒ

∂ϕ
－

∂Ｂϕ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ －

∂Ｂ０

∂ｒ
＝ ０，

∂Ａ
∂ｔ

＋ ∂Ａ
∂ｒ

ｒ ＋ ∂Ａ
∂θ

θ ＋ ∂Ａ
∂ϕ

ϕæ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｒ２θ － ∂Ａ

∂θ
Ｉ ＋ Ａ

ｑｍ

４π
ϕｓｉｎ θ ＋

　 　
∂Ｂθ

∂ｔ
＋

∂Ｂθ

∂ϕ
－

∂Ｂϕ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ ＋

∂Ｂθ

∂ｒ
－

∂Ｂｒ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ －

∂Ｂ０

∂θ
＝ ０，

∂Ａ
∂ｔ

＋ ∂Ａ
∂ｒ

ｒ ＋ ∂Ａ
∂θ

θ ＋ ∂Ａ
∂ϕ

ϕæ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｒ２ϕｓｉｎ２θ － ∂Ａ

∂ϕ
Ｉ － Ａ

ｑｍ

４π
θｓｉｎ θ ＋

　 　
∂Ｂϕ

∂ｔ
＋

∂Ｂϕ

∂ｒ
－

∂Ｂｒ

∂ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ ＋

∂Ｂϕ

∂θ
－

∂Ｂθ

∂ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ θ －

∂Ｂ０

∂ϕ
＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（３４）

上述方程一组解为

　 　 Ａ ＝ １， Ｂｒ ＝ Ｂθ ＝ ０， Ｂϕ ＝ －
ｑｍ

４π
ｃｏｓ θ， Ｂ０ ＝ －

ｑｅ

２πｒ
． （３５）

将式（１６）和（３５）代入式（２４），得球坐标形式双荷子系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍ（ ｒ２ ＋ ｒ２θ ２ ＋ ｒ２ϕ２ ｓｉｎ２θ） －
ｑｍ

４π
ϕｃｏｓ θ －

ｑｅ

４πｒ
． （３６）

２．６　 双荷子系统球坐标形式的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

从 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可以通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ（勒让德）变换导出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数．由于直角坐标系形

式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数形式太繁琐，故下面只利用球坐标来讨论双荷子系统运动．由式（３６）的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数得到球坐标形式的广义动量和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为
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ｐｒ ＝ ｍｒ， ｐθ ＝ ｍｒ２θ， ｐϕ ＝ ｍｒ２ϕ ｓｉｎ２θ －

ｑｍ

４π
ｃｏｓ θ，

Ｈ ＝ １
２ｍ

ｐ２
ｒ ＋

ｐ２
θ

ｒ２
＋ １
ｒ２ｓｉｎ２θ

ｐ２
ϕ ＋

ｑｍ

２π
ｐϕｃｏｓ θ ＋

ｑ２
ｍ

１６π ２ ｃｏｓ２θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｑｅ

４πｒ
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３７）

由前面推导过程可见，导出式（３７）的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数程序如下：从双荷子场强出发列出运

动微分方程，从运动微分方程得到能量积分，利用变分法逆问题方法构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数后，由
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数．显然，整个过程没有涉及存在磁荷的电磁场中的势，以及与

势相关的奇异弦问题，没有预先附加 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数需满足 ＳＯ（４）对称性要求的假设．因此，利
用这个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数来讨论双荷子系统的量子化问题，是更为适合的．

３　 双荷子系统的运动求解

３．１　 双荷子运动的几何特征

根据前面矢量力学讨论，双荷子系统存在 ３ 个大小不变的矢量 Ｊ，Ｌ 和 Ｌ′， 这 ３ 个矢量组

成一个直角三角形，绕着守恒矢量 Ｊ 转动，Ｌ′ 沿着矢径方向，且与 Ｊ 之间的夹角 φ 大小不变：

　 　 φ ＝ ａｒｃｃｏｓ
ｑｍ

４πＪ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３８）

这就是说，第二个双荷子在以中心双荷子为顶点、守恒矢量 Ｊ 为对称轴、半顶角为 φ 的固定圆

锥面上运动．双荷子系统还存在类似偏心率积分的守恒矢量 Ａ， 与 Ｋｅｐｌｅｒ 运动不同，这里 Ｊ 和

Ａ 不垂直，但是两者之间夹角 α 不变：

　 　 Ｊ × Ａ ＝ ＪＡｃｏｓ α ＝
ｍｑｅｑｍ

１６π ２ ， （３９）

而且 Ｊ 和 Ａ 张成的平面是固定平面，双荷子的运动轨道对这个平面是对称的．由此可见，双荷

子系统运动与平方反比有心力场中 Ｋｅｐｌｅｒ 运动在几何特征上相似，前者在以守恒的总角动量

为对称轴的固定圆锥面上运动，后者在垂直于守恒的角动量的固定平面上运动，而且两种运动

轨道都以 Ｊ 和 Ａ 张成的平面为对称平面，在一定意义上，后者可以看成前者的特殊情况．
３．２　 双荷子运动的解析解

进一步讨论第二个双荷子的运动，需要考虑具体的守恒量，如能量积分（１６）和角动量积

分（１０）．将式（１０）写成球坐标形式：

　 　 Ｊ ＝ ｍｒ２ϕｅθｓｉｎ θ ＋ ｍｒ２θｅφ ＋
ｑｍ

４π
ｅｒ， （４０）

式中 ｅｒ，ｅθ 和 ｅφ 为球坐标的 ３ 个基矢，从式（１３）得到

　 　 Ｌ２ ＝ Ｊ２ －
ｑ２
ｍ

１６π ２
＝ ｍ２ｒ４（ϕ２ ｓｉｎ２θ ＋ θ ２）， （４１）

从而可以将能量积分改写成

　 　 Ｅ ＝ １
２

ｍｒ２ ＋ Ｌ２

２ｍｒ２
＋

ｑｅ

４πｒ
， （４２）

由此可以得到

　 　 ｒ ＝ ２
ｍ Ｅ －

ｑｅ

４πｒ
－ Ｌ２

２ｍｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４３）
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　 　 ｔ － ｔ０ ＝ ∫ｒ
ｒ０

ｄｒ

２
ｍ Ｅ －

ｑｅ

４πｒ
－ Ｌ２

２ｍｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

． （４４）

积分上式并反解，则可得 ｒ ＝ ｒ（ ｔ）， 即得到了轨道变量与时间的关系．
３．３　 双荷子运动的轨道

在前面讨论双荷子系统运动积分时已经给出能量积分 Ｅ ，以及两个矢量积分 Ｊ和Ａ， 共有

７ 个标量积分，但是，由于它们之间存在两个关系，例如，式（３８）和（３９），故只有 ５ 个独立积

分，它们给出了固定圆锥面上的粒子轨道的大小、方位、形状，加上积分（４４）确定的粒子在轨

道上的位置与时间的第 ６ 个函数关系，就完全确定了双荷子的运动．下面将从得到的运动积分

出发，恰当地选择球坐标，以简化求解．显然，取直角坐标系 ｚ 轴与矢径 ｒ 之间夹角为球坐标系

的 θ 角，并取守恒矢量 Ｊ 与 ｚ 轴重合时，则容易得到两个固定圆锥面的积分：
　 　 θ ＝ φ， θ ＝ ０． （４５）

为了导出第二个双荷子在这个圆锥面上的运动轨迹，再引入一个运动积分．由于式（３５）的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数中， ϕ 为循环坐标，故存在循环积分

　 　 ｐϕ ＝ ｍｒ２ϕ ｓｉｎ２θ －
ｑｍ

４π
ｃｏｓ θ ＝ ｍｒ２ϕ ｓｉｎ２φ －

ｑｍ

４π
ｃｏｓ φ ＝ ｈ ． （４６）

由此可得

　 　 ϕ ＝
ｈ ＋

ｑｍ

４π
ｃｏｓ φ

ｍｒ２ ｓｉｎ２φ
＝ ｈ′
ｍｒ２

， （４７）

式中

　 　 ｈ′ ＝ １
ｓｉｎ２φ

ｈ ＋
ｑｍ

４π
ｃｏｓ φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４８）

引入变量变换

　 　 ｄ
ｄｔ

＝ ϕ ｄ
ｄϕ

＝ ｈ′
ｍｒ２

ｄ
ｄϕ

， （４９）

则由式（４２）得到第二个双荷子在圆锥面上运动轨迹的一种微分方程为

　 　 Ｅ ＝ ｄｒ
ｄϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｈ′２

２ｍｒ４
＋ Ｌ２

２ｍｒ２
＋

ｑｅ

４πｒ
， （５０）

由上式积分得到

　 　 ϕ － ϕ０ ＝ ∫ｒ
ｒ０

ｈ′ｄｒ

ｒ２ ２ｍＥ － Ｌ２

ｒ２
－
ｍｑｅ

２πｒ

． （５１）

式（５１）给出了粒子在 θ ＝ φ 的固定圆锥面上的运动轨迹．
与 Ｋｅｐｌｅｒ 运动类似，还可以通过另一途径导出粒子在 θ ＝ φ 固定圆锥面上的运动轨迹．从

式（４２）可以导出第二个双荷子径向运动微分方程为

　 　 ｒ － Ｌ２

ｍ２ｒ３
－

ｑｅ

４πｍｒ２
＝ ０． （５２）

利用式（４９）和变量变换 ｕ ＝ １ ／ ｒ， 则从式（５２）得到第二个双荷子在圆锥面上运动轨迹的另一
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种微分方程：

　 　 ｄ２ｕ
ｄϕ２

＋ Ｌ２

ｈ′２
ｕ ＋

ｍｑｅ

４πｈ′２
＝ ０． （５３）

式（５１）和（５３）类似于传统二体问题的轨道方程和 Ｂｉｎｅｔ（比耐）公式［１４⁃１５］ ．积分式（５３），得到第

二个双荷子在圆锥面上的运动轨道方程：

　 　 ｕ ＝ Ｂｃｏｓ Ｌ
ｈ′

（ϕ － ϕ０）
é

ë
êê

ù

û
úú －

ｍｑｅ

４πＬ２， （５４）

式中 Ｂ 和 ϕ０ 为积分常数．将上式还原为球坐标变量，得到

　 　 ｒ ＝

４πＬ２

ｍｑｅ

４πＬ２

ｍｑｅ
Ｂｃｏｓ Ｌ

ｈ′
（ϕ － ϕ０）

é

ë
êê

ù

û
úú － １

＝ ｐ
εｃｏｓ［β（ϕ － ϕ０）］ － １

． （５５）

这个轨道方程与平方反比有心运动的轨道方程相似，但又存在区别，通过这个方程，可以

讨论轨道的有限性和无限性，可以讨论有限的轨道闭合与否．例如，如果两个双荷子的电荷和

磁荷符号和大小使得 ｑｅ ＜ ０， 也就是说，方程（４）右端第一项对应着引力，那么上式可以写成

　 　 ｒ ＝ ｐ
１ ＋ εｃｏｓ［β（ϕ － ϕ０）］

， （５６）

式中

　 　 ｐ ＝ ４πＬ２

ｍ ｜ ｑｅ ｜
， ε ＝ ４πＢＬ２

ｍ ｜ ｑｅ ｜
， β ＝ Ｌ

ｈ′
． （５７）

轨道方程（５６）中，如果 ε ＜ １， 则轨道是有限的，但是，这个轨道是否为闭合的，还要由参数 β
决定，只有它是有理数，或者说是整数之比轨道才是闭合的．对 ｑｅ ＞ ０， 或 ｑｅ ＜ ０ 而 ε ≥１ 的情

况，轨道是无限的．
对于双荷子系统特殊情况，例如，两个粒子都是电荷，或都是磁单极子，即系统 ｑｅ ≠０而 ｑｍ

＝ ０， 那么，系统的运动就是简单的二体运动；但是，如果一个粒子是电荷，而另一个是磁单极

子，即系统 ｑｅ ＝ ０ 而 ｑｍ ≠ ０， 那么，从方程（５４）得到轨道方程为

　 　 ｒｃｏｓ Ｌ
ｈ′

（ϕ － ϕ０）
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

１
Ｂ

． （５８）

这种系统的运动与通常的二体运动区别很大．
综合上述双荷子系统经典解的导出过程，实质上是与反平方有心运动类似，利用运动积分

逐次约化系统运动微分方程，将三维运动约化成二维运动、一维运动，最后求得系统运动的过

程．上述求解说明双荷子系统是完全可积的．

４　 结论与讨论

本文利用矢量力学和分析力学的理论和方法，根据引入磁荷的经典电磁理论，讨论由两个

双荷子组成系统的运动，得到如下结果：
１） 列出双荷子系统矢量形式、直角坐标形式和球坐标形式的运动微分方程，并由矢量形

式运动微分方程导出能量积分（８），总角动量积分（１０）和类似 Ｌａｐｌａｃｅ⁃Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ（偏心率）积
分的矢量积分（１４），在经典力学理论基础上证明双荷子系统具有 ３ 种对称性，包括 ＳＯ（４）对
称性．此外，还写出直角坐标和球坐标表示的能量积分（１５）和（１６），球坐标形式的总角动量积
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分（４０）．
２） 根据变分法逆问题理论和方法，证明双荷子系统两种坐标形式的运动微分方程分别具

有直接或间接的自伴随性，表明系统可以分析力学化，并从能量积分构造得到双荷子系统的直

角坐标形式 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（２９）和（３１），柱坐标形式 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（３２），以及球坐标形式的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（３６）和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数（３７）．在分析力学化的过程中，只涉及双荷子电磁场的场

强，而没有涉及场的势和势的奇异性，也没有对系统引入附加的要求存在 ＳＯ（４）对称性的假

设，因此更适合在上述分析力学化的基础上处理双荷子系统量子化．
３） 从运动积分出发，直接求解经典双荷子系统的运动．证明双荷子的运动在一个固定圆

锥面上，确定了该圆锥面的几何特征，得到了圆锥面上的轨道微分方程（５０）、（５３）和轨道方程

（５１）、（５４） ～ （５６），以及矢径与时间的函数关系（４４），讨论了双荷子系统的运动与经典平方反

比力场有心运动的相似和区别，以及双荷子系统的运动轨道有限和无限、闭合和不闭合的条

件，求解过程表明双荷子系统是完全可积的．
４） 导出上述经典理论结果，具有潜在的理论意义．例如，对有限运动可以讨论能量和角动

量量子化，对锥面上的无限运动可以讨论散射问题，并在理论讨论基础上进行有关实验，检测

双荷子的存在与否，以及验证不同的引入磁荷的电磁理论是否符合实际．
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１７０１双荷子系统运动的经典解
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