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摘要：　 研究了含有电磁悬架汽车振动系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性，给出了系统的守恒量，并通过守恒

量求得系统的对称性解．以能量形式，建立汽车不同振动形式下的 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）方程．选取

位移坐标为广义坐标，研究了各种振动形式下系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性，并给出相应的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 恒等

式、Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程和广义 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．研究系统守恒量，运用存在的守恒量，给出一种新的求解汽车

振动系统响应的方法；并应用到具体的车体振动系统计算中，给出了系统在转弯、制动或加速等情

况下的位移响应和速度响应曲线．
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引　 　 言

现今，汽车的稳定性和乘客安全受到汽车设计师的高度关注，越来越多的先进机械设备和

电子系统被应用到汽车上．汽车悬架就是一个重要的被考虑对象．汽车悬架按照控制方式不同

可分为被动减振、半主动减振和主动减振三大类［１⁃３］ ．现在，随着电磁材料和电控技术的飞速发

展，主动悬架的研究和应用已得到了广泛的关注［４⁃７］ ．
分析力学是从能量的角度阐述力学的基本原理，简化了系统的分析过程，并依据这些原理

推导出了系统运动微分方程，在系统建模方面得到了广泛的应用［８⁃９］ ．Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性揭示了力

学系统的守恒量与其内在的动力学对称性之间的关系．随着多年的发展，Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守

恒量理论和 Ｌｉｅ 对称性与守恒量理论被推广到非保守系统、非完整系统、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统等各类

约束力学系统中［１０⁃１２］ ．在实际应用过程中，无论是机械系统［１３］、电路系统［１４⁃１６］、压电系统［１７］ 和

机电系统［９，１８⁃１９］，分析力学的理论，对称性理论都得到了广泛的应用．利用对称性研究系统，只
要求得到足够守恒量，就能得到系统运动微分方程的精确解．

汽车振动系统是一种比较常见的机械系统．对于整车，需要每个轮胎处达到减振效果，且
每处具有相同的性能，因此研究 １ ／ ４ 汽车的振动．可将其振动形式分为两种形式，一种为汽车

１３３１

　 应用数学和力学，第 ３８ 卷 第 １２ 期
　 ２０１７ 年 １２ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．１２，Ｄｅｃ．１５，２０１７

∗ 收稿日期：　 ２０１７⁃０３⁃１５； 修订日期：　 ２０１７⁃０４⁃１２
基金项目：　 国家自然科学基金（１１４７２２４７；１１２７２２８７）
作者简介：　 崔新斌（１９９０—），男，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｈｚｃｕｉｘｉｎｂｉｎ＠ １６３．ｃｏｍ）；

傅景礼（１９５５—），男，教授，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｓｑｆｕｊｉｎｇｌｉ＠ １６３．ｃｏｍ）．



直线行驶，由于路面不平引起的汽车振动；另一种为汽车在转弯、制动或加速时，引起的汽车车

身的倾斜和振动．利用分析力学的方法对两种振动形式进行建模，建立 Ｌａｇｒａｎｇｅ 运动微分方

程，并在一定条件下对系统进行简化．再分别研究不同振动形式的对称性，主要研究 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对
称性，并求得在相应对称性下的守恒量．利用守恒量可以对系统进行降阶，进而求得其精确解，
绘制动态响应．电磁悬架采用反馈控制，可以通过控制反馈系数，比较响应曲线，从而找到比较

合适的反馈方式和反馈系数．

１　 汽车电磁悬架系统的振动模型及其动力学方程

电磁作动器可以将机械能与电能相互转化，它是电磁悬架的重要元件．电磁作动器可以不

用旋转电机驱动而直接产生轴向直线运动，为电磁悬架提供外力以达到减震效果．对于理想的

作动器，输入电流或电压与输出力呈线性关系．通过控制输入电流或电压可以控制输出力的大

小，且输出具有作用力大、响应快、无接触等优点．
１．１　 汽车直线行驶时的系统建模

图 １（ａ）为含有电磁悬架的 １ ／ ４ 车辆模型．

（ａ） 含电磁悬架的 １ ／ ４ 汽车模型 （ｂ） １ ／ ４ 汽车简化模型

（ａ） Ｔｈｅ ｑｕａｒｔｅｒ ｃａｒ ｍｏｄｅｌ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ａｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｑｕａｒｔｅｒ ｃａｒ ｍｏｄｅｌ

ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

图 １　 汽车直线行驶时 １ ／ ４ 汽车电磁悬架系统模型

Ｆｉｇ． １　 Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｌ ｏｆ １ ／ ４ ｖｅｈｉｃｌｅ ｄｕｒｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｄｒｉｖｉｎｇ

在图 １ 中，质量块 ｍｂ，ｍｗ 分别代表车身与车轮的等效质量，ｋｗ 代表车轮的等效弹性系数，
ｋ 为悬架弹簧的弹性系数，ｃ 为车振动时的机械阻尼，装置 Ｇ 为电磁作动器，通过反馈系统为悬

架系统提供双向的轴向力，ｚｂ 为车身在竖直方向的位移，ｚｗ 为车轮质心在竖直方向的位移，ｚｄ
为来自地面的扰动，ｚｂ，ｚｗ，ｚｄ 分别为其对应物体偏离静止平衡位置的位移．Ｆａ 为汽车电磁悬架

产生的主动力，Ｆａ 的大小通过传感器反馈数据得到，规定向上为正方向．
当汽车直线行驶时，汽车车身的振动主要来源于地面的扰动，即位移 ｚｄ ．为便于计算，将系

统进行简化，车轮弹性变形较小，可以忽略不计，地面扰动用力 Ｆｄ 代替．该计算主要处理理想

电磁悬架的隔振效果，因此，忽略机械阻尼，只考虑主动减震，系统简化模型如图 １（ｂ）．
一般系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为［１９］
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式中， ｚｓ，ｑｋ 为系统相互独立的机械与电路广义坐标，Ｌ ＝ Ｔ ＋ Ｗ∗
ｍ － Ｖ － Ｗｅ 为系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函

数， Ｔ 为系统动能，Ｗ∗
ｍ 为系统磁余能，Ｖ 为系统势能，Ｗｅ 为系统电能，Ｑｓ 和 Ｅｋ 为对应广义坐标

的广义力和电源电压，广义力即为系统所受的非势场力．
对于图 １（ｂ）所示系统，系统动能为

　 　 Ｔ ＝ １
２

ｍｂｚ２ｂ ＋ １
２

ｍｗｚ２ｗ ． （２）

势能为

　 　 Ｖ ＝ １
２

ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２ ． （３）

电磁作动器采用电流源控制，因此电流 ｉ 不再是广义坐标，系统磁余能函数为

　 　 Ｗ∗
ｍ ＝ Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ － ｚ０）， （４）

式中， Ｋ 为作动器换能常量，ｚ０ 为任意参考位置，取汽车静止平衡位置为参考位置，且在平衡位

置 ｚ０ ＝ ０．因此式（４）可以转化为

　 　 Ｗ∗
ｍ ＝ Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） ． （５）

因此，系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍｗｚ２ｗ ＋ １
２

ｍｂｚ２ｂ ＋ Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） － １
２

ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２ ． （６）

系统广义坐标对应的广义力为

　 　 Ｑｂ ＝ ０， Ｑｗ ＝ Ｆｄ ． （７）
系统无耗散，将式（６）和（７）代入式（１）可以得到系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，即系统运动微分方

程为

　 　
ｍｂ ｚｂ ＋ ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） － Ｋｉ ＝ ０，
ｍｗ ｚｗ － ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ＋ Ｋｉ ＝ Ｆｄ ．

{ （８）

１．２　 汽车转弯、制动或加速行驶时的系统建模

考虑汽车在转弯、制动或加速的情况，影响汽车驾驶舒适性能的主要是车身倾斜的变化，
即由于扭转力的存在而导致汽车 ４ 个车轮处的高度变化．忽略路面扰动情况，将每个轮处的扭

转力等效为车身受力，建立模型．图 ２（ａ）为不含电磁作动器的被动减震 １ ／ ４ 汽车模型，图 ２（ｂ）
为含有电磁作动器的主动减震 １ ／ ４ 汽车模型．

图中 ｍｂ 为１ ／ ４汽车车身等效质量，Ｆｂ 为车身所受等效力，ｋ为悬架弹簧弹性系数，ｃ为被动

阻尼的阻尼系数，ｚｂ 为车身偏离平衡位置的位移，装置Ｇ为电磁作动器，作动器为车身提供双向

的轴向力，其大小通过检测 ｍｂ 振动位移决定，反馈控制系统品质要求更为稳定、快速和准确．
对于图 ２（ｂ）所示系统，系统减少了阻尼耗散．系统动能函数为

　 　 Ｔ ＝ １
２

ｍｂｚ２ｂ ． （９）

取 ｍｂ 在平衡位置的系统势能为 ０．系统势能函数为
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　 　 Ｖ ＝ １
２

ｋｚ２ｂ ． （１０）

系统磁余能函数为

　 　 Ｗ∗
ｍ ＝ Ｋｉｚｂ ． （１１）

系统广义坐标对应的广义力为

　 　 Ｑｂ ＝ Ｆｂ， Ｑｗ ＝ ０． （１２）
系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ Ｔ － Ｖ ＝ １
２

ｍｂｚ２ｂ ＋ Ｋｉｚｂ － １
２

ｋｚ２ｂ ． （１３）

将式（１２）与（１３）代入式（１）可得到图 ２（ｂ）系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为

　 　 ｍｂ ｚｂ ＋ ｋｚｂ － Ｋｉ ＝ Ｆｂ ． （１４）

（ａ） 含有被动阻尼的 １ ／ ４ 汽车模型 （ｂ） 含有电磁作动器的 １ ／ ４ 汽车模型

（ａ） Ｔｈｅ ｑｕａｒｔｅｒ ｃａｒ ｍｏｄｅｌ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ （ｂ） Ｔｈｅ ｑｕａｒｔｅｒ ｃａｒ ｍｏｄｅｌ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ａｎ

ｐａｓｓｉｖｅ ｄａｍｐｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｅｔｉｃ ａｃｔｕａｔｏｒ

图 ２　 不同形式的 １ ／ ４ 汽车模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｅｒ ｃａｒ ｍｏｄｅｌ

２　 电磁悬架系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性及其守恒量

２．１　 汽车直线行驶时 １ ／ ４ 汽车振动系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性及其守恒量

对于图 １（ｂ）所示系统，取时间和坐标的微小变换

　 　

ｔ∗ ＝ ｔ ＋ Δｔ ＝ ｔ ＋ εξ０（ ｔ，ｚｗ，ｚｂ，ｚｗ，ｚｂ），

ｚ∗ｂ （ ｔ∗） ＝ ｚｂ（ ｔ） ＋ Δｚｂ ＝ ｚｂ（ ｔ） ＋ εξｂ（ ｔ，ｚｗ，ｚｂ，ｚｗ，ｚｂ），

ｚ∗ｗ （ ｔ∗） ＝ ｚｗ（ ｔ） ＋ Δｚｗ ＝ ｚｗ（ ｔ） ＋ εξｗ（ ｔ，ｚｗ，ｚｂ，ｚｗ，ｚｂ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

其中 ε 为一无限小参数， ξ０，ξｗ，ξｂ 为无限小生成元．
对于该系统，如果存在规范函数 Ｇ ＝ Ｇ（ ｔ，ｚｗ，ｚｂ，ｚｗ，ｚｂ）， 那么系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 恒等式为

　 　 ∂Ｌ
∂ｔ

ξ０ ＋ ∂Ｌ
∂ｚｗ

ξｗ ＋ ∂Ｌ
∂ｚｂ

ξｂ ＋ ∂Ｌ
∂ｚｗ

ξｗ ＋ ∂Ｌ
∂ｚｂ

ξｂ ＋

　 　 　 　 Ｌ － ∂Ｌ
∂ｚｗ

ｚｗ － ∂Ｌ
∂ｚｂ

ｚｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ０ ＋ Ｆｄ ξｗ － ｚｗξ０( ) ＝ － Ｇ ． （１６）
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即

　 　 ［ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） － Ｋｉ］ξｗ ＋ ［Ｋｉ － ｋ（ ｚｂ － ｚｗ）］ξｂ ＋ ｍｗｚｗξｗ ＋ ｍｂｚｂξｂ －

　 　 　 　 １
２
［ｍｂｚ２ｂ ＋ ｍｗｚ２ｗ － ２Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） ＋ ｋ （ ｚｂ － ｚｗ） ２］ξ０ ＋ Ｆｄ（ξｗ － ｚｗξ０） ＝ － Ｇ ． （１７）

在无限小变换下，解 Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式（１６），可得到无限小生成元 ξ０，ξｗ，ξｂ ．通过将恒等式

（１７）展开，分解对 ξ０，ξｗ，ξｂ，Ｇ 的一阶偏微分方程组，即图 ２ 的系统广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程为

　 　 ［ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） － Ｋｉ］ξｗ － ［ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） － Ｋｉ］ξｂ －

　 　 　 　 １
２
［ｍｂｚ２ｂ ＋ ｍｗｚ２ｗ － ２Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） ＋ ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２］
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ö

ø
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∂ｚｂ
ｚｂ ＋

∂ξｗ

∂ｚｗ
ｚｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｆｄ（ξｗ － ｚｗξ０） ＝ － ∂Ｇ
∂ｔ

－ ∂Ｇ
∂ｚｂ

ｚｂ － ∂Ｇ
∂ｚｗ

ｚｗ， （１８ａ）

　 　 － １
２
［ｍｂｚ２ｂ ＋ ｍｗｚ２ｗ － ２Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） ＋ ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２］

∂ξ０

∂ｚｂ
＋

　 　 　 　 ｍｂｚｂ
∂ξｂ

∂ｚｂ
＋ ｍｗｚｗ

∂ξｗ

∂ｚｂ
＝ － ∂Ｇ

∂ｚｂ
， （１８ｂ）

　 　 － １
２
［ｍｂｚ２ｂ ＋ ｍｗｚ２ｗ － ２Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） ＋ ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２］

∂ξ０

∂ｚｗ
＋

　 　 　 　 ｍｂｚｂ
∂ξｂ

∂ｚｗ
＋ ｍｗｚｗ

∂ξｗ

∂ｚｗ
＝ － ∂Ｇ

∂ｚｗ
． （１８ｃ）

通过解方程（１７）和方程组（１８）可以求得生成元 ξ０，ξｗ，ξｂ 和对应的规范函数 Ｇ ．
取在一段短时间内来自地面的激振力为常数，即 Ｆｄ ＝ Ｃ ，作动器反馈力的大小由电流的

大小决定，而电流的大小可由位移、速度等反馈决定．在这种情况下考虑系统的对称性及守恒

量，通过计算可以得到生成元如下：

　 　

ξｂ ＝ ξｗ ＝ １， ξ０ ＝ ０， Ｇ ＝－ Ｃｔ；
ξｂ ＝ ξｗ ＝ ０， ξ０ ＝ １， Ｇ ＝ Ｃｚｗ；
ξｂ ＝ ｚｂ， ξｗ ＝ ｚｗ， ξ０ ＝ ０，

Ｇ ＝－ １
２

ｍｗｚ２ｗ － １
２

ｍｂｚ２ｂ ＋ Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） － １
２

ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２ ＋ Ｃｚｗ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１９）

定理 １　 假定给定的有限群 Ｇ 的无限小变换（１５）是汽车直线行驶时 １ ／ ４ 汽车振动系统的

广义准对称变换，那么系统存在第一积分，形如

　 　 Ｉ ＝ Ｌξ０ ＋ ∂Ｌ
∂ｚｗ

（ξｗ － ｚｗξ０） ＋ ∂Ｌ
∂ｚｂ

（ξｂ － ｚｂξ０） ＋ Ｇ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （２０）

因此，生成元（１９）对应的守恒量分别为

　 　

Ｉ１ ＝ ｍｗｚｗ ＋ ｍｂｚｂ － Ｃｔ ＝ ｃｏｎｓｔ，

Ｉ２ ＝ － １
２

ｍｗｚ２ｗ － １
２

ｍｂｚ２ｂ ＋ Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） － １
２

ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２ ＋ Ｃｚｗ ＝ ｃｏｎｓｔ，

Ｉ３ ＝ １
２

ｍｗｚ２ｗ ＋ １
２

ｍｂｚ２ｂ － Ｋｉ（ ｚｂ － ｚｗ） ＋ １
２

ｋ（ ｚｂ － ｚｗ） ２ － Ｃｚｗ ＝ ｃｏｎｓｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２１）
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如果有足够的守恒量，守恒量就可以用于求运动方程的精确解，同时可以用于对方程求数

值解．但这些守恒量并不是相对独立的，且
　 　 Ｉ２ ＝ － Ｉ３ ． （２２）

２．２　 汽车转弯、制动或加速行驶时 １ ／ ４ 汽车振动系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性及其守恒量

对于汽车转弯、加速或制动行驶时，汽车电磁悬架系统即图 ２（ｂ）系统，取时间和坐标的微

小变换

　 　
ｔ∗ ＝ ｔ ＋ Δｔ ＝ ｔ ＋ εξ０（ ｔ，ｚｂ，ｚｂ），

ｚ∗ｂ （ ｔ∗） ＝ ｚｂ（ ｔ） ＋ Δｚｂ ＝ ｚｂ（ ｔ） ＋ εξｂ（ ｔ，ｚｂ，ｚｂ），
{ （２３）

其中 ε 为一无限小参数， ξ０，ξｂ 为无限小生成元．
对于该系统，如果存在规范函数 Ｇ ＝ Ｇ（ ｔ，ｚｂ，ｚｂ）， 那么系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 恒等式为

　 　 （Ｋｉ － ｋｚｂ）ξｂ ＋ ｍｂｚｂξｂ － １
２
［ｍｂｚ２ｂ － ２Ｋｉｚｂ ＋ ｋｚ２ｂ］ξ０ ＋ Ｆｂ（ξｂ － ｚｂξ０） ＝ － Ｇ ． （２４）

在无限小变换下，解 Ｎｏｅｔｈｅｒ 恒等式（２４），可得到无限小生成元 ξ０，ξｂ ．通过将恒等式（２４）
展开，分解对 ξ０，ξｂ，Ｇ 的一阶偏微分方程组，即图 ２（ｂ）系统广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程为

　 　 （Ｋｉ － ｋｚｂ）ξｂ － １
２
（ｍｂｚ２ｂ － ２Ｋｉｚｂ ＋ ｋｚ２ｂ）

∂ξ０

∂ｔ
＋

∂ξ０

∂ｚｂ
ｚｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ｍｂｚｂ
∂ξｂ

∂ｔ
＋

∂ξｂ

∂ｚｂ
ｚｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆｂ（ξｂ － ｚｂξ０） ＝ － ∂Ｇ

∂ｔ
－ ∂Ｇ

∂ｚｂ
ｚｂ， （２５ａ）

　 　 － １
２
（ｍｂｚ２ｂ － ２Ｋｉｚｂ ＋ ｋｚ２ｂ）

∂ξ０

∂ｚｂ
＋ ｍｂｚｂ

∂ξｂ

∂ｚｂ
＝ － ∂Ｇ

∂ｚｂ
． （２５ｂ）

通过解方程（２４）和方程组（２５）可以求得生成元 ξ０，ξｂ 和对应的规范函数 Ｇ ．车身在扭转

力下发生倾斜时，在极短时间内车身受力可考虑为恒定值，因此，取 Ｆｂ ＝ Ｃ０ 为常数．通过计算

式（２４）和（２５）可求得生成元：

　 　

ξｂ ＝ ０， ξ０ ＝ １， Ｇ ＝ Ｃ０ｚｂ；

ξｂ ＝ ｚｂ， ξ０ ＝ ０， Ｇ ＝ １
２

ｋｚ２ｂ － （Ｋｉ ＋ Ｃ０） ｚｂ － １
２

ｍｂｚ２ｂ；

ξｂ ＝ ｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ， ξ０ ＝ ０， Ｇ ＝－ ｍｂｚｂ ｊ
ｋ
ｍｂ

ｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ ＋ （Ｃ０ ＋ Ｋｉ）ｊｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ；

ξｂ ＝ ｅ － ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ， ξ０ ＝ ０， Ｇ ＝ ｍｂｚｂ ｊ
ｋ
ｍｂ

ｅ － ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ － （Ｃ０ ＋ Ｋｉ）ｊｅ － ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２６）

其中 ｊ 为虚数单位，ｊ２ ＝ －１．
定理 ２　 假定给定的有限群 Ｇ 的无限小变换（２３）是转弯、制动或加速行驶时 １ ／ ４ 汽车振

动系统的广义准对称变换，那么系统存在第一积分，形如

　 　 Ｉ′ ＝ Ｌξ０ ＋ ∂Ｌ
∂ｚｂ

（ξｂ － ｚｂξ０） ＋ Ｇ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （２７）

因此，生成元（２６）对应的守恒量为

　 　
Ｉ′１ ＝ －

１
２

ｍｂｚ２ｂ ＋ Ｋｉｚｂ － １
２

ｋｚ２ｂ ＋ Ｃ０ｚｂ ＝ ｃｏｎｓｔ，

Ｉ′２ ＝
１
２

ｋｚ２ｂ － （Ｋｉ ＋ Ｃ０） ｚｂ ＋ １
２

ｍｂｚ２ｂ ＝ ｃｏｎｓｔ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２８ａ）
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Ｉ′３ ＝ ｍｂｚｂｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ － ｍｂｚｂ ｊ

ｋ
ｍｂ

ｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ ＋ （Ｃ０ ＋ Ｋｉ）ｊ
ｍｂ

ｋ
ｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ，

Ｉ′４ ＝ ｍｂｚｂｅ
－ ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ ＋ ｍｂｚｂ ｊ

ｋ
ｍｂ

ｅ － ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ － （Ｃ０ ＋ Ｋｉ）ｊ
ｍｂ

ｋ
ｅ － ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２８ｂ）

３　 汽车电磁悬架系统的动态响应

ＭＡＴＬＡＢ 软件具有矩阵计算、绘制函数和数据、实现算法等功能．通过编写循环计算程序，
可用于对汽车电磁悬架系统的守恒量和对称性解的计算．对于同一车辆，无论在直线行驶还是

转弯、制动或加速行驶，其悬架的系统是一样的．因此，其反馈控制也是一样的．反馈控制系统

主要通过反馈方式，反馈系数来控制，上述计算时，若主要采用速度反馈方式，则只要设置反馈

系数的大小就能控制悬架的减震效果．同时，也可采用速度与位移复合反馈．在这里，计算转

弯、制动或加速行驶时悬架的减振性能．由守恒量（２８）可以求得

　 　
ｚｂ ＝

Ｉ′４
２ｍｂ ｊ

ｍｂ

ｋ
ｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ －

Ｉ′３
２ｍｂ ｊ

ｍｂ

ｋ
ｅ － ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ ＋

Ｃ０ ＋ Ｋｉ
ｋ

，

ｚｂ ＝
Ｉ′４
２ｍｂ

ｅｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ ＋
Ｉ′３
２ｍｂ

ｅ － ｊ ｋ ／ ｍｂ ｔ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２９）

式中， Ｉ′３和 Ｉ′４ 为守恒量，可以通过初始条件来确定其初始数值的大小，若
　 　 ｚｂ ｔ ＝ ０ ＝ ｚｂ（０）， ｚｂ ｔ ＝ ０ ＝ｚｂ（０）， （３０）

则

　 　
Ｉ′３ ＝ ｍｂｚｂ（０） － ｍｂｚｂ（０）ｊ ＋ （Ｃ０ ＋ Ｋｉ）ｊ

ｍｂ

ｋ
，

Ｉ′４ ＝ ｍｂｚｂ（０） ＋ ｍｂｚｂ（０）ｊ
ｋ
ｍｂ

－ （Ｃ０ ＋ Ｋｉ）ｊ
ｍｂ

ｋ
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３１）

图 ３　 适用于 １ ／ ４ 汽车质量的车身载荷随时间变化的载荷分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌｏａｄ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ａｐｐｌｉｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｅｒ⁃ｃａｒ ｍａｓｓ

上述守恒量和对称性解可借助 ＭＡＴＬＡＢ 进行逐步循环计算．由于该算法循环计算方式比
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Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法迭代计算简单，因此该方法在计算速度上较快．同时在某时刻的对称性解更接

近于精确解，因此解的精度也是足够高．为说明对称性解的用法，表 １ 给定了 １ ／ ４ 汽车相应的

参数，图 ３ 给出了适用于 １ ／ ４ 汽车质量的车身载荷随时间变化的载荷分布．
表 １　 １ ／ ４ 汽车等效参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｅｒ⁃ｃａｒ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ

ｋ ／ （ｋＮ ／ ｍ） ３０ ｓｐｒｉｎｇ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｓｓｉｖｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

Ｋ ／ （ｋＮ ／ Ａ） ３２ ｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ａｃｔｕａｔｏｒ
ｍｂ ／ ｋｇ ４００ ｑｕａｒｔｅｒ ｓｐｒｉｎｇ ｍａｓｓ

（ａ） 位移响应 （ｂ） 速度响应

（ａ） Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

图 ４　 汽车悬架系统在速度反馈控制下的响应

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｕｔｏｍｏｔｉｖｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ

（ａ） 位移响应 （ｂ） 速度响应

（ａ） Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

图 ５　 汽车悬架系统在复合反馈控制下的响应

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｕｔｏｍｏｔｉｖｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ

　 　 首先考虑在速度反馈下的位移响应和速度响应，选取不同的反馈系数，可得到图 ４（ａ）的
位移响应和图 ４（ｂ）的速度响应．从图中可以看出，通过控制速度反馈只能调节系统达到平衡

的时间，即响应时间，而不能改变在系统达到平衡位置时的位移．由图可得速度反馈系数为
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０􀆰 １５ 左右时，响应时间较短，即达到平衡位置的时间较短，行车舒适性比较好．
然后，考虑复合反馈方式，选定速度反馈系数为 ０．１５，改变位移的反馈系数，可以得到图 ５

（ａ）的位移响应和图 ５（ｂ）的速度响应．由图可得，改变位移反馈系数可减小达到平衡位置时的

位移，且反馈系数越大，位移越小．通过减小位移的大小，可以减小汽车车身的倾斜角度，从而

防止汽车发生侧翻，提高安全性．因此可以根据需要和技术条件选取反馈系数，以便达到相应

的平稳性和安全性．

４　 结　 　 论

本文将 Ｌｉｅ 群理论的对称性方法应用到含有电磁悬架的汽车振动系统中，研究了系统的

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性，并找到相应的守恒量，进而求得其对称性精确解．利用其对称性解编写程序，
给出在不同反馈下的动态响应．利用其对称性解在 ＭＡＴＬＡＢ 下编写程序进行计算，给出在不

同反馈下的动态响应．这种方法在计算过程中具有计算较快、输出精度较高等优点．进一步研

究可将该方法扩展到其他机械系统和机电系统的分析计算过程中，同时可对该方法的计算速

度和计算精度等优势做更深一步的比较研究．
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