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一维弱噪声随机 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的奇摄动解
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摘要：　 讨论了一类有界区域上具有有色噪声干扰的随机 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程奇摄动解，其波动率服从弱

噪声 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ（Ｏ⁃Ｕ）过程．由波运动的转移概率密度函数满足的后向 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程，得
到随机 Ｂｕｒｇｅｒｓ 的期望所满足的后向 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程．由于期望满足的后向 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程的初边

值问题条件涉及到一类确定性 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解，因此该问题实际上是 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程和 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ
方程的联立形式．首先，应用奇摄动方法，对一类确定性 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程进行了正则渐近展开，由
Ｓｃｈａｕｄｅｒ 估计、Ａｓｃｏｌｉ⁃Ａｒｚｅｌａ 定理证明了非线性抛物方程渐近解的有界性与存在性，由 Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ
定理证明了线性抛物方程渐近解的有界性与存在性，得到波速率的形式渐近解．其次，由奇摄动理

论，对期望满足的方程进行了奇摄动渐近展开和边界层矫正，由二阶线性偏微分方程理论，得到边

界层函数渐近解存在且有界．应用极值原理、Ｄｅ⁃Ｇｉｏｒｇｉ 迭代技术分别证明了波速率和波期望渐近

解的余项有界，得到渐近解的一致有效性．
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引　 　 言

确定性 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程用于流体的有限平面波问题的研究已有很长的历史，得到了大量的结

果．对于有界区域上的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，Ｋｒｅｉｓｓ 等［１］，Ｌａｆｏｒｇｕｅ、Ｏ’Ｍａｌｌｅｙ［２⁃５］ 进行了详细的讨论．但
是具有噪声干扰的随机 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程实际上更具有意义．Ｖｉｌｌａｒｒｏｅｌ［６］ 研究了在白噪声与有色噪

声影响下的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解，得到了孤波特征、冲击波位置与抵达时间等，从而得到了波的平

均速率．对于有界区域上的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，Ｘｉｕ 等［７］ 讨论了随机边界扰动下的情况．对于随机影

响出现在黏性系数扰动的情况，Ｌｅ Ｍａｉｔｒｅ 等［８］讨论了随机干扰服从 Ｇａｕｓｓ（高斯）分布的情形，
分析了其对流体流动的影响．高飞［９］ 应用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模拟，讨论了其数值解．付新刚［１０］ 则

应用数值分析，讨论了边界扰动的情形．近年来人们也将上述分析方法应用于 Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ⁃Ｐｅｔｖｉ⁃
ａｓｈｖｉｌｉ（ＫＰ）方程，如 Ｖｉｌｌａｒｒｏｅｌ［１１］讨论了在白色噪声和有色噪声干扰下的 ＫＰ 方程，Ｘｕｅ［１２］在有

界球几何和横向扰动共同作用下， 利用奇摄动方法讨论了 ＳＫＰ 的特解， Ｙｅｒｍａｋｏｕ 等［１３］，
Ｇｈａｎｍｉ 等［１４］讨论了随机 ＫＰ 方程的数值解， Ｃｈａｋｒａｖａｒｔｙ， Ｋｏｄａｍａ［１５］讨论了随机 ＫＰ 方程的线

孤子解．
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本文讨论了一类黏性系数受到有色噪声干扰的随机 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，有色噪声服从一个弱噪

声 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 过程．本文的目的在于讨论相应波运动的平均速率，其平均速率服从后

向的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程，其初边值条件由一个确定性的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程得到．由于弱噪声的影响，应
用奇摄动展开的方法确定了波运动平均速率的渐近解，得到了其一致有效性．

１　 模 型 建 立

现在作如下的假设：
［Ｈ１］　 ＱＴ ＝ ［０，Ｔ］ × ［０，ｄ］，∂ＰＱＴ 为ＱＴ 的边界区域，其中 ｔ∈［０，Ｔ］，［０，ｄ］ ⊂Ｒ 是有界

区域．
［Ｈ２］　 ａ（ ｔ，ｘ），ｂ（ ｔ，ｘ） 是已知任意阶连续可微函数，其中 ｂ（ ｔ，ｘ） ≠ ０，ａ（ ｔ，ｘ） ＞ ０．
［Ｈ３］　 Ψ 在［０，ｄ］ 上连续可微．
［Ｈ４］　 α（ ｔ），β（ ｔ） 是与 ε 无关的函数且在［０，ｄ］ 上连续可微．
考虑在吸收边界 ［０，ｄ］ 上的波运动轨迹 ｕ（ ｔ，ｘ） 满足的随机偏微分方程：

　 　
ｕｔ ＋ （ｕ － ξ′）ｕｚ －

α２

２
ｕｚｚ ＝ ０，　 　 ｕ（ ｔ ＝ ０，ｚ） ＝ Ψ（ ｚ ＋ ξ ０），

ｄξ ＝ ａ（ ｔ，ξ）ｄｔ ＋ ε ｂ（ ｔ，ξ）ｄω（ ｔ），　 　 ξ（ ｔ ＝ ０） ＝ ξ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

其中， α 是常数，ε 是大于零的小参数．
通过函数变换 ｕ（ ｔ，ｚ） ＝ ｇ（ ｔ，ｚ ＋ ξ（ ｔ）），可得 ｇ（ ｔ，ｚ） 满足

　 　
ｇｔ ＋ ｇｇｚ －

（α２ － ε ｂ２（ ｔ，ｚ））
２

ｇｚｚ ＝ ０，

ｇ（０，ｚ） ＝ Ψ（ ｚ）， ｇ（ ｔ，０） ＝ α（ ｔ）， ｇ（ ｔ，ｄ） ＝ β（ ｔ） ．

ì

î

í
ïï

ïï
（２）

设随机微分方程 ｄξ ＝ ａ（ ｔ，ξ）ｄｔ ＋ ε ｂ（ ｔ，ξ）ｄω（ ｔ） 的转移概率密度为 ｐ（ ｔ，ｘ，ｓ，ｙ），ｐ（ ｔ，ｘ，ｓ，ｙ）
满足后向 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程，即

　 　
∂ｐ（ ｔ，ｘ，ｓ，ｙ）

∂ｔ
＋ ａ（ ｔ，ｘ）ｐｘ（ ｔ，ｘ，ｓ，ｙ） ＋ εｂ２（ ｔ，ｘ）

２
∂２ｐ（ ｔ，ｘ，ｓ，ｙ）

∂ｘ２
＝ ０，

ｌｉｍ
ｔ→ｓ

ｐ（ ｔ，ｘ，ｓ，ｙ） ＝ σ（ｘ － ｙ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（３）

由

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ Ｅｘ，ｔｇ（Ｔ，ｘ ＋ ξ（ ｔ）） ＝ ∫ｇ（Ｔ，ｙ）ｐ（ ｔ，ｘ，Ｔ，ｙ）ｄｙ，
可得 ｖ（ ｔ，ｘ） 满足的后向 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程：

　 　
∂ｖ（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＋ ａ（ ｔ，ｘ）ｖｘ（ ｔ，ｘ，ｓ，ｙ） ＋ εｂ２（ ｔ，ｘ）

２
∂２ｖ（ ｔ，ｘ）

∂ｘ２
＝ ０，

ｖ（Ｔ，ｘ） ＝ ｇ（Ｔ，ｘ）， ｖ（ ｔ，０） ＝ α（ ｔ）， ｖ（ ｔ，ｄ） ＝ β（ ｔ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（４）

２　 形 式 展 开

２．１　 波速率的形式渐近展开

首先对式（２）做形式渐近展开：

　 　
ｇ（ ｔ，ｚ，ε） ＝ ｇ０（ ｔ，ｚ） ＋ εｇ１（ ｔ，ｚ） ＋ ε ２ｇ２（ ｔ，ｚ） ＋ …，
ｇ（０，ｚ） ＝ Ψ（ ｚ）， ｇ（ ｔ，０） ＝ α（ ｔ）， ｇ（ ｔ，ｄ） ＝ β（ ｔ） ．{ （５）

关于 ε 做摄动展开，并比较 ε 的同次幂系数，可得
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　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｇｋｔ ＋ (∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｇｋ ) (∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｇｋｚ ) － α２ － εｂ２（ ｔ，ｚ）

２ (∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｇｋｚｚ ) ＝ ０，

　 　
ｇ０ｔ ＋ ｇ０ｇ０ｚ －

α２

２
ｇ０ｚｚ ＝ ０，

ｇ０（０，ｚ） ＝ Ψ（ ｚ）， ｇ０（ ｔ，０） ＝ α（ ｔ）， ｇ０（ ｔ，ｄ） ＝ β（ ｔ），

ì

î

í
ïï

ïï
（６）

　 　
ｇ１ｔ ＋ ｇ０ｇ１ｚ ＋ ｇ１ｇ０ｚ －

α２

２
ｇ１ｚｚ ＋

ｂ２（ ｔ，ｚ）
２

ｇ０ｚｚ ＝ ０，

ｇ１（０，ｚ） ＝ ０， ｇ１（ ｔ，０） ＝ ０， ｇ１（ ｔ，ｄ） ＝ ０，

ì

î

í
ïï

ïï
（７）

　 　 　 　 ︙

　 　
ｇｎｔ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｇｉｇ（ｎ－ｉ） ｚ －

α２

２
ｇｎｚｚ ＋

ｂ２（ ｔ，ｚ）
２

ｇ（ｎ－１） ｚｚ ＝ ０，

ｇｎ（０，ｚ） ＝ ０， ｇｎ（ ｔ，０） ＝ ０， ｇｎ（ ｔ，ｄ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（８）

引理 １　 式（６）解的存在唯一且有界．
证　 令

　 　 φ ＝ （ｇ０ － ｋ） ＋ ＝
ｇ０ － ｋ， ｇ０ ≥ ｋ，
０， ｇ０ ＜ ｋ，{ （９）

其中 ｋ 为常数，ｋ ＞ ｌ（ ｌ ＝ ｓｕｐ∂ＰＱＴ
｜ ｇ０ ｜ ） ．

在式（６）两边同乘 φ， 可得

　 　 ∫∫
ＱＴ

φ ｔφ ＋ （φ ＋ ｋ）φ ｚφ － α２

２
φ ｚｚφ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔｄｚ ＝

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ

１
２
（φ２） ｔ ＋

１
３
（φ３） ｚ ＋

ｋ
２
（φ２） ｚ －

α２

２
（φφ ｚ） ｚ ＋

α２

２
（φ ｚ） ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔｄｚ ＝ ０．

考虑到边界 ∂ＰＱＴ 上 φ ＝ ０，可得∫∫
ＱＴ

α２

２
（φ ｚ） ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔｄｚ ＝ ０．从而有 φ ｚ ＝ ０，由边界条件可知 φ ＝ ｃ ＝

０ ．则有 ｜ ｇ０ ｜ ≤ ｋ，所以 ｇ０ 有界．
由一般椭圆形方程的 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 估计，同样可得 ｇ０ｚ（ ｔ，ｚ） 的有界性．
因此， ｇ０ｚ（ ｔ，ｚ） 是等度连续的，由 Ａｓｃｏｌｉ⁃Ａｒｚｅｌａ 定理，可得 ｇ０ｚ（ ｔ，ｚ） 的存在唯一性．
引理 ２　 式（７）解的存在唯一且有界．
证　 首先在 Ｗ１，１

２ （ＱＴ） × Ｗ１，１
２ （ＱＴ） 上构造一个泛函：

　 　 ａ（ｇ１，ｑ） ＝ ∫∫
ＱＴ

ｇ１ｔｑｔ ＋ ｇ０ｇ１ｔｑｔ ＋ ｇ０ｚｇ１ｑｔ ＋
α２

２
ｇ１ｚｑｔｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －θｔｄｔｄｚ， （１０）

显然 ａ（ｇ１，ｑ） 是双线性的，有界的．事实上，由 ｇ０（ ｔ，ｚ），ｇ０ｚ（ ｔ，ｚ） 的有界性，可以证明 ａ（ｇ１，ｑ） 的

强制性，即对于任意给定的 ｑ ∈ Ｗ１，１
２ （ＱＴ），有 ａ（ｑ，ｑ） ≥ δ‖ｑ‖２

Ｗ１，１
２ （ＱＴ） ．

综合上述的结果，由 Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ 定理，可以得到对 Ｗ１，１
２ （ＱＴ） 上的任一有界线性泛函

　 　 Ｆ（ｑ） ＝ ∫∫
ＱＴ

－ ｂ２（ ｔ，ｚ）
２

ｇ０ｚｚｑｔｅ
－θｔｄｔｄｚ，

恒存在唯一的 ｇ１ ∈ Ｈ， 使得

　 　 Ｆ（ｑ） ＝ ａ（ｇ１，ｑ），
其中对任意的 ｑ ∈ Ｗ１，１

２ （ＱＴ） ．所以式（７） 的解存在唯一，即 ｇ１ 可解．
类似地，可得 ｇ２，ｇ３，…，ｇＮ 的存在唯一性，从而得到式（２）的形式渐近解．
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２．２　 平均速率的形式渐近展开

对式（４）作形式渐近展开：

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｖｋ（ ｔ，ｘ） ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋΠｋ（ ｔ，τ）， （１１）

其中 τ ＝ ｘ ／ ε ．ｖ－（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｖｋ（ ｔ，ｘ） 是方程的正则部分．

　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋ ∂ｖｋ（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋａ（ ｔ，ｘ）

∂ｖｋ（ ｔ，ｘ）
∂ｘ

＋ ε
２ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｂ２（ ｔ，ｘ）

∂２ｖｋ（ ｔ，ｘ）
∂ｘ２

＝ ０，

比较 ε 的同次幂系数，可得

　 　
∂ｖ０（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＋ ａ（ ｔ，ｘ）

∂ｖ０（ ｔ，ｘ）
∂ｘ

＝ ０，

ｖ０（Ｔ，ｚ） ＝ ｇ０（Ｔ，ｚ）， ｖ０（ ｔ，ｄ） ＝ β（ ｔ），

ì

î

í

ïï

ïï

（１２）

　 　
∂ｖ１（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＋ ａ（ ｔ，ｘ）

∂ｖ１（ ｔ，ｘ）
∂ｘ

＋ １
２

ｂ２（ ｔ，ｘ）
∂２ｖ０（ ｔ，ｘ）

∂ｘ２
＝ ０，

ｖ１（Ｔ，ｚ） ＝ ｇ１（Ｔ，ｚ）， ｖ１（ ｔ，ｄ） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１３）

　 　 　 　 ︙

　 　
∂ｖＮ（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＋ ａ（ ｔ，ｘ）

∂ｖＮ（ ｔ，ｘ）
∂ｘ

＋ １
２

ｂ２（ ｔ，ｘ）
∂２ｖＮ－１（ ｔ，ｘ）

∂ｘ２
＝ ０，

ｖＮ（Ｔ，ｚ） ＝ ｇＮ（Ｔ，ｚ）， ｖＮ（ ｔ，ｄ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１４）

由于式（１２） ～ （１４）均为一阶齐次线性偏微分方程，因此可得 ｖ０（ ｔ，ｘ），ｖ１（ ｔ，ｘ），…，ｖＮ（ ｔ，ｘ）， 即

正则部分可解．
将式（１１）代入式（４），可得

　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋ ∂ｖｋ（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋａ（ ｔ，ｘ）

∂ｖｋ（ ｔ，ｘ）
∂ｘ

＋ ε
２ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｂ２（ ｔ，ｘ）

∂２ｖｋ（ ｔ，ｘ）
∂ｘ２

＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋ ∂Πｋ（ ｔ，τ）

∂ｔ
＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋ－１ ａ（ ｔ，ετ）

∂Πｋ（ ｔ，τ）
∂τ

＋

　 　 　 　 １
２ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋ－１ ｂ２（ ｔ，ετ）

∂２ Πｋ（ ｔ，τ）
∂τ ２

＝ ０，

其中 ｖｉ（ ｔ，ｘ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 为已知函数，且

　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｖｋ（ ｔ，０） ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋΠｋ（ ｔ，０） ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋ（ｖｋ（ ｔ，０） ＋ Πｋ（ ｔ，０）） ＝ α（ ｔ） ．

按 ε 的幂指数形式分别对 ａ（ ｔ，ετ），ｂ（ ｔ，ετ） 进行 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开，即

　 　 ａ（ ｔ，ετ） ≈ ａ０（ ｔ，０） ＋ εａ１（ ｔ，τ） ＋ … ＋ εＮａＮ（ ｔ，τ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋａｋ，

　 　 ｂ（ ｔ，ετ） ≈ ｂ０（ ｔ，０） ＋ εｂ１（ ｔ，τ） ＋ … ＋ εＮｂＮ（ ｔ，τ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｂｋ，

其中 ａｉ，ｂｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 为已知函数．
对比 ε 的同次幂系数，可得

　 　 ａ０（ ｔ，０）
∂Π０

∂τ
＋ １

２
ｂ２
０（ ｔ，０）

∂２Π０

∂τ ２
＝ ０，
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　 　 ａ０（ ｔ，０）
∂Π１

∂τ
＋ １

２
ｂ２
０

∂２Π１

∂τ ２
＝ Ｈ１（ ｔ，τ），

　 　 　 　 ︙

　 　 ａ０（ ｔ，０）
∂ΠＮ

∂τ
＋ １

２
ｂ２
０

∂２ΠＮ

∂τ ２
＝ ＨＮ（ ｔ，τ），

其中 Ｈｉ（ ｔ，τ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 是关于 ａ ｊ（ ｔ，τ），ｂ ｊ（ ｔ，τ）， ｊ ≤ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ 的已知函数．所以

　 　
ａ０（ ｔ，０）

∂Π０

∂τ
＋ １

２
ｂ２
０（ ｔ，０）

∂２Π０

∂τ ２
＝ ０，

Π０（ ｔ，０） ＝ α（ ｔ） － ｖ０（ ｔ，０）， Π０（ ｔ， ＋ ∞） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１５）

　 　
ａ０（ ｔ，０）

∂Π１

∂τ
＋ １

２
ｂ２
０

∂２Π１

∂τ ２
＝ Ｈ１（ ｔ，τ），

Π１（ ｔ，０） ＝ ０， Π１（ ｔ， ＋ ∞） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１６）

　 　 　 　 ︙

　 　
ａ０（ ｔ，０）

∂ΠＮ

∂τ
＋ １

２
ｂ２
０

∂２ΠＮ

∂τ ２
＝ ＨＮ（ ｔ，τ），

ΠＮ（ ｔ，０） ＝ ０， ΠＮ（ ｔ， ＋ ∞） ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１７）

考虑到式（１５）是退化的二阶线性偏微分方程，可解得

　 　 Π０（ ｔ，τ） ＝ （α（ ｔ） － ｖ０（ ｔ，０））ｅ
－［２ａ０（ ｔ，０） ／ ｂ２０（ ｔ，０）］τ ．

同理，由式（１６）和式（１７）是非齐次的二阶线性微分方程可知： Π１（ ｔ，τ），Π２（ ｔ，τ），…，ΠＮ（ ｔ，
τ） 可解．

３　 余 项 估 计

３．１　 式（２）的余项估计

定理 １　 式（５）的渐近解的余项 Ｒ１ 满足

　 　 ｜ Ｒ１ ｜ ≤ ｅλＴ（ ｌ ＋ Ｃ ｜ Ω ｜ １－２ ／ ｐ２（３ｐ－４） ／ （２ｐ－４）‖Ｆ‖Ｌ∞ （ＱＴ）） ．
证　 对于上述的形式渐近解

　 　 ｇ（ ｔ，ｘ） ＝ ｇ－（ ｔ，ｘ） ＋ εＮ＋１Ｒ１， （１８）

其中 ｇ－（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｇｋ（ ｔ，ｘ） ．此时将式（１８） 代入式（２） 中，可得 Ｒ１（ ｔ，ｘ） 满足

　 　
∂Ｒ１

∂ｔ
＋ ｇ－（ ｔ，ｘ）

∂Ｒ１

∂ｘ
＋ ∂ｇ－（ ｔ，ｘ）

∂ｘ
Ｒ１ ＋ εＮ＋１Ｒ１

∂Ｒ１

∂ｘ
－ α２ － εｂ２（ ｔ，ｘ）

２
∂２Ｒ１

∂ｘ２
＝ Ｈ（ ｔ，ｘ），

其中 Ｈ（ ｔ，ｘ） 为已知函数．
令 Ｒ１ ＝ ｅλｔＰ，其中 λ ＞ ０， 可得

　 　 ∂Ｐ
∂ｔ

＋ ｇ－（ ｔ，ｘ） ∂Ｐ
∂ｘ

＋ ∂ｇ－（ ｔ，ｘ）
∂ｘ

＋ λæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｐ ＋

　 　 　 　 εＮ＋１ｅλｔＰ ∂Ｐ
∂ｘ

－ α２ － εｂ２（ ｔ，ｘ）
２

∂２Ｐ
∂ｘ２

＝ ｅ －λｔＨ（ ｔ，ｘ） ． （１９）

令

７１１一维弱噪声随机 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的奇摄动解



　 　 φ ＝ （Ｐ － ｋ１） ＋
χ

［ ｔ１，ｔ２］
＝

Ｐ － ｋ１， Ｐ ≥ ｋ１，
０， Ｐ ＜ ｋ１，{

其中 ｋ１ 是常数，ｋ１ ＞ ｌ，ｌ ＝ ｓｕｐ∂ＰＱＴ
｜ Ｐ ｜ ， χ

［ ｔ１，ｔ２］（ ｔ） 为区间［ ｔ１，ｔ２］ 的特征函数．
在式（１９）两边同时乘上检验函数 φ， 且取积分，可得

　 　 ∫∫
ＱＴ
φ ｔφｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
ｇ－φ ｘφｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
（ｇ－ ｘ ＋ λ）φ（φ ＋ ｋ１）ｄｘｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
εＮ＋１（φ ＋ ｋ１）φφ ｘｅλｔｄｘｄｔ － ∫∫

ＱＴ

α２ － εｂ２

２
φ ｘｘφｄｘｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
Ｈ（ ｔ，ｘ）φｅ －λｔｄｘｄｔ ． （２０）

令

　 　 Ｉｋ（ ｔ） ＝ ∫
Ω
（Ｐ － ｋ１） ２

＋ ｄｘ，

则 Ｉｋ（ ｔ） 于［０，Ｔ］ 上绝对连续．
设 σ 为 Ｉｋ（ ｔ） 在［０，Ｔ］ 上的最大值点．由于 Ｉｋ（ ｔ ＝ ０） ＝ ０，Ｉｋ（ ｔ） ≥ ０．不妨设 σ ＞ ０，对于充

分小的 τ ＞ ０，取 ｔ１ ＝ σ － ｔ，ｔ２ ＝ σ， 则

　 　 １
２τ∫

σ

σ －τ

ｄ
ｄｔ∫Ω（Ｐ － ｋ１） ２

＋ ｄｘｄｔ ＝ １
２τ

（ Ｉｋ（σ） － Ｉｋ（σ － τ）） ≥ ０，

　 　 ∫∫
ＱＴ
ｇ－φ ｘφｄｘｄｔ ＝

１
２ ∫∫ＱＴ（ｇ

－φ２） ｘｄｘｄｔ －
１
２ ∫∫ＱＴφ

２ｇ－ ｘｄｘｄｔ ＝ －
１
２ ∫∫ＱＴφ

２ｇ－ ｘｄｘｄｔ，

　 　 ∫∫
ＱＴ
（ｇ－ ｘ ＋ λ）φ（φ ＋ ｋ１）ｄｘｄｔ ＝ ∫∫

ＱＴ
（ｇ－ ｘ ＋ λ）φ２ｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
（ｇ－ ｘ ＋ λ）ｋ１φｄｘｄｔ，

　 　 ∫∫
ＱＴ
εＮ＋１（φ ＋ ｋ１）φφ ｘｅλｔｄｘｄｔ ＝ ∫∫

ＱＴ
εＮ＋１φ ｘφ２ ｅλｔｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
εＮ＋１ｋ１φ ｘφｅλｔｄｘｄｔ ＝ ０，

　 　 － ∫∫
ＱＴ

α２ － εｂ２

２
φ ｘｘφｄｘｄｔ ＝

　 　 　 　 － ∫∫
ＱＴ

α２ － εｂ２

２
φ ｘφ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
ｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
φ ｘ

α２ － εｂ２

２
φæ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
ｄｘｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
φ ｘ

α２ － εｂ２

２
φæ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
ｄｘｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
（φ ｘ） ２ α２ － εｂ２

２
ｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
φ ｘφ

α２ － εｂ２

２
φæ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
ｄｘｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
（φ ｘ） ２ α２ － εｂ２

２
ｄｘｄｔ － ∫∫

ＱＴ

１
２
（φ） ２ α２ － εｂ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘｘ
ｄｘｄｔ ．

所以式（２０）化简为

　 　 ∫∫
ＱＴ
φ ｔφｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
φ２ － １

２
ｇ－ ｘ ＋ ｇ－ ｘ ＋ λ － １

２
α２ － εｂ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
（ｇ－ ｘ ＋ λ）ｋ１φｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ
φ ｘ

２ α２ － εｂ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｔ ＝ ∫∫

ＱＴ
Ｈ（ ｔ，ｘ）φｅ －λｔｄｘｄｔ ．

令 Ｆ ＝ Ｈ（ ｔ，ｘ）ｅ －λｔ － （ｇ－ ｘ ＋ λ）ｋ１，考虑到 ε 为小参数，存在与 ε 无关的正常数 ｍ，选取合适

的 λ 使得
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　 　 １
２

ｇ－ ｘ ＋ λ ＋ ε
４
（ｂ２） ｘｘ ≥ ｍ ≥ ０，

则可得

　 　 α２

４ ∫∫ＱＴφ
２
ｘｄｘｄｔ ＋ ｍ∫∫

ＱＴ
φ２ｄｘｄｔ ≤

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
（ ｜ Ｈ（ ｔ，ｘ）ｅ －λｔ － （ｇ－ ｘ ＋ λ）ｋ１ ｜ ） ｜ φ ｜ ｄｘｄｔ ≤ ∫∫

ＱＴ
｜ Ｆφ ｜ ｄｘｄｔ ．

由嵌入定理与 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可得

　 　 (∫
Ａｋ１（σ）

（Ｐ － ｋ１） ｐ
＋ ｄｘ )

１ ／ ｐ
≤ Ｃ (∫

Ａｋ１（σ）
｜ Ｆ ｜ ｑｄｘ )

１ ／ ｑ
≤

　 　 　 　 Ｃ‖Ｆ‖Ｌ∞ （ＱＴ） ｜ Ａｋ１（σ） ｜ １ ／ ｑ ≤ Ｃ‖Ｆ‖Ｌ∞ （ＱＴ） ｜ μ ｋ１ ｜
１ ／ ｑ，

其中

　 　 ２ ＜ ｐ ＜
＋ ∞， ｎ ＝ １，２，
２ｎ

ｎ － ２
， ｎ ＞ ２，

ì

î

í
ïï

ïï

　 　 Ａｋ１（ ｔ） ＝ { ｘ；Ｒ１（ ｔ，ｘ） ＞ ｋ１ } ， μ ｋ１
＝ ｓｕｐ

０ ＜ ｔ ＜ Ｔ
｜ Ａｋ１（ ｔ） ｜ ， １

ｐ
＋ １

ｑ
＝ １．

对于任何 ｈ ＞ ｋ１，ｔ ∈ ［０，Ｔ］，有 Ａｈ（ ｔ） ⊂ Ａｋ１（ ｔ） ．所以

　 　 Ｉｋ１（ ｔ） ≥ ∫
Ａｈ（ ｔ）

（Ｐ － ｋ１） ２
＋ ｄｘ ≥ （ｈ － ｋ１） ２ ｜ Ａｈ（ ｔ） ｜ ．

注意到

　 　 Ｉｋ１（ ｔ） ≤ Ｉｋ１（σ） ≤ (∫
Ａｋ１（σ）

（Ｐ － ｋ１） ｐ
＋ ｄｘ )

２ ／ ｐ
｜ Ａｋ１（σ） ｜ （ｐ－２） ／ ｐ ≤

　 　 　 　 （Ｃ‖Ｆ‖Ｌ∞（ＱＴ）） ２ ｜ μ ｋ１ ｜
（３ｐ－４） ／ ｐ，

由于 ｐ ＞ ２，故（３ｐ － ４） ／ ｐ ≥ １．
由文献［１６］中的引理可知， μ ｌ ＋ｄ ＝ ｓｕｐ０ ＜ ｔ ＜ Ｔ ｜ Ａｌ ＋ｄ ｜ ＝ ０， 其中

　 　 ｄ ＝ Ｃ‖Ｆ‖Ｌ∞ （ＱＴ）μ ｌ
１－２ ／ ｐ２（３ｐ－４） ／ （２ｐ－４） ≤ Ｃ ｜ Ω ｜ １－２ ／ ｐ２（３ｐ－４） ／ （２ｐ－４）‖Ｆ‖Ｌ∞ （ＱＴ） ．

所以， Ｐ ≤ ｌ ＋ Ｃ ｜ Ω ｜ １－２ ／ ｐ２（３ｐ－４） ／ （２ｐ－４）‖Ｆ‖Ｌ∞ （ＱＴ），可得 Ｒ１ 有界，即
　 　 ｜ Ｒ１ ｜ ≤ ｅλＴ（ ｌ ＋ Ｃ ｜ Ω ｜ １－２ ／ ｐ２（３ｐ－４） ／ （２ｐ－４）‖Ｆ‖Ｌ∞ （ＱＴ）） ．

因此，可得波速率 ｇ（ ｔ，ｚ） 的渐近解一致有效．
３．２　 平均速率的余项估计

定理 ２　 式（１１）的渐近解的余项 ｜ ｒ１ ｜ ≤ ｋｅλＴ ．
证　 对于 ｖ（ ｔ，ｘ） 的余项估计：

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｖｋ（ ｔ，ｘ） ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋ Πｋ（ ｔ，τ） ＋ εＮ＋１ｒ１（ ｔ，ｘ）， （２１）

其中 ｒ１ 为边界层矫正函数的余项．将式（２１） 代入式（４），可得余项 ｒ１（ ｔ，ｘ） 满足

　 　
∂ｒ１（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＋ ａ（ ｔ，ｘ）

∂ｒ１（ ｔ，ｘ）
∂ｘ

＋ εｂ２（ ｔ，ｘ）
２

∂２ ｒ１（ ｔ，ｘ）
∂ｘ２

＝ ｆ（ ｔ，τ） － ｂ２

２
∂２ｖＮ
∂ｘ２ ，

ｒ１（０，ｘ） ＝ ０， ｒ１（ ｔ，０） ＝ ０， ｒ１（ ｔ，ｄ） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（２２）

令 ｓ ＝ Ｔ － ｔ，其中 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 由式（２２）可得
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∂ｒ１（ ｓ，ｘ）

∂ｓ
－ ａ（ ｓ，ｘ）

∂ｒ１（ ｓ，ｘ）
∂ｘ

－ εｂ２（ ｓ，ｘ）
２

∂２ｒ１（ ｓ，ｘ）
∂ｘ２

＝ － ｆ（ ｓ，τ） ＋ ｂ２

２
∂２ｖＮ
∂ｘ２

＝ Ｈ（ ｓ，ｘ），

其中 Ｈ（ ｓ，ｘ） 与 ε 有关．令 ｒ１ ＝ ϕｅλｓ，其中 λ ＞ ０， 可得

　 　 ∂ϕ（ ｓ，ｘ）
∂ｓ

－ ａ（ ｓ，ｘ） ∂ϕ（ ｓ，ｘ）
∂ｘ

－ εｂ２（ ｓ，ｘ）
２

∂２ϕ（ ｓ，ｘ）
∂ｘ２

＋ λϕ ＝ Ｈ（ ｓ，ｘ）ｅ －λｓ ． （２３）

令

　 　 φ ＝ （ϕ － ｋ） ＋
χ

［ ｓ１，ｓ２］
＝

ϕ － ｋ， ϕ ≥ ｋ，
０， ϕ ＜ ｋ，{

其中 ｋ 是常数，ｋ ＞ ｌ，ｌ ＝ ｓｕｐ∂ＰＱＴ
｜ ϕ ｜ ， χ

［ ｓ１，ｓ２］（ ｓ） 为区间［ ｓ１，ｓ２］ 的特征函数．
在式（２３）两边同时乘上检验函数 φ， 且取积分，可得

　 　 ∫∫
ＱＴ
φ ｓφｄｘｄｓ － ∫∫

ＱＴ
ａ（ ｓ，ｘ）φ ｘφｄｘｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ

εｂ２

２
φ ｘｘφｄｘｄｓ ＋ ∫∫

ＱＴ
λ（φ ＋ ｋ）φｄｘｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ
Ｈ（ ｓ，ｘ）φｅ －λｓｄｘｄｓ ．

令

　 　 Ｉｋ（ ｓ） ＝ ∫
Ω
（ϕ － ｋ） ２

＋ ｄｘ，

则 Ｉｋ（ ｓ） 于［０，Ｔ］ 上绝对连续．
设 σ 为 Ｉｋ（ ｓ） 在［０，Ｔ］ 上的最大值点．由于 Ｉｋ（ ｓ ＝ ０） ＝ ０，Ｉｋ（ ｓ） ≥ ０．不妨设 σ ＞ ０，对于充

分小的 τ ＞ ０，取 ｓ１ ＝ σ － τ，ｓ２ ＝ σ， 则

　 　 １
２τ∫

σ

σ －τ

ｄ
ｄｓ∫Ω（ϕ － ｋ） ２

＋ ｄｘｄｓ ＝ １
２τ

（ Ｉｋ（σ） － Ｉｋ（σ － τ）） ≥ ０，

　 　 － ∫∫
ＱＴ

εｂ２

２
φ ｘｘφｄｘｄｓ ＝ － ∫∫

ＱＴ

ε
２
（ｂ２φ ｘφ） ｘｄｘｄｓ ＋ ∫∫

ＱＴ

ε
２
（ｂ２φ） ｘφ ｘｄｘｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫∫
ＱＴ

εｂ２

２
（φ ｘ） ２ｄｘｄｓ － ∫∫

ＱＴ

ε
４

φ２（ｂ２） ｘｘｄｘｄｓ，
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所以，上式可化简得
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选取合适 λ，存在与 ε 无关的正常数 ｍ， 使得

　 　 １
２

ａｘ － ε
４
（ｂ２） ｘｘ ＋ λ ≥ ｍ ＞ ０，

则可得
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　 　 ∫∫
ＱＴ
ｍφ２ｄｘｄｓ ≤ ∫∫

ＱＴ
（Ｈｅ －λｓ － ｋλ）φｄｘｄｓ ≤ ０．

所以几乎处处 φ ＝ ０．则 ϕ ≤ ｋ，即 ｜ ｒ１ ｜ ≤ ｋｅλＴ ．由 ｒ１ 的有界性，可得到渐近解 ｖ（ ｔ，ｘ） 的有

效性．

４　 结 束 语

本文讨论了一类在有界区域上的具有有色噪声影响的随机 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，该有色噪声服从

弱噪声 Ｏ⁃Ｕ 过程．考虑到波运动的初边值条件和平均速率受到弱噪声的影响，分别采用正则展

开和奇摄动展开，得到相应形式渐近解．应用极值原理、Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理、Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ 定理

和 Ｄｅ⁃Ｇｉｏｒｇｉ 迭代技术证明渐近解的存在性、有界性和一致有效性．
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