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摘要：　 间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法非常适合在非结构网格上高精度求解 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，然而其

十分耗费计算资源．为了提高计算效率，提出了高效的 ＭＩＭＤ 并行算法．采用隐式时间离散 ＧＭＲＥＳ
＋ＬＵ⁃ＳＧＳ 格式，结合多重网格方法，当地时间步长加速算法收敛．为了保证各处理器间负载平衡，采
用区域分解二级图方法划分网格，实现内存合理分配，数据只在相邻处理器间传递．数值模拟了

ＲＡＥ２８２２ 翼型和 Ｍ６ 黏性绕流，加速比基本呈线性变化且接近理想值．结果表明了该算法能有效减

少计算时间、合理分配内存，具有较高的加速比和并行效率，适合于 ＭＩＭＤ 粗粒度科学计算．
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引　 　 言

间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法（ＤＧＦＥＭ）克服了有限体积方法和有限元方法的缺点，且结合了

二者的优点，将有限体积方法的数值通量和限制器构造思想融入到有限元方法中，非常适合于

处理具有间断解的情形，易于处理复杂区域且有一致高阶精度，由此近年来得到了蓬勃发展．
Ｂａｓｓｉ 等［１］用混合有限元方法求解黏性通量中的梯度，将 ＤＧＦＥＭ 成功应用于采用 ｋ⁃ω 湍流模

型的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程．贺立新等［２⁃３］ 采用 ＤＧ ／ ＦＶＭ 混合算法计算了三维 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，
表现出了在高超声速流场计算中具有优势．

非结构网格对复杂区域边界和约束情形有很强的适应性和几何灵活性，克服了直交网格

不能适应在任意形状和任意区域进行剖分的缺点．基于 ＤＧＦＥＭ 在非结构网格上实现高精度格

式具有明显的优势，可以保持二阶以上的计算精度，维持较强的数值稳定性，可以满足数值计

算的高分辨率需求．但非结构网格需要存储节点坐标以及标识单元间的相邻接的关系，需要过
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多的存储量，高阶精度格式计算占用了很大的计算资源．为了提高计算效率，各种高效的数值

计算方法不断发展，尤其是适合于线性和非线性系统方程的求解、不受控制方程时间和空间离

散格式的限制，并且满足最优渐进性质的多重网格（ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ， ＭＧ）方法［４］ ．多重网格方法串行
的空间和时间复杂度 Ｏ（ｎｍ）， 不受离散格式的限制，适合求解线性 ／非线性问题．然而串行计

算已经不能满足需求，随着计算机硬件的发展，大规模并行计算成了当前科学计算的主要途

径．李宗哲等［５］综述了 ＡＭＧ 和 ＧＭＧ 方法研究动态，并总结了多种光滑算子的选取和优劣性，
指出在非结构网格上，能够保持高精度和快速收敛的大规模并行计算为今后研究的方向．Ｃａｒｒé
等［６］在 ＳＰＭＤ 模式下，实现了非结构网格上 Ｖ 循环 ＧＭＧ 方法的并行计算，求解了二维层流绕
流 ＮＡＣＡ００１２ 翼型和湍流绕流 ＲＡＥ２８２２ 翼型问题．Ｌａｍｂｒｏｐｏｕｌｏｓ 等［７］ 在非结构网格上进一步

实现了二维、三维 ＲＡＮＳ 方程的并行聚合 ＭＧ 有限体积方法，数值模拟了 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼跨

声速流场．Ｄｏｌｅａｎ 等［８］ 在集群机系统下数值模拟了 ＮＡＣＡ００１２ 翼型非定常可压缩黏性绕流问

题，结果表明 ＤＤＭ ／ ＭＧ 方法和 ＭＧ 方法二者均表现出了较高的并行效率，但是随着规模增大，
ＤＤＭ ／ ＭＧ 方法优于 ＭＧ 方法．Ｌｕｏ 等［９⁃１０］通过提高单元多项式函数的阶数从而提高 ＤＧＦＥＭ 的

精度，在 ＳＰＭＤ 模式下，实现了 ＤＤＭ 并行计算 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的重构 ＤＧＦＥＭ，ＤＧＦＥＭ 表现

出了高效、精确而稳定的优点． Ｂｅｃｋ 等［１１］ 在 ＨＬＲＳ 集群上，针对 ＨＡＬＯ、ＳＴＲＵＫＴＩ、ＦＬＥＸＩ 和

ＮｏｉｓＳｏｌ 四种 ＭＰＩ 代码分析比较了 ＤＧＦＥＭ 高性能计算的并行效率．
由于 ＤＧＦＥＭ 剖分单元的间断性质，为了求解单元内部的自由度仅仅需要相邻单元的自

由度，这样处理器间的信息量传递将保持最小，自然适合于实施并行计算．结合区域分解算法

可以有效缩小计算规模，无需采用整体一致网格，子区域间可以使用不同的离散方法，具有高

度并行性．
此外，负载平衡问题也即任务调度问题，是并行与分布程序性能的关键研究内容，直接决

定着计算效率及应用性能的高低［１２⁃１３］ ．本文考虑各处理器负载平衡问题，在并行求解双曲守恒
率［１４］的基础上，采用区域分解算法划分网格，最大限度保证数据信息传递最少，数据传递只在

相邻处理间进行．基函数和自由度的选取虽然对于格式的有效性不会产生较大的影响，但可以

减小计算量，因此文中选取正交基函数，结合多重网格、ＧＭＲＥＳ＋ＬＵ⁃ＳＧＳ 隐式时间离散算法提

高推进效率，使用 ＳＡ 湍流模型方程，求解可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组．数值计算结果表明了本

文算法的可行性和高效性．

１　 间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法

１．１　 控制方程

不考虑体积力和外部热源，直角坐标系下的非定常可压缩 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ（雷诺）平均 ＲＡＮＳ 方

程为

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋ Ñ·Ｆｉ（Ｕ） ＝ Ñ·Ｆｖ（Ｕ，ÑＵ）， （１）

其中 Ñ·Ｆｉ（Ｕ） ＝ ∂Ｆ
∂ｘ

＋ ∂Ｇ
∂ｘ

＋ ∂Ｈ
∂ｘ

是无黏矢通量的散度，定义如下：
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式中， ρ 为密度， ｕ，ｖ，ｗ 为 ｘ，ｙ，ｚ 坐标方向的速度分量， ｅ 为单位质量气体的总能量， ｐ 为压强．
Ñ·Ｆｖ（Ｕ，ÑＵ） 是黏性项矢通量 Ｆｖ ＝ （Ｆｘ

ｖ，Ｆｙ
ｖ，Ｆｚ

ｖ） 的散度，定义如下：

　 　 Ｆｘ
ｖ ＝
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定义 Ｖ ＝ ｕｉ ＋ ｖｊ ＋ ｗｋ 为速度矢量，则黏性剪切应力项为

　 　 τ ｘｘ ＝ δ（Ñ·Ｖ） ＋ ２μ ∂ｕ
∂ｘ

， τ ｙｙ ＝ δ（Ñ·Ｖ） ＋ ２μ ∂ｖ
∂ｙ

， τ ｚｚ ＝ δ（Ñ·Ｖ） ＋ ２μ ∂ｗ
∂ｚ

，

　 　 τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ ＝ μ ∂ｖ
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这里 δ ＝ （ － ２ ／ ３）μ，Ñ是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）算子，根据 Ｓｔｏｋｅｓ 假设，动力学黏性系数 μ 满足 μ ＝
μ １ ＋ μ ２， 热流量与温度梯度遵循 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律：

　 　 ｑｘ ＝ － κ ∂Ｔ
∂ｘ

， ｑｙ ＝ － κ ∂Ｔ
∂ｙ

， ｑｚ ＝ － κ ∂Ｔ
∂ｚ

． （２）

在 Ｎ⁃Ｓ 方程组中存在 ６ 个未知量，为了封闭 Ｎ⁃Ｓ 方程组，定义如下一些基本物理关系式：
完全气体状态方程为

　 　
ｐ ＝ ρＲＴ，
ｈ ＝ ｃｐＴ ．{ （３）

单位质量气体的总能量为

　 　 ｅ ＝ ｐ
（γ － １）ρ

＋ ｕ２ ＋ ｖ２ ＋ ｗ２

２
． （４）

动力学黏性系数 μ（μ ＝ μ Ｌ ＋ μ ｔ） 是温度和压力的函数．层流状态下的黏性系数 μ Ｌ 可以通过

Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ 公式求得，即

　 　 μ
μ ０

≈ Ｔ
Ｔ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１．５ Ｔ０ ＋ Ｔｓ

Ｔ ＋ Ｔｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

式中， Ｔ０ ＝ ２７３．１６ Ｋ，对于理想气体，有 μ ０ ＝ １．７１６ １ × １０ －５ Ｐａ·ｓ， Ｔｓ ＝ １２４ Ｋ ．对于湍流流动，其
湍流黏性系数 μ ｔ 通过求解湍流模型计算得到．

在各向同性气体中热传导系数 κ 无方向性，仅随着温度和压力变化，一般通过 Ｐｒ 数来计

算，即

　 　 κ ＝
μｃｐ
Ｐｒ

＝ μγＲ
（γ － １）Ｐｒ

． （６）

对于空气，层流状态下 Ｐｒ ＝ ０．７２，其中 ｃｐ 为比定压热容，Ｒ 为气体常数．
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对于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，本文采用 ＤＧＦＥＭ 进行空间离散．时间离散方法采用隐式 ＧＭＲＥＳ
格式．
１．２　 间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元空间离散

ＤＧＦＥＭ 基于 ＦＥＭ，具体离散方法如下．
对于间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法求解 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，首先需要将计算区域划分成互不

重叠的子区域．子区域可以选取为任意非结构网格形状．定义间断函数的有限元空间：
　 　 Ｖｐ

ｈ ＝ { ｖｈ ∈ ［Ｌ２（Ω）］ｍ：ｖｈ ｜ Ωｅ
∈ ［Ｖｍ

ｐ ］；∀Ωｅ ∈ Ω } ， （７）
其中 Ωｅ 为子域空间， Ｖｍ

ｐ 为局部函数空间，取作 ｐ（ｐ ＝ １，２，…） 次多项式集合．
假设间断函数在有限元空间中的近似解为 Ｕｈ， 用试探函数 Φ 乘以方程两侧并采用分部

积分公式可得弱解方程：

　 　 ｄ
ｄｔ∫ΩｅΦｈＵｈｄΩ － ∫

Ωｅ
Ｆｉ（Ｕｈ）·

∂Φｈ

∂ｘｉ
ｄΩ ＋ ∫

Γｅ
Ｆｉ（Ｕｈ）·ｎｉΦｈｄΓ ＝

　 　 　 　 ∫
Γｅ
Ｆｉ

ｖ（Ｕｈ，ÑＵｈ）·ｎｉΦｈｄΓ － ∫
Ωｅ
Ｆｉ

ｖ（Ｕｈ，ÑＵｈ）·
∂Φｈ

∂ｘｉ
ｄΩ， 　 　 ∀Φｈ ∈ Ｖｐ， （８）

其中 Ｕｈ，Φｈ 分别为精确解 Ｕ和试探函数Φ的有限元近似解．ｎｉ ＝ （ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ） 单元边界Γｅ 的单

位外法向量．Ｕｈ，Φｈ 可以用基函数表示为

　 　 Ｕｈ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｕ ｊ（ ｔ）φ ｐ

ｊ（ｘ）， Φｈ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Φ ｊφ ｐ

ｊ（ｘ）， （９）

其中 φ ｐ
ｊ（ｘ） 是 ｐ 阶多项式基函数．基函数同样满足式（８），可得

　 　 ｄ
ｄｔ∫ΩｅＢ ｊＵｈｄΩ － ∫

Ωｅ
Ｆｉ（Ｕｈ）·

∂Ｂ ｊ

∂ｘｉ
ｄΩ ＋ ∫

Γｅ
Ｆｉ（Ｕｈ）·ｎｉＢ ｊｄΓ ＝

　 　 　 　 ∫
Γｅ
Ｆｉ

ｖ（Ｕｈ，ÑＵｈ）·ｎｉＢ ｊｄΓ － ∫
Ωｅ
Ｆｉ

ｖ（Ｕｈ，ÑＵｈ）·
∂Ｂ ｊ

∂ｘｉ
ｄΩ，　 　 １ ≤ ｊ ≤ Ｎ， （１０）

Ｆｉ（Ｕｈ）·ｎｉ 采用 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎曼）通量函数 Ｈ（ＵＬ
ｈ，ＵＲ

ｈ ，ｎ） 代替， 这里 ＵＬ
ｈ，ＵＲ

ｈ 分别为单元界面左

右单元解．由上述推导过程最后可得如下方程组：

　 　 Ｍ ｄＵ
ｄｔ

＝ Ｒ（Ｕ）， （１１）

质量矩阵Ｍ是以Ｍｉｊ 为对角块的对角矩阵， Ｒ（Ｕ） 为残差．对于变量 ρ，ρｕ，ρｖ，ρｅ，对角矩阵Ｍｉｊ

有如下形式：

　 　 Ｍｉｊ ＝

∫
ｅｍ
φ ｐ

１φ ｐ
１ｄＶ ∫

ｅｍ
φ ｐ

１φ ｐ
２ｄＶ … ∫

ｅｍ
φ ｐ

１φ ｐ
ＮｄＶ

∫
ｅｍ
φ ｐ

２φ ｐ
１ｄＶ ∫

ｅｍ
φ ｐ

２φ ｐ
２ｄＶ … ∫

ｅｍ
φ ｐ

２φ ｐ
ＮｄＶ

︙ ︙ ⋱ ︙

∫
ｅｍ
φ ｐ

Ｎφ ｐ
１ｄＶ ∫

ｅｍ
φ ｐ

Ｎφ ｐ
２ｄＶ … ∫

ｅｍ
φ ｐ

Ｎφ ｐ
ＮｄＶ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

． （１２）

采用标准正交基函数显然可以使得 Ｍｉｊ 具有简单的形式，可以减少计算存储量，简化矩阵

结构从而减小整体流场计算量．
通量函数采用 Ｒｏｅ 通量［１５］

　 　 ＦＲｏｅ ＝ １
２
［ＦＬ ＋ ＦＲ － Ａ （ＵＲ － ＵＬ）］， （１３）
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其中

　 　 Ａ （ＵＲ － ＵＬ） ＝

α４

ｕα４ ＋ ｎｘα５ ＋ α６

ｖα４ ＋ ｎｙα５ ＋ α７

ｈα４ ＋ λ′α５ ＋ ｕα６ ＋ ｖα７ － （ｃ′） ２

γ － １
α１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

， （１４）

　 　

α１ ＝ λ′ Δρ － Δｐ
（ｃ′） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， α２ ＝ λ′ ＋ ｃ′ （Δｐ ＋ ρｃ′Δλ′）

２（ｃ′） ２ ，

α３ ＝ λ′ － ｃ′ （Δｐ － ρｃ′Δλ′）
２（ｃ′） ２ ， α４ ＝ α１ ＋ α２ ＋ α３， α５ ＝ ｃ′（α２ － α３），

α６ ＝ ρ λ′ （Δｕ － ｎｘΔλ′）， α７ ＝ ρ λ′ （Δｖ － ｎｙΔλ′），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１５）

λ′ 为边界速度标量， ｃ′ 为边界声速．
１．３　 时间步积分方法

时间离散采用循环 ＧＭＲＥＳ （ｍ） 格式计算［１６］ ．经过离散可以得到线性方程组 ＡΔＵｎ ＝ Ｒｎ ．
构造 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间： Ｋｍ ＝ ｓｐａｎ { ｒ０，Ａｒ０，…，Ａｍ－１ｒ０ } ，Ｌｍ ＝ ＡＫｍ，Ｌｍ ＝ ｓｐａｎ {Ａｒ０，Ａ２ｒ０，…，
Ａｍｒ０ } ， 利用 Ａｒｎｏｌｄｉ 算法构造一组标准正交基．具体计算步骤如下：

１） 给定 Ｕ０ ∈ Ｒｎ， 计算残差 ｒ０ ＝ Ｒｎ － ＡＵ０， 令 ｖ１ ＝ ｒ０ ／‖ｒ０‖ ．

２） 选择合适大小的 ｍ， 完成 Ａｒｎｏｌｄｉ 过程得到向量组 { ｖｉ } ｍ
ｉ ＝ １ 和 Ｈ

－

ｍ， 这里选择 ｍ ＝ ５（计
算量会随着 ｍ 的增加而增大，中间过程计算量过大，然而时间求解步不需要关心中间过程的

精确性）．

３） 极小化 ‖βｅ１ － Ｈ
－

ｍｙ‖ 得到 ｙｍ ．
４） 计算 Ｕｍ ＝ Ｕ０ ＋ Ｖｍｙｍ ．
５） 计算 ‖ｒｍ‖ ＝ ‖Ｒｎ － ＡＵｍ‖ 如果满意，则停止；否则 Ｕ０ ＝ Ｕｍ，ｖ１ ＝ ｒｍ ／‖ｒｍ‖ 转向步

骤 ２）．
当矩阵条件数 ｃｏｎｄ（Ａ） ＝ ‖Ａ‖‖Ａ －１‖ 较大时，矩阵表现为病态，计算效率会明显下降，

甚至迭代算法会发散，因此本文采用 ＬＵ⁃ＳＧＳ 算法作预处理．对于线性方程组 Ａｘ ＝ ｂ而言，一般

可以进行左、右处理技术，以左处理为例：

设 ＭＬ 为左预处理矩阵，这样就有 Ｍ －１
Ｌ Ａｘ ＝Ｍ －１

Ｌ ｂ ⇔ Ａｘ ＝ ｂ， 其中 Ａ ＝Ｍ －１
Ｌ Ａ，ｂ ＝Ｍ －１

Ｌ ｂ ．最
理想的 Ｍ －１

Ｌ 为 Ａ －１， 但是往往 ＭＬ 为大型稀疏矩阵，尤其病态时其逆求解会引入较大的误差，
所以不能直接求解．观察到 ＭＬＭ

－１
Ｌ ＝ Ｉ， 等价于求解以 Ｍ －１

Ｌ 为解的方程组，此时采用 ＬＵ⁃ＳＧＳ 进

行处理可以较好地改善预处理矩阵的性态，从而提高计算效率．

２　 并行算法设计

２．１　 网格划分及边界处理

边界分为物面边界、远场边界以及人工分区内边界．物面边界采用无穿透边界条件，远场

边界采用无反射边界条件．分区内边界，引入虚拟单元进行数据传递（见图 １）．
基于多级图分区方法对非结构网格进行划分，保证了每个子区域单元数量基本相等，同时

满足子区域交界面数量最少，各进程保持负载均衡，从而提高并行效率．结合初始网格和计算
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域单元分区信息，对于生成的子区域网格独立保存，在求解过程中，只需要在每个进程中读入

一块子网格，并且仅在相邻子域间数据传递，实现同步计算．分区边界如图 ２ 所示．

图 １　 分区边界 图 ２　 ＮＡＣＡ００１２ 翼型四分区边界

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｄｏｍａｉｎ ｐａｒｔｉｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ４ ｄｏｍａｉｎ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＮＡＣＡ００１２ ａｉｒｆｏｉｌ

２．２　 网格边界数据传递

内边界在相邻子区域虚拟网格上通信，每步迭代更新．计算过程中，主要涉及数值通量

Ｈ（ＵＬ
ｈ，ＵＲ

ｈ ，ｎ） 和 ∂Ｈ（ＵＬ
ｈ，ＵＲ

ｈ ，ｎ） ／ ∂Ｕ ．因此需要分配动态空间，将各个独立网格分区边界上 ＵＬ
ｈ

的新值传递给其所对应的相邻区域网格的虚拟存储单元，作为相邻区域网格分区边界上单元

ＵＲ
ｈ 的新值，并释放动态空间．所有进程在每步迭代后将误差经过传递后求和，直到满足程序停

止要求．各分区边界区域数据传递如图 ３ 所示．

图 ３　 非结构网格相邻区域边界数据传递

Ｆｉｇ． ３　 Ｄａｔａ ｔｒａｎｓｆｅｒ ａｃｒｏｓｓ ａｄｊａｃｅｎｔ ｄｏｍａｉｎ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｏｎ ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｇｒｉｄｓ

３　 数值结果与讨论

为了验证本文算法的可行性和高效性，对 ＲＡＥ２８２２ 翼型、ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼的黏性绕流做

数值模拟．
３．１　 绕 ＲＡＥ２８２２ 翼型黏性流动

计算状态：来流 Ｍａｃｈ（马赫）数 Ｍａ¥
＝ ０．７２９， 攻角 α ＝ ２．３１°， 图 ４、５ 给出了八分区全局网
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格和局部网格，网格单元共 ２２ ８４２ 个，网格节点共 １３ ９３７ 个．包括虚拟单元的子区域网格单元

数为：１２ ２１５，２ ２３２，２ ２５７，２ ６７４，３ ４７１，３ ７８２，３ ６３３，３ ６１１；网格节点数为：１ ８８２，１ ８６９，１ ８５２，
１ ９１９，１ ８０６，２ ００４，１ ９０９，１ ８９５；网格单元数和节点数基本保持一致．Ｔ１ 为单台处理器计算时

间，Ｔｎ 为 ｎ 台处理器计算时间．

图 ４　 ＲＡＥ２８２２ 翼型八分区全局网格 图 ５　 ＲＡＥ２８２２ 翼型八分区局部网格

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ８⁃ｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｇｒｉｄｓ ｆｏｒ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ８⁃ｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｇｒｉｄｓ ｆｏｒ
ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ

图 ６　 ＲＡＥ２８２２ 翼型 Ｍａｃｈ 数云图 图 ７　 ＲＡＥ２８２２ 翼型加速比

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ Ｍａｃｈ ｃｏｎｔｏｕｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｐｅｅｄｕｐ ｏｆ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ

表 １　 ＲＡＥ２８２２ 翼型黏性绕流的并行性能

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｌｌｅｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｆｌｕｉｄ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ

ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ ｎｕｍｂｅｒ ｎ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｍｉｎ ｓｐｅｅｄｕｐ Ｔ１ ／ Ｔｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ξ ／ ％ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ＮＩ

１ ７３．０５８ ２ ２ ４５０

２ ３７．０８５ ４ １．９７０ ０ ９８．５０ ２ ４０２

４ ２０．９５５ ３ ３．４８６ ４ ８７．１６ ２ ２８０

８ １３．２４０ ９ ５．５１７ ６ ６８．９７ ２ ２７９

　 　 图 ６ 给出了 Ｍａｃｈ 数云图．图 ７ 给出了理想加速比与本文实际加速比对比结果，可以看出

加速比基本呈线性增长，验证了算法的有效性和较好的加速比与并行效率．图 ８ 和图 ９ 给出了

迭代步残差收敛曲线对比图和时间步残差收敛曲线对比图， ε 为残差．由实验数据表 １ 可以看
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出，本文算法 ８ 台处理器并行效率接近 ７０％．但是随着处理机台数的增加，数据通信时间会逐

渐成为主导时间，影响并行效率．当然，随着网格数量的增加，并行效率会随之增加，基本呈线

性变化．

图 ８　 ＲＡＥ２８２２ 翼型迭代步收敛历史 图 ９　 ＲＡＥ２８２２ 翼型时间步收敛历史

Ｆｉｇ． ８　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｅｐ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ

３．２　 绕 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼流动

计算状态：来流 Ｍａｃｈ 数 Ｍａ¥
＝ ０．８３９ ５， 攻角 α ＝ ３．０６°， 图 １０、１１ 给出了四分区全局网格

和局部网格，网格单元共 ２５８ ９６９ 个，网格节点共 １００ ５９２ 个；表面网格单元（图 １２）共 ６ ５４５
个，网格节点共 ３ ２９０ 个．包括虚拟单元的子区域网格单元数为：８２ ４１２，６０ ７２９，６４ ６２５，６２ ９７７；
网格节点数为：２７ ７６５，２６ ６５１，２６ ５６９，２７ ９７５；网格单元数和节点数基本保持一致．

图 １０　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼的全局网格 图 １１　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼的四分区网格

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ４⁃ｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｇｒｉｄｓ ｆｏｒ Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ４⁃ｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｇｒｉｄｓ ｆｏｒ
ｔｈｅ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ ｔｈｅ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ

表 ２　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼黏性绕流的并行性能

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐａｒａｌｌｅｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｆｌｕｉｄ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ

ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ ｎｕｍｂｅｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｍｉｎ ｓｐｅｅｄｕｐ Ｔ１ ／ Ｔｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ξ ／ ％ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ＮＩ

１ ４７３．２５１ １ ２ ７７５

２ ２４９．２２９ ０ １．９７０ ２ ９８．５１ ２ ７７３

４ １４０．０８６ ８ ３．３７８ ３ ８４．４６ ２ ８２０

８ ８８．３４２ ３ ５．３５７ ０ ６６．９６ ２ ６７６
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图 １２　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼的表面网格 图 １３　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 机翼的 Ｍａｃｈ 数云图

Ｆｉｇ． １２　 Ｓｕｒｆａｃｅ ｇｒｉｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ Ｍａｃｈ ｃｏｎｔｏｕｒ ｏｆ ｔｈｅ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ

图 １４　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 迭代步收敛历史 图 １５　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 时间步收敛历史

Ｆｉｇ． １４　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｅｐ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ Ｆｉｇ． １５　 Ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ

图 １６　 ＯＮＥＲＡ Ｍ６ 加速比

Ｆｉｇ． １６　 Ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｐｅｅｄｕｐ ｏｆ ＯＮＥＲＡ Ｍ６ ｗｉｎｇ

　 　 图 １３ 给出了Ｍａｃｈ 数云图．图 １４ 给出了迭代步收敛历史，迭代步数基本保持一致．图 １５ 给

出了时间步残差收敛曲线对比图．图 １６ 给出了理想加速比与本文实际加速比对比结果，可以

看出加速比基本呈线性增长，验证了算法的有效性和较好的加速比．由实验数据表 ２ 可以看

出，本文算法 ８ 台处理器并行效率接近 ７０％，对于三维情形下，数据传递时间随着处理机台数

增加较二维情形越明显占据主导地位．当然，随着网格数量的增加，并行效率会随之增加．
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４　 结　 　 论

本文研究了 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的并行 ＧＭＲＥＳ 间断有限元算法，显然 ＧＭＲＥＳ 格式效率较

高，配合预处理 ＬＵ⁃ＳＧＳ 技术较好地实现了黏性绕流计算，数值结果表明了本文方法具有较好

的并行效率和加速比，得到以下结论：
１） 区域分解图二级分裂方法，配合 ＤＧＦＥＭ 优良的并行性特点，有效地实现了负载平衡

问题，数据传递只发生在相邻处理器之间．通过提高基函数的阶数达到提高计算的高精度．随
着计算网格数的增加，通信时间相对更小，并行效率会进一步提高．

２） 隐式时间离散方法不受 ＣＦＬ 条件的约束，且单元上采用正交多项式基函数能进一步

简化迭代矩阵，结合 ＭＧ 方法，对于提高计算效率效果良好．
３） 计算结果表明，本文算法适合于 ＭＩＭＤ 模式下的粗粒度科学计算．
此外，相关线性方程组的并行处理技术，或者系数矩阵条件数较大时，采用其他如 ＩＬＵ

（０）、Ｂｌｏｃｋ⁃ＩＬＵ（０）、Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ、ＳＳＯＲ 及其他 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间预处理技术［１７⁃１８］，都可以很好地

提高计算效率．
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Ａ Ｐａｒａｌｌｅｌ Ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ＦＥＭ ｆｏｒ Ｓｏｌｖｉｎｇ
Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＭＡ Ｘｉｎ⁃ｒｏｎｇ１， ＤＵＡＮ Ｚｈｉ⁃ｊｉａｎ１， ＸＩＥ Ｇｏｎｇ⁃ｎａｎ２， ＬＩＵ Ｓａｎ⁃ｙａｎｇ３

（１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｘｉａｎｙａｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｘｉａｎｙａｎｇ， Ｓｈａａｎｘｉ ７１２０００， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｒｉｎｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｘｉ’ａｎ ７１００７２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｘｉｄｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｘｉ’ａｎ ７１００７１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＸＩＥ Ｇｏｎｇ⁃ｎａｎ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｇｒｉｄｓ， ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ （ＤＧ⁃
ＦＥＭ） ａｒｅ ｖｅｒｙ ｓｕｉｔｅｄ ｔｏ ｒｅａｌｉｚｅ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｂｕｔ ａｒｅ
ｒａｔｈｅｒ ｄｅｍａｎｄｉｎｇ ｉｎ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ
ｔｈｅ ＤＧＦＥＭ， ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｐａｒａｌｌｅｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ⁃ｍｅｍｏｒｙ ｍｕｌｔｉｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＧＭＲＥＳ＋ＬＵ⁃ＳＧＳ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｈｅｒｅ． Ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ ｈａｎｄｌｅ ｍｅｓｈｅｓ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ａｎｄ ｍａｋｅ ｅａｃｈ ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ
ｍａｉｎｔａｉｎ ｌｏａｄ ｂａｌａｎｃｉｎｇ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｔｈｅ ＬＵ⁃ＳＧＳ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｐｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｗｅｒｅ
ｕｓｅｄ ｔｏ ａｃｃｅｌｅｒａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ
ｗｅｒｅ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｆｏｒ ｖｉｓｃｉｄ ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ ａｎｄ ｏｖｅｒ ｔｈｅ Ｍ６
ｗｉｎｇ． Ｔｈｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｓ ｎｅａｒ ｔｏ ａ ｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｐ ｔｏ ｔｈｅ ｉｄｅａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｒｅｄｕｃｅｓ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ａｎｄ
ａｌｌｏｃａｔｅｓ ｍｅｍｏｒｙ ｒｅａｓｏｎａｂｌｙ ｗｉｔｈ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｈｉｇｈ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ， ａｎｄ ｉｓ ｖｅｒｙ
ｓｕｉｔｅｄ ｆｏｒ ｃｏａｒｓｅ⁃ｇｒａｉｎｅｄ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ＭＩＭＤ ｍｏｄｅｌｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ＦＥＭ； Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ； ｐａｒａｌｌｅｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ； ｄｏｍａｉｎ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（６１４０１３８３）
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