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摘要：　 基于声子晶体理论和 Ｌｏｖｅ 壳体理论，建立了圆柱壳体的轴对称波动微分方程，数值分析了

周期性圆柱壳的能带特性．利用传递矩阵法建立了相邻胞元间的传递矩阵，推导了周期性圆柱壳各

胞元环径向轴对称波动动态刚度矩阵．结合数值算例分析了弹性模量变化和几何尺寸变化对圆柱

壳体波的传播特性的影响，数值结果表明：振动波在传播过程中存在禁带域和通带域，长度比的变

化对周期性圆柱壳体禁带的幅值、宽度和个数影响显著，因此可以通过调整结构尺寸参数改变结

构中波的传播特性，该文的研究可以为结构的抗震设计、减振控制提供一种新思路．
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引　 　 言

随着现代工业技术的发展，圆柱壳结构广泛应用于航天航空、建筑工程、海洋工程、能源交

通等工程领域．许多圆柱壳结构通常是由长度相同的拼接段组成，因此，可以认为它是一种周

期结构．周期性结构的能带特性（波动频率在结构频率通带域内时，波动在结构中传播，其幅值

和能量不会衰减；波动频率在结构频率禁带域时，波动幅值和能量发生衰减［１］ ）为结构的抗震

设计及减振控制提供了一种新思路．目前，对工程结构中波动特性的研究较多：陈正翔等［２］ 研

究了圆柱壳中结构振动波的传播特性；段海洋［３］ 研究了薄壁圆柱壳的振动特性问题；徐慕冰

等［４］对充液圆柱壳的波的传播和功率流特性进行了研究；Ｙａｎ 等［５⁃６］分析了水下粘弹性圆柱壳

和无限长圆柱壳振动功率流的传播；龚良贵等［７］研究了流⁃固冲击载荷作用下圆柱薄壳的动力

屈曲问题；石焕文等［８］对加环筋轴对称壳体振动声辐射特性进行了研究；Ｓｈａｈ 等［９］ 研究了指

数型体积分数对功能梯度薄圆柱壳振动频率的影响；李文达等［１０］对弹性边界约束旋转功能梯

度圆柱壳结构自由振动行波特性进行了分析．但将圆柱壳体作为周期结构进行振动特性的分
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析研究还较少：Ｒｕｚｚｅｎｅ 等［１１］分析了移动荷载作用下周期性壳体的动态特性；丁兰等［１２］ 采用

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型研究了失谐周期加固管波动局部化特性；尹涛等［１３］采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型

研究了失谐周期盾构隧道结构的波动局部化特性．
对于声子晶体结构，通过将波动方程重组为稳态简谐场的特征值问题，求解特征值，可以

清楚地看到声子晶体的带隙现象．本文基于声子晶体理论和 Ｌｏｖｅ 壳体理论，建立了圆柱壳体

径向轴对称波动微分方程，推导了周期性圆柱壳体各胞元轴对称径向波动动态刚度矩阵，利用

传递矩阵法推导了相邻胞元间的传递矩阵，分析了弹性模量变化和几何尺寸变化对圆柱壳体

波的传播特性的影响．

１　 周期性圆柱壳体的方程

将圆柱壳体衬砌近似为无限长薄壁圆柱壳，如图 １ 所示，圆柱壳体连接段考虑弹性模量的

削弱，即每个单元由均匀厚度的子胞 １（Ｌｉ１） 和子胞 ２（Ｌｉ２） 组成，每节管片环相当于一个周期

单元， ｘ，θ，ｒ 分别为壳体的轴向、切向和径向坐标， ｈ 为薄壳的厚度， Ｒ 为中面到圆心的距离， Ｌ
为壳体单元的长度．假设仅考虑壳体的轴对称运动，其所有的力学量与 θ 无关（周向波数为

０） ［１４］，壳体的径向位移沿厚度方向为一常数，即等于壳体中面位移．根据 Ｌｏｖｅ 壳体理论［１５］，对
于自由振动的薄壁圆柱壳体，第 ｉ 单元子胞 １ 的径向轴对称波动微分方程为
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式中， Ｋ 和 Ｄ 分别为薄膜刚度和弯曲刚度， Ｋ ＝
Ｅ１ｈ

１ － ν２，Ｄ ＝
Ｅ１ｈ３

１２ １ － ν２( )
，Ｅ１ 为子胞 １ 的弹性模

量， ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比， ρ 为密度， Ｕｉ１，Ｗｉ１ 为子胞 １ 的轴向位移和径向位移．

（ａ） 无限长圆柱壳体 （ｂ） 第 ｉ 单元

（ａ） Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｌｏｎｇ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｔｈ ｕｎｉｔ
图 １　 无限长周期性圆柱壳体

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｌｏｎｇ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

考虑圆柱壳体的轴对称运动，其所有的力学量与 θ 无关（周向波数为 ０），假设其满足位移

振型解为［１４］

　 　
Ｕ（ｘ，θ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ）ｃｏｓ（ｎθ）ｅｉωｔ ＝ ｕ（ｘ）ｅｉωｔ，
Ｗ（ｘ，θ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ）ｃｏｓ（ｎθ）ｅｉωｔ ＝ ｗ（ｘ）ｅｉωｔ，{ （２）

式中， ｎ 为周向波数 （ｎ ＝ ０），ω 为角频率．
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将式（２）代入式（１）得
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令

　 　 Ｓ ＝ ＲＫ ＝ Ｒ Ｅｈ
１ － ν２， Ｊ ＝ ＲＤ ＝ Ｒ Ｅｈ３

１２（１ － ν２）
， ｃ ＝ Ｅ ／ ρ

１ － ν２ ，

上式变为

　 　

∂２ｕｉ１

∂ｘ２
＋ ν

Ｒ
∂ｗ ｉ１

∂ｘ
＋ ω２

ｃ２
ｕｉ１ ＝ ０，

∂４ｗ ｉ１

∂ｘ４
＋ Ｓ

Ｊ
ν
Ｒ

∂ｕｉ１

∂ｘ
＋
ｗ ｉ１

Ｒ２
－ ω２

ｃ２
ｗ ｉ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４）

对于各向同性的均质薄圆柱壳，轴力 Ｎｘ、 弯矩 Ｍｘ 及剪力 Ｑｘ 的表达式为
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将内力进行无量纲化，令

　 　 Ｎｘ ＝
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设 Ｅ（ｘ） ＝ ［ｕ ｗ ｗ，ｘ Ｎ
－

ｘ Ｑ
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ｘ］
Ｔ ， 结合式（４），则可得到矩阵方程：
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Ｅ（ｘ）， （６）

其中

　 　 Ｆ１２ ＝ － ν
Ｒ
， Ｆ１４ ＝ １

Ｒ２， Ｆ３６ ＝ － Ｓ
ＪＲ

， Ｆ４１ ＝ － Ｒ２ ω ２

ｃ２
，

　 　 Ｆ５２ ＝ １ － Ｒ２ ω ２

ｃ２
－ ν ２， Ｆ５４ ＝ ν

Ｒ
， Ｆ６５ ＝ １

Ｒ
．

对于壳长为 Ｌｉ１ 的圆柱壳，式（６）的解为

　 　 Ｅ（Ｌｉ１Ｒ） ＝ Ａｉ１Ｅ（Ｌｉ１Ｌ）， （７）

其中　 　 Ａｉ１ ＝ ｅｘｐ (∫Ｌｉ１Ｒ
Ｌｉ１Ｌ

Ｆ（ｘ）ｄｘ ) ．

将 Ｅ（Ｌｉ１） 写成位移向量和内力向量的形式，则
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因此，式（７）可以写作
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同理，可以得到子胞 ２ 左右两端状态向量的表达式：
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在子胞 １ 和子胞 ２ 界面处满足

　 　 ｑＬｉ１Ｒ
＝ ｑＬｉ２Ｌ， ｆＬｉ１Ｒ ＝ － ｆＬｉ２Ｌ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ． （１１）

式（１１）写成矩阵形式为
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　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， （１２）

式中， Ｉ 为 ３ 阶单位矩阵．
根据式（９）、（１０）和（１２），第 ｉ 单元左右两端状态向量间的关系式为
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　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， （１３）

式中， Ｔ
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Ａｉ１ 为第 ｉ 单元的传递矩阵， Ｉ 为 ３ 阶单位矩阵．

第 ｉ 单元与第 ｉ ＋ １ 单元圆柱壳体在界面处满足

　 　
ｑＬｉ２Ｒ

ｆＬｉ２Ｒ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

Ｉ ０
０ － Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｑＬ（ ｉ＋１）１Ｌ

ｆＬ（ ｉ＋１）１Ｌ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ． （１４）

根据式（１３）和式（１４）得
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式中， Ｔ ＝
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Ｔ
－
为两相邻单元间的传递矩阵， Ｉ 为 ３ 阶单位矩阵．

根据 Ｂｌｏｃｈ 理论［１６］，周期结构在波数域满足如下关系：
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由式（１５）、（１６）可得

　 　 （Ｔ － ｅｉｋＬＩ）
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＝ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ． （１７）

式（１７）有非零解的充分必要条件是方程组系数行列式为 ０， Ｉ 为 ６ 阶单位矩阵，即
　 　 Ｔ － ｅｉｋＬＩ ＝ ０． （１８）
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对于给定的圆频率 ω （工程中用的频率为 ｆ ＝ ω ／ （２π）， 本文的计算结果均采用频率 ｆ），
通过求解特征值问题，可由式（１８）解出波矢 ｋ， 进而求解出无限周期性圆柱壳的能带结构图．

２　 数 值 分 析

２．１　 与文献结果比较

为了验证本文计算方法的正确性，考虑均值等厚圆柱壳体，两端简支，圆柱壳体的 Ｐｏｉｓｓｏｎ
比 ν ＝ ０．３， 厚径比 ｈ ／ Ｒ ＝ ０．００２， 将计算结果与文献［１４］中两端简支圆柱壳轴对称振动 （ｎ ＝
０） 频率系数对比，其频率系数为

　 　 Ω ＝ １
２ （１ ＋ ξ ２ ＋ ηξ ４） － （１ － ξ ２） ２ ＋ ４ν ２ξ ２ ＋ ２ηξ ４（１ － ξ ２）[ ] ， （１９）

式中， η ＝ ｈ２

１２Ｒ２，ξ ＝ ｍπ Ｒ
Ｌ
，ｍ 为轴向半波数（ｍ ＝ １，２，３，…） ．

图 ２ 给出了频率系数的对比结果，从图中可以看出本文计算结果与文献［１４］结果吻合较

好，同时也表明了本文计算方法和理论推导公式的正确性．

图 ２　 频率系数结果对比图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｉｇｕｒｅ

表 １　 圆柱壳体的几何和材料参数表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ１ ／ ＭＰａ ３．５×１０４

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ν ０．２５

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ２ ５００

ｓｈｅｌｌ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｄｉａｍｅｔｅｒ （２Ｒ － ｈ） ／ ｍ ２．７

ｓｈｅｌｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ ／ ｍ ０．３

２．２　 算例分析

根据理论计算模型，分析周期性圆柱壳体的波动振动特性，圆柱壳体的几何和材料参数如

表 １ 所示．
２．２．１　 弹性模量比变化

为了便于分析周期性圆柱壳的传播特性，首先对均质圆柱壳进行分析，图 ３ 给出了长度比

（Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ５ 和 Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ８） 一定时，不同弹性模量比对弯曲波的影响．由图 ３（ａ）可知，当长度比

Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ５ 时，在（０，１１５）范围内，对于均质圆柱壳只存在 １ 个禁带，对于第二、第三、第四种工

况 （Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ２，Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３和Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ４） 存在 ３ 个禁带；由图 ３（ｂ）可知，当长度比 Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ８ 时，
在（０，１１５）范围内，对于均质圆柱壳只存在一个禁带，对于第二、第三、第四种工况 （Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝
２，Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３ 和 Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ４） 存在 ４ 个禁带．根据图 ３（ａ）和（ｂ）可以看出，随着弹性模量比值的

增加，第一个禁带带宽变化不大，其余禁带的幅值和带宽增加明显．
２．２．２　 长度比变化

当长度比 Ｌ１ ／ Ｌ２ 变化时（保持 Ｌ２ ＝ ０．２ ｍ 不变，调整 Ｌ１ 的长度），周期性圆柱壳弯曲波的变

化曲线如图 ４ 所示．图 ４ 为弹性模量比 （Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ２和Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３） 一定时，弯曲波随长度比变化

２８２ 基于传递矩阵法的周期性圆柱壳体振动特性分析



的曲线，根据图 ４（ａ）和（ｂ）可以看出，在（０，１１５）范围内，周期性圆柱壳的频带特性变化明显．
对于工况 Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ５ 和 Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ６， 存在 ３ 个禁带，对于工况 Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ７ 和 Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ８ 存在 ４ 个禁

带．随着长度比值的增加，第一个禁带带宽变化不大、幅值变化显著，从第二个禁带开始，禁带

的带宽逐渐减小，禁带和禁带之间的间隔逐渐减小．

（ａ） Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ５ （ｂ） Ｌ１ ／ Ｌ２ ＝ ８

图 ３　 不同弹性模量比对弯曲波的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｗａｖｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｒａｔｉｏｓ

（ａ） Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ２ （ｂ） Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３

图 ４　 不同长度比对弯曲波的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｗａｖｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏｓ

３　 结　 　 论

本文基于传递矩阵法， 推导了周期性圆柱壳体的理论计算模型， 通过数值分析得出以下

结论：
１） 对于均质圆柱壳存在一个临界频率，当传播频率小于临界频率时，波的传播是衰减的；

与均质圆柱壳相比，周期性圆柱壳的临界频率随着弹性模量比值的增加而变大．
２） 长度比一定时，随着弹性模量比值的增加，禁带的幅值和带宽增加，禁带的个数随着长

度比的增加而增加．
３） 弹性模量比值一定时，长度比的变化对周期性圆柱壳禁带的幅值、宽度和个数影响显

著，因此可以通过调整结构尺寸参数改变结构中波的传播特性．

３８２鞠　 海　 燕　 　 　 扶　 名　 福　 　 　 徐　 　 斌
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