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摘要：　 讨论了二阶半线性椭圆方程障碍问题的数值求解问题．用单调迭代算法求解障碍问题，并
用改进的虚拟区域法求解相关的不规则区域上具有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的椭圆方程．在计算过程中，
传统的有限元离散会导致用扩展区域规则网格计算不规则物体边界上积分的困难．为了克服此困

难，给出了一种新的基于有限差分的算法，从而使得偏微分快速算法可用．算法结构简单，易于编程

实现．对有扩散和增长障碍的 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 人口模型数值模拟说明算法可行且高效．
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引　 　 言

非线性障碍问题又称为非线性自由边界问题．障碍问题的计算区域通常分成两个子域，控
制方程（偏微分方程）只在其中一个子域上成立，在另一子域上解应满足一定的限制条件．两子

域的交界（自由边界）位置预先并不知道， 而需要与问题的解一同求出．障碍问题存在于许多

工程问题中，如薄膜障碍、水坝渗流及亚音速绕流等问题．非线性障碍问题的变分原理由变分

不等式所描述，相关理论可见文献［１⁃３］．由于自由边界预先未知而使得非线性障碍问题的数

值求解极为复杂．过去几十年来，已有一些计算方法用于求解非线性障碍问题［４⁃９］ ．但如何提高

计算效率仍有待研究．本文旨在给出一种新的高效计算非线性障碍问题数值解的算法．
在文献［１０］中，Ｋｏｒｍａｎ 等讨论了二阶非线性椭圆方程的障碍问题，证明了解的存在、唯一

和正则性．他们还给出了问题的单调迭代算法， 并将算法用于求解有扩散和增长障碍的 ｌｏｇｉｓ⁃
ｔｉｃ 人口模型的稳定问题．对于不规则区域上障碍问题，通常将问题转换成变分不等式，再考虑

用有限元方法求数值解．但这样做由于计算区域不规则，网格生成复杂，不规则区域及其边界

上数值积分将导致计算困难，从而增加了计算的复杂性．当求解区域为规则的方形区域时，易
于建立规则网格，且对应的偏微分方程可用差分方法直接离散后求解，所以障碍问题无需转换

成变分形式．差分方法算法简单，通常离散后的差分方程还可利用快速算法求解，提高了计算

速度．文献［１１］的算法也需用差分方法实现．本文研究对于不规则的求解区域，如何改进算法，
使得差分方法依然可行，并将近几十年来流行的求解偏微分方程的虚拟区域法用于文献［１０］
中单调迭代过程，从而使得差分方法依然可用于求解区域不规则的障碍问题的数值计算．
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虚拟区域法有时亦称区域内嵌法（ｄｏｍａｉｎ ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ），它把实际的求解区域延拓

到所求物体的内部（或外部）的所谓虚拟区域，形成一简单的辅助求解区域，其上可以采用相

对结构化的网格，如均匀划分的矩形网格，因而可用快速算法，倍受人们关注［１２］ ．目前，国际上

流行的虚拟区域法主要区别在于物体边界条件的处理上，大体可以分为两类：一类是通过移动

邻近物体边界的结构网格点，形成一主体结构、局部贴体的网格，其上满足边界条件；另一类是

保持网格点不动，把物体边界条件作为约束条件，通过引入一 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子而得到弱满足［１３］ ．
相比之下，基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的虚拟区域法，虽然物面边界条件得到弱满足，但方法结构简单，
尤其是当物体运动时，避免了物体位置变换导致网格需不断重建的麻烦．

本文第 １ 节将介绍非线性障碍问题及文献［１０］中的计算方法，并进行数值模拟．第 ２ 节将

虚拟区域法用于文献［１０］中单调迭代过程，给出改进算法．第 ３ 节将改进的算法用于不规则区

域上非线性障碍问题的数值计算，以验证算法的有效性．

１　 非线性障碍问题及其单调迭代算法

本文中 Ｃｋ，α（Ω） 表示 Ｈöｌｄｅｒ 空间， Ｗｍ，ｐ（Ω） 表示 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间（详见文献［１４］），算子 Ｌ 定

义如下：

　 　 Ｌｕ ≡－ ∑
ｎ

ｉ， ｊ ＝ １
ａｉ， ｊ（ｘ）

∂２ｕ
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉ（ｘ）

∂ｕ
∂ｘｉ

＋ ｃ（ｘ）ｕ ．

将讨论非线性障碍问题：

　 　
Ｌｕ ≤ ｆ（ｘ，ｕ），
ｕ ≤ ｑ（ｘ），
（Ｌｕ － ｆ（ｘ，ｕ））（ｕ － ｑ） ＝ ０，
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　 　 ａ．ｅ． ｉｎ Ω； （１ａ）

　 　 ｕ ＝ ｇ（ｘ），　 　 ｏｎ ∂Ω， （１ｂ）
其中 Ω是Ｒｎ 中的有界区域．设 Ｌ是系数在Ｃα（Ω） 中的一致椭圆算子，ｑ（ｘ） ∈Ｃ２（Ω） ， ｇ（ｘ） ∈
Ｃ２，α（Ω） ．在 ∂Ω 上， ｇ（ｘ） ＜ ｑ（ｘ）， 且 ∂Ω ∈ Ｃ２，α（Ω） ．

关于问题（１）解的存在、唯一和正则性研究结果可参见文献［１０］．下面给出主要结论．

引理 １［１０］ 　 除上述条件满足之外，假设存在一个函数 φ ∈ Ｃ２（Ω
－
） （下解），使得

　 　 Ｌφ ≤ ｆ（ｘ，φ）， φ（ｘ） ≤ ｑ（ｘ），　 　 ｉｎ Ω，
　 　 φ（ｘ） ≤ ｑ（ｘ），　 　 ｏｎ ∂Ω，

且对于任意 ｘ∈Ω
－
及 ｕ， φ（ｘ） ≤ ｕ≤ ｑ（ｘ）， ｆ（ｘ，ｕ） 关于 ｘ为α⁃Ｈöｌｄｅｒ连续，关于 ｕ满足 Ｌｉｐｓｃｈｉ⁃

ｔｚ 条件．则在Ｗ２，ｐ（Ω） ∩Ｗ２，∞
ｌｏｃ （Ω） 中问题（１） 有一解 ｕ（ｘ），其中 ｐ任意．令 ｕ０ ＝ ｑ，并通过求解下

列变分不等式（ｎ ＝ ０，１，…）：

　 　
Ｌｕｎ＋１ ≤ ｆ（ｘ，ｕｎ），
ｕｎ＋１ ≤ ｑ（ｘ），
（Ｌｕｎ＋１ － ｆ（ｘ，ｕｎ））（ｕｎ＋１ － ｑ） ＝ ０，
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　 　 ａ．ｅ． ｉｎ Ω； （２ａ）

　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｇ（ｘ），　 　 ｏｎ ∂Ω （２ｂ）
得函数列 { ｕｎ（ｘ） } ， { ｕｎ（ｘ） } 单调递减，即

　 　 ｕ０ ≥ ｕ１ ≥ ｕ２ ≥ …，
并且收敛于问题（１）的一个最大解． □

引理 １ 说明非线性障碍问题（１）可通过求解线性障碍问题（２）迭代得近似解．称此解法为
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单调迭代法．若 ｇ（ｘ） ＝ ０，Ｌ ＝ － Δ，对每个 ｎ， 可用下述鞍点搜索算法的对偶形式（见文献［１５］）
求解方程（２）．

对每个 ｎ， 通过下列步骤得函数列 { ｖｍ（ｘ） } ：任给 λ０ ∈ Ｌ２
＋（Ω）（如 λ０ ＝ ０），

　 　
－ Δｖｍ＋１ ＝ ｆ（ｘ，ｕｎ） ＋ λｍ， ｉｎ Ω，
ｖｍ＋１ ＝ ０， ｏｎ ∂Ω，{ （３）

则 λｍ＋１ ＝ （λｍ － ρ（ｑ － ｖｍ＋１）） ＋，其中 ρ 为一常数，其选取方法见文献［１５］ ．迭代到精度满足要

求时，取 ｕｎ＋１ ＝ ｖｍ ．

图 １　 数值解分布图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

从上述解法可看出问题（１）的求解最终归结

为求解一系列满足 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的椭圆方程

（３）．若 Ω 为矩形，其上可以采用均匀划分的直角

坐标矩形网格，因而可以用有限差分法求解方程

（３）， 用快速算法（如循环约简法）求解离散后差

分方程．
利用上述方法对有扩散和增长障碍的 ｌｏｇｉｓｔｉｃ

人口模型进行了数值模拟．设 ｕ（ｘ） 表示在 ｘ ∈ Ω
处的人口密度．ａ 为常数，表示人口出生率．并假设

有种群增长障碍，即有 ｑ（ｘ） ∈Ｃ２（Ω
－
）， ｑ（ｘ） ＞ ０，

ｘ ∈ Ω，满足 Ω内 ｕ（ｘ） ≤ ｑ（ｘ） ．要求 ｕ（ｘ） ＞ ０ 满

足下列变分不等式：
　 　 － Δｕ ≤ ｕ（ａ － ｕ），　 　 ｉｎ Ω， （４）
　 　 （Δｕ ＋ ｕ（ａ － ｕ））（ｕ － ｑ） ＝ ０，　 　 ｉｎ Ω， （５）

　 　
ｕ ≤ ｑ，　 　 ｉｎ Ω，
ｕ ＝ ０，　 　 ｏｎ ∂Ω，{ （６）

当 ａ 足够大时，式（４） ～ （６）有唯一正解（见文献［１０］）．取 ａ ＝ ４０， ｑ ＝ １， Ω ＝ ［０，１］ × ［０，１］，
用上述单调迭代方法求模型的数值解．在迭代过程中，因为 Ω 为矩形，用有限差分方法求解方

程（３），离散后代数方程用快速算法（如循环约简法）求解．数值解如图 １ 所示．

２　 不规则区域上非线性障碍问题的计算方法

若 Ω 为不规则区域，则其上不能建立矩形网格，因而无法直接用差分方法求解方程（３）．
本节简单介绍用于求解方程（３）的改进的虚拟区域方法，详见文献［１６］．

求 ｕ 满足下面一般形式的具有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的椭圆方程：

　 　
αｕ － νΔｕ ＝ ｆ， ｉｎ Ω，
ｕ ＝ ｇ０， ｏｎ γ，{ （７）

其中 γ 表示 Ω 的边界，常数 α ≥ ０，ν ＞ ０， ｇ０， ｆ 为已知函数，ｇ０ ∈ Ｈ１ ／ ２（γ）， ｆ ∈ Ｌ２（Ω） ．
虚拟区域法把实际求解区域 Ω 延拓到所求物体外部的所谓虚拟区域 ω，形成一矩形辅助

求解区域 Ｂ
－
＝ Ω

－
∪ ω－ （如图 ２（ａ））．其上满足

　 　
αｕ－ － νΔｕ－ ＝ ｆ　

－
， ｉｎ Ｂ，

ｕ－ ＝ ｇ０， ｏｎ γ，

ｕ－ ＝ ｇ１， ｏｎ Γ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）
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其中， Γ ＝ ∂Ｂ， ｆ　
－
是 ｆ向虚拟区域的延拓，即 ｆ　

－
｜ Ω ＝ ｆ，可以任取 ｇ１ ∈ Ｈ１ ／ ２（Γ） ．注意到：ｕ ＝ ｕ－ ｜ Ω

满足方程（７）．

（ａ） 求解区域 （ｂ） 局部放大网格

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｄｏｍａｉｎ （ｂ） Ａ ｚｏｏｍ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｍｅｓｈ
图 ２　 求解区域及其网格

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｍｅｓｈ

问题（８）中物体边界 γ 上的条件可作为约束条件，通过引入一 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 而得到弱

满足．问题（８）有如下等价的变分形式 （见文献［１３］）：

寻找 ｕ－ ∈ Ｖ
－

ｇ， λ ∈ Ｌ２（γ） ， 使得

　 　
ａＢ（ｕ

－，ｚ） ＝ ∫
Ｂ
ｆ　
－
ｚｄｓ ＋ ∫

γ
λｚｄγ， ∀ｚ ∈ Ｖ

－

０，

∫
γ
μ（ｕ－ － ｇ０）ｄγ ＝ ０， ∀μ ∈ Ｌ２（γ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

其中， Ｖ
－

ｇ ＝ { ｚ ｜ ｚ∈ Ｈ１（Ｂ），ｚ ＝ ｇ１ ｏｎ Γ } ，Ｖ
－

０ ＝ { ｚ ｜ ｚ∈Ｈ１（Ｂ）， ｚ ＝ ０ ｏｎ Γ } ， 双线性形式 ａＢ（ｕ
－，

ｚ） ＝ ∫
Ｂ
（αｕ－ ｚ ＋ ν Ñｕ－·Ñｚ）ｄｓ ．

通常采用基于有限元离散的共轭梯度法求解方程（９）．矩形 Ｂ 用直角网格剖分，并通过移

动邻近 γ 的结构网格点，形成局部贴体的网格．网格构造麻烦，且要遇到不规则边界 γ 上积分

的困难．本文用文献［１６］中改进的共轭梯度法求解方程（９）．方法主要是在离散过程采用 Ｄｉｒａｃ

（狄拉克）函数处理边界上的积分．方法描述如下（详见文献［１６］）．在 Ｂ
－
上构造矩形网格（亦称

作 Ｅｕｌｅｒ 网格）：

　 　 Ｂ
－

ｈ ＝ { ｘｉｊ ｜ ｘｉｊ ＝ （ｘ０ ＋ ｉｈ， ｙ０ ＋ ｊｈ）， ０ ≤ ｉ， ｊ ≤ Ｉ } ，
其中 ｈ 为网格宽度，方便起见，小矩形长宽都设为 ｈ ．假设简单闭曲线 γ 的参数方程为 Ｘ（ ｓ）， ０
≤ ｓ≤ ｌ， 边界 γ 用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 网格剖分，Ｌａｇｒａｎｇｅ 网格节点集为 {Ｘｋ ∈ γ， ０≤ ｋ≤Ｎ } ， 节点间

距通常取为 Δｓ ＝ ｈ ／ ２， 边界上 Ｌａｇｒａｎｇｅ 网格与 Ｂ 上 Ｅｕｌｅｒ 网格彼此独立，边界变动无需重建

Ｅｕｌｅｒ 网格，这点尤其适合运动物体的计算．网格构造如图 ２（ｂ）所示．
设 δ（·）为 Ｄｉｒａｃ 函数．在以下计算过程中，δ 的离散形式为 δ ｈ， 其定义由下式给出（见文

献［１７］）：
　 　 δ ｈ（ｘ） ＝ ｄｈ（ｘ）ｄｈ（ｙ），
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其中

　 　 ｄｈ（ ｚ） ＝
０．２５
ｈ

１ ＋ ｃｏｓ πｚ
２ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， ｜ ｚ ｜ ≤ ２ｈ，

０， ｜ ｚ ｜ ＞ ２ｈ ．

ì

î

í

ïï

ïï

算法 １
第零步　 初始化

① 给一初始猜测 λ ０ ∈ Ｌ２（γ），把 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点 {Ｘｋ } 上 λ ０ 的值由下式分布到附近的 Ｅｕｌｅｒ
点 ｘｉｊ 上：

　 　 Ｒ０（ｘｉｊ） ＝ ∑
ｋ
λ ０

ｋδ ｈ（ｘｉｊ － Ｘｋ）Δｓ，　 　 ∀ｘｉｊ ∈ Ｂｈ ． （１０）

② 求边界 γ 附近 Ｅｕｌｅｒ 点上的值 ｕ－ ０ ∈ Ｖ
－

ｇ：

　 　 αｕ－ ０ － νΔｕ－ ０ ＝ ｆ　
－ ＋ Ｒ０，　 　 ｉｎ Ｂ， （１１）

其中

　 　 Ｒ０（ｘ） ＝ ∫ｌ
０
λ ０（ ｓ）δ（ｘ － Ｘ（ ｓ））ｄｓ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｂ， （１２）

式（１２）的离散形式为式（１０）．
③ 由下式计算 ｕ－ ０ 在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点 Ｘｋ 上的值：

　 　 ｕ－ ０
ｋ ＝ ∑

ｉｊ
ｕ－ ０
ｉｊ δ ｈ（ｘｉｊ － Ｘｋ）ｈ２，　 　 ∀１ ≤ ｋ ≤ Ｎ ． （１３）

④ 由下式计算 ｇ０ 在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点 Ｘｋ 上的值：
　 　 ｇ０

ｋ ＝ ｕ－ ０
ｋ － ｇ０ｋ，　 　 １ ≤ ｋ ≤ Ｎ ．

⑤ 赋初始下降方向：
　 　 ｗ０

ｋ ＝ ｇ０
ｋ，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ．

由 λ ｎ，ｇｎ 和 ω ｎ，可计算 λ ｎ＋１，ω ｎ＋１ 和 ｇｎ＋１ 如下．
第一步　 寻找下降方向

① 由下式把 γ 上 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点的值 ω ｎ 分布到 Ｅｕｌｅｒ 点上：

　 　 Ｗｎ（ｘ） ＝ ∫ｌ
０
ω ｎ（ ｓ）δ（ｘ － Ｘ（ ｓ））ｄｓ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｂ， （１４）

其离散形式为

　 　 Ｗｎ（ｘｉｊ） ＝ ∑
ｋ
ω ｎ

ｋδ ｈ（ｘｉｊ － Ｘｋ）Δｓ，　 　 ∀ｘｉｊ ∈ Ｂｈ ． （１５）

② 由下式求边界 γ 附近 Ｅｕｌｅｒ 点上的值 ｕ
－ ｎ ∈ Ｖ

－

０：

　 　 αｕ
－ ｎ － νΔｕ

－ ｎ ＝ Ｗｎ，　 　 ｉｎ Ｂ ． （１６）

③ 由下式把 γ 附近的 Ｅｕｌｅｒ 点上 ｕ
－ ｎ 的值分布到 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点上：

　 　 ｕ
－ ｎ（Ｘ（ ｓ）） ＝ ∫

Ω
ｕ
－ ｎ（ｘ）δ（ｘ － Ｘ（ ｓ））ｄｘ， （１７）

其离散形式为

　 　 ｕ
－ ｎ
ｋ ＝ ∑

ｉｊ
ｕ
－ ｎ
ｉｊ δ ｈ（ｘｉｊ － Ｘｋ）ｈ２，　 　 ∀１ ≤ ｋ ≤ Ｎ ． （１８）

④ 计算 ρ ｎ：

　 　 ρ ｎ ＝ ∫
γ
｜ ｇｎ ｜ ２ｄγ ∫

γ
ｕ
－ ｎω ｎｄγ，
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其离散形式为

　 　 ρ ｎ ＝
∑

ｋ
｜ ｇｎ

ｋ ｜ ２Δｓ

∑
ｋ
ｕ
－ ｎ
ｋｗｎ

ｋΔｓ
．

⑤ 令

　 　 λ ｎ＋１
ｋ ＝ λ ｎ

ｋ － ρ ｎ ｗｎ
ｋ，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ．

⑥ 计算新梯度方向 ｇｎ＋１：

　 　 ｇｎ＋１
ｋ ＝ ｇｎ

ｋ － ρ ｎ
ｋｕ
－ ｎ
ｋ，　 　 １ ≤ ｋ ≤ Ｎ ．

第二步　 构造收敛准则，更新下降方向．对预先给定的足够小的 ε ≥ ０， 如果

　 　 ∫
γ
｜ ｇｎ＋１ ｜ ２ｄγ ∫

γ
｜ ｇ０ ｜ ２ｄγ ≤ 􀆠，

也即

　 　 ∑
ｋ

｜ ｇｎ＋１
ｋ ｜ ２Δｓ ∑

ｋ
｜ ｇ０

ｋ ｜ ２Δｓ ≤ ε，

则在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点上取 λ ＝ λ ｎ＋１，并求解下述方程得方程（９） 的解 ｕ－ ∈ Ｖ
－

ｇ：

　 　 αｕ－ － νΔｕ－ ＝ ｆ　
－ ＋ Ｒ，　 　 ｉｎ Ｂ， （１９）

其中

　 　 Ｒ（ｘ） ＝ ∫ｌ
０
λ（ ｓ）δ（ｘ － Ｘ（ ｓ））ｄｓ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｂ ．

其离散形式为

　 　 Ｒ（ｘｉｊ） ＝ ∑
ｋ
λ ｋδ ｈ（ｘｉｊ － Ｘｋ）Δｓ，　 　 ∀ｘｉｊ ∈ Ｂｈ ． （２０）

否则计算

图 ３　 数值解等高曲面

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

　 　 γ ｎ ＝ ∑
ｋ

｜ ｇｎ＋１
ｋ ｜ ２ ∑

ｋ
｜ ｇｎ

ｋ ｜ ２，

　 　 ｗｎ＋１
ｋ ＝ ｇｎ＋１

ｋ ＋ γ ｎ ｗｎ
ｋ，　 　 １ ≤ ｋ ≤ Ｎ ．

置 ｎ ＝ ｎ ＋ １， 返回第一步．
以上算法中，方程（１０）、（１３）、（１５）、（１８）和

（２０）都用 Ｄｉｒａｃ 函数实现 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点与边界附近

Ｅｕｌｅｒ 点上函数值的转换．根据 Ｄｉｒａｃ 函数的定义，只
要用边界附近 Ｅｕｌｅｒ 网格点上的函数值，即可得到

边界上 Ｌａｇｒａｎｇｅ 点的函数值，反之亦然．矩形 Ｂ 上的

差分方程（１１）、（１６）和（１９）可用快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换

或循环约简法求解，且只需计算边界附近的 Ｅｕｌｅｒ
点上函数值即可．这样处理与通常有限元方法比较

极大节省了内存，加快了计算速度．

３　 数 值 模 拟

当 Ω为不规则区域时，利用改进的虚拟区域方法对 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 人口模型（４） ～ （６）进行数值模

拟，取 ａ ＝ ３０，ｑ ＝ ５．图 ２（ａ）为求解区域 Ω 及扩大后区域 Ｂ
－
＝ ［ － １．５，１．５］ × ［ － １．５，１．５］ ．Ｂ

－
上

０９４ 饶　 　 玲



Ｅｕｌｅｒ 矩形网格取 １２０×１２０ 个节点．图 ２（ｂ）是边界附近局部放大的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 网格、Ｅｕｌｅｒ 网格

及计算过程用到的 Ｅｕｌｅｒ 网格节点．在 Ｂ 的边界上，取 ｇ１ ＝ ０．用第 １ 节中单调迭代方法求解方

程（４） ～ （６） 时，反复用算法 １ 求解方程（３）．计算在 ＰＣ 计算机上运行，计算机处理器为 ２．３０
ＧＨｚ，内存为 ２．０ ＧＢ ＲＡＭ，完成计算耗时约为 ４．５ ｍｉｎ，得到数值解 ｕ 的等高面见图 ３．从图形可

看出计算结果满足边界条件及增长限制不等式（６）．数值模拟说明，上述单调迭代结合改进的

虚拟区域法求解人口模型可行且高效．

４　 结　 　 论

本文给出了一种基于单调迭代结合改进的虚拟区域法求解不规则区域上障碍问题的算

法．数值模拟说明算法可行且高效．还可以进一步研究利用虚拟区域方法求其他力学与物理学

中的不规则区域上变分不等方程的数值解的方法．
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