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摘要：　 提出了一种求解带源项浅水波方程的熵稳定格式．新格式利用通量限制函数将一阶熵稳定

格式和高阶熵守恒格式结合，具有熵守恒格式和熵稳定格式的优点：在解的光滑区域具有高精度，
在解的间断区域避免了非物理现象的产生，同时可以准确地捕捉激波，从而达到高分辨率的效果．
利用新格式计算了一维和二维的经典算例，数值结果表明，新格式是模拟带源项浅水波方程的理

想方法．
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引　 　 言

浅水波方程是浅水环境下各类流体运动的一种数学描述，它是研究河流、灌溉和海洋等波

动问题的一种重要模型．因此，对浅水波方程的数值求解越来越得到人们的重视．含源项浅水

波方程具有形式［１］：
　 　 Ｕｔ ＋ Ｆ（Ｕ） ｘ ＋ Ｇ（Ｕ） ｙ ＝ Ｓ（ｘ，ｙ，Ｕ）， （１）
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ｈ 为水深， ｕ，ｖ 分别为 ｘ 和 ｙ 方向的水流速度，ｇ 为重力加速度，函数 ｂ ＝ ｂ（ｘ，ｙ） 为底部地势．在
没有源项的情况下，浅水波方程是一类非线性的双曲守恒律方程．非线性双曲守恒律方程有一

个显著的特点是：不管初始条件是否光滑，其数值解都可能随时间的推移在某一时刻产生间

断［２］ ．这对求解浅水波方程的精确解带来了很大的困难．１９５４ 年，Ｌａｘ 针对双曲守恒律方程提

出了弱解的概念［２］，在弱意义下允许间断解的存在；但是弱解并不唯一．为了确定具有物理意

义的唯一弱解，１９７３ 年 Ｌａｘ 又提出了熵稳定条件［３］ ．文献［１］把熵稳定条件推广到了带源项浅

水波方程，即如果弱解 Ｕ 在弱意义下满足熵不等式：
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　 　 Ｅ（Ｕ） ｔ ＋ （Ｈ（Ｕ） ＋ Ｊ１） ｘ ＋ （Ｋ（Ｕ） ＋ Ｊ２） ｙ ≤ ０，
则称 Ｕ 是式（１）的唯一弱解．其中 Ｅ（Ｕ） 是熵函数，且它的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵 Ｅ″（Ｕ） 是正定矩阵，
Ｈ（Ｕ），Ｋ（Ｕ） 和 Ｊ ＝ ［Ｊ１（ｘ，ｙ，Ｕ），Ｊ２（ｘ，ｙ，Ｕ）］ Ｔ 是熵通量函数且满足等式：

　 　 ∂ＵＨ ＝ 〈Ｖ，∂ＵＦ（Ｕ）〉， ∂ＵＫ ＝ 〈Ｖ，∂ＵＧ（Ｕ）〉， ∂ｘＪ１ ＋ ∂ｙＪ２ ＝ 〈Ｖ，Ｓ〉，
其中 Ｖ 为熵变量，定义为 Ｖ ＝ ∂ＵＥ ．

为了满足熵稳定条件，Ｔａｄｍｏｒ 在 １９８７ 年通过引入熵势和熵变量的概念，定义了一类二阶

的熵守恒格式，记为 ＥＣ（ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ）格式［４］ ．该格式能够很好地捕捉到光滑解，但是

由于该格式缺少熵耗散机制，在间断区域对解的捕捉会产生振荡．２００６ 年，Ｒｏｅ 在文献［５］中提

出，在熵守恒格式的基础上加上 Ｒｏｅ 黏性项来获得熵稳定格式，记为 ＥＳ（ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ）格式．
该格式能够对激波的捕捉达到良好的效果，但是该格式是一阶精度格式．２００９ 年，Ｉｓｍａｉｌ 和
Ｒｏｅ［６］通过进一步分析熵稳定格式中熵耗散的大小，得到了更稳定的熵相容格式，并应用于

Ｅｕｌｅｒ 方程的计算．２０１３ 年，Ｍｏｈａｍｍｅｄ 等［７］ 将熵相容格式推广应用于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的计

算．在 Ｒｏｅ 格式的基础上，Ｌｉｕ（刘友琼）和 Ｆｅｎｇ（封建湖）等［８⁃１１］ 通过限制器机制的方法构造了

一些行之有效的高分辨率熵稳定 ／熵相容格式，并应用于双曲守恒律方程的计算．程晓晗

等［１２⁃１３］、郑素佩等［１４］通过结合熵稳定格式和重构方法，构造了高分辨率的熵稳定格式．
本文针对带源项浅水波方程，对于空间导数的离散，通过对数值通量函数嵌入限制器的方

法，提出了一种高分辨率的熵稳定数值通量表达式；对源项的离散采用中心差分格式；并将该

格式分别应用于一维和二维浅水波方程的数值算例中．将所得结果与熵守恒格式和带 Ｒｏｅ 黏

性项的熵稳定格式的数值结果对比，表明该格式具有高分辨率和基本无振荡的特点，是模拟带

源项浅水波方程的理想方法．本文在时间方向的推进采用文献［１５］中提出的三阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
方法：
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１　 一维浅水波方程求解

一维浅水波方程的初值问题为
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考虑一维情况的高分辨率熵稳定格式．
１．１　 熵守恒格式

考虑在均匀网格 { ｘｉ } ｉ 下浅水波方程的熵守恒格式，熵守恒格式保持总熵不变，此时满足

离散熵等式：
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其中 Ｕｉ 是 ｘｉ 处的值，取势能与内能的和作为熵函数 Ｅ（Ｕ），即Ｅ（Ｕ） ＝ （ｈｕ２ ＋ ｇｈ２） ／ ２ ＋ ｇｈｂ， 可

得熵通量函数 Ｈ（Ｕ） ＝ ｇｕｈ２ ＋ ｈｕ３ ／ ２．熵守恒半离散格式定义为

　 　
ｄＵｉ（ ｔ）

ｄｔ
＝ － １

Δｘ
（ＦＥＣ

ｉ ＋１ ／ ２ － ＦＥＣ
ｉ －１ ／ ２） ＋ Ｓｉ， （４）

其中

　 　 ＦＥＣ
ｉ ＋１ ／ ２ ＝

ｈ
－

ｉ＋１ ／ ２ｕ
－
ｉ＋１ ／ ２

ｇ
２
（ｈ

－ ２） ｉ ＋１ ／ ２ ＋ ｈ
－

ｉ＋１ ／ ２（ｕ
－
ｉ＋１ ／ ２） ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｓｉ ＝
０

ｇ
２Δｘ

（ｈ
－

ｉ＋１ ／ ２［ｂ］ ｉ ＋１ ／ ２ ＋ ｈ
－

ｉ－１ ／ ２ ［ｂ］ ｉ －１ ／ ２）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，

　 　 ａ－ ｉ＋１ ／ ２ ＝
ａｉ ＋ ａｉ ＋１

２
， ［ａ］ ｉ ＋１ ／ ２ ＝ ａｉ ＋１ － ａｉ ．

１．２　 熵稳定格式

本文推广文献［１６］中熵稳定的 ＥＲｏｅ 格式到带源项浅水波方程，具体形式为
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其中 Ｒ 是 Ｆ′（Ｕ） 的特征向量矩阵且
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综上可知，带源项浅水波方程熵稳定格式的半离散格式为
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１．３　 基于限制器的熵稳定格式

采用在文献［９］中给出的限制器：
　 　 φ（θ） ＝ ｍａｘ（０，ｍｉｎ（１，２θ），ｍｉｎ（１，θ）） ．
该限制器在 Ｓｗｅｂｙ 给出的限制器的二阶 ＴＶＤ 区域内［９］，且显然有 φ（１） ＝ １， 即限制器

φ（θ） 过（１，１）点，所以能满足二阶精度的要求．对于方程（２）而言，该限制器是一个矩阵形式：
　 　 ψ１ ＝ ｄｉａｇ（φ（θ １），φ（θ ２）），

其中

　 　 θ ｋ ＝ （θ ｉ ＋１ ／ ２） ｋ ＝
（θ －） ｋ，　 　 λ ｋ

ｉ＋１ ／ ２ ＞ ０，

（θ ＋） ｋ，　 　 λ ｋ
ｉ＋１ ／ ２ ＜ ０，{

　 　 （θ －） ｋ ＝
α ｋ

ｉ－１ ／ ２

α ｋ
ｉ＋１ ／ ２

， （θ ＋） ｋ ＝
α ｋ

ｉ＋３ ／ ２

α ｋ
ｉ＋１ ／ ２

，

７３９带源项浅水波方程的高分辨率熵稳定格式



其中 λ ｋ
ｉ＋１ ／ ２（ｋ ＝ １，２） 是方程（２）的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的第 ｋ个特征值在数值解Ｕｉ ＋１ ／ ２ 处的值， α ｋ

ｉ＋１ ／ ２ 是

αｉ ＋１ ／ ２ 的第 ｋ个分量，αｉ＋１ ／ ２ ＝ Ｌ ｉ ＋１ ／ ２Δｉ ＋１ ／ ２Ｕ，Ｌ ｉ ＋１ ／ ２ 是 Ｕｉ ＋１ ／ ２ 处对应的左特征向量矩阵．时间步长 Δｔ
满足 ＣＦＬ 条件 ｃ（Δｔ ／ Δｘ） ≤ １， 其中 ｃ ＝ ｍａｘｉ λ ｉ ＋１ ／ ２ ．

通过添加限制器来充分运用熵守恒格式和熵稳定格式的优势， 即在解的光滑区域， 新格

式自动选用熵守恒格式， 从而保持格式的二阶精度．在解的间断区域， 新格式自动选用熵稳定

格式， 从而避免了伪振荡的发生．记新格式为 ＥＳＬ（ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｗｉｔｈ ｌｉｍｉｔｅｒｓ）格式，具体格式

如下：
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２　 二维浅水波方程求解

考虑二维带源项浅水波方程：
　 　 Ｕｔ ＋ Ｆ（Ｕ） ｘ ＋ Ｇ（Ｕ） ｙ ＝ Ｓ，

取总能 Ｅ（Ｕ） ＝ （ｇｈ２ ＋ ｈｕ２ ＋ ｈｖ２ ＋ ｇｈｂ） ／ ２ 作为熵函数，其中 ｇ 为重力加速度．则熵通量函数

　 　 Ｈ（Ｕ） ＝ ｇｕｈ２ ＋ （ｈｕ３ ＋ ｈｕｖ２） ／ ２， Ｋ（Ｕ） ＝ ｇｖｈ２ ＋ （ｈｖ３ ＋ ｈｖｕ２） ／ ２， Ｊ ＝ ｇｈｂ［ｕ，ｖ］ Ｔ ．
２．１　 熵守恒格式

把一维熵守恒格式的数值通量推广到二维，可得二维浅水波方程的半离散熵守恒格式：
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ｉ＋１ ／ ２， ｊ［ｂ］ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ － ｈ
－

ｉ－１ ／ ２， ｊ［ｂ］ ｉ －１ ／ ２， ｊ）

－ １
２Δｙ

（ｈ
－

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２［ｂ］ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － ｈ
－

ｉ， ｊ －１ ／ ２［ｂ］ ｉ， ｊ －１ ／ ２）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１１）

　 　 ａ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ ＝
ａｉ， ｊ ＋ ａｉ ＋１， ｊ

２
， ａ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＝

ａｉ， ｊ ＋ ａｉ， ｊ ＋１

２
，

　 　 ［ａ］ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ ａｉ ＋１， ｊ － ａｉ， ｊ， ［ａ］ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ａｉ， ｊ ＋１ － ａｉ， ｊ ．
２．２　 熵稳定格式

用二维的熵守恒通量（９）和（１０）代替式（５）中一维的熵守恒通量， 可得二维的熵稳定格
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式．记 Ｆ′（Ｕ），Ｇ′（Ｕ） 的特征向量和特征值矩阵分别为 Ｒｘ，Λｘ 和 Ｒｙ，Λｙ， 则数值通量为

　 　
ＦＥＲｏｅ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ ＦＥＣ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ －

１
２

Ｒｘ
ｉ＋１ ／ ２， ｊ Λｘ

ｉ＋１ ／ ２， ｊ （Ｒｘ
ｉ＋１ ／ ２， ｊ） Ｔ（Ｖｉ ＋１， ｊ － Ｖｉ， ｊ），

ＧＥＲｏｅ
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ＧＥＣ

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － １
２

Ｒｙ
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ Λｙ

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ （Ｒｙ
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２） Ｔ（Ｖｉ， ｊ ＋１ － Ｖｉ， ｊ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

其中

　 　 Ｒｘ ＝ １
２ｇ

１ ０ １

ｕ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ － ｇｈ
－

ｉ＋１ ／ ２， ｊ ０ ｕ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ ＋ ｇｈ
－

ｉ＋１ ／ ２， ｊ

ｖ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ ｇｈ
－

ｉ＋１ ／ ２， ｊ ｖ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｒｙ ＝ １
２ｇ

１ ０ １

ｕ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － ｇｈ
－

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ｕ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２

ｖ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － ｇｈ
－

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ０ ｖ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＋ ｇｈ
－

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Λｘ ＝ ｄｉａｇ（ｕ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ － ｇｈ
－

ｉ＋１ ／ ２， ｊ ，ｕ
－
ｉ＋１ ／ ２， ｊ，ｕ

－
ｉ＋１ ／ ２， ｊ ＋ ｇｈ

－

ｉ＋１ ／ ２， ｊ ），

　 　 Λｙ ＝ ｄｉａｇ（ｖ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － ｇｈ
－

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ，ｖ
－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２，ｖ

－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＋ ｇｈ

－

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ） ．
２．３　 高分辨率的熵稳定格式

用二维的熵守恒通量（９）和（１０）代替式（７）中一维的熵守恒通量，可得二维的高分辨率熵

稳定格式，具体格式如下：

　 　
ＦＥＳＬ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ ＦＥＣ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ －

１
２

Ｒｘ
ｉ＋１ ／ ２， ｊ Λｘ

ｉ＋１ ／ ２， ｊ （Ｒｘ
ｉ＋１ ／ ２， ｊ） Ｔ Ｉ３×３ － ψ２ （Ｖｉ ＋１， ｊ － Ｖｉ， ｊ），

ＧＥＳＬ
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ＧＥＣ

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － １
２

Ｒｙ
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ Λｙ

ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ （Ｒｙ
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２） Ｔ Ｉ３×３ － ψ２ （Ｖｉ， ｊ ＋１ － Ｖｉ， ｊ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

其中限制器 ψ２ ＝ ｄｉａｇ（φ（θ １），φ（θ ２），φ（θ ３）），φ（θ ｋ）（ｋ ＝ １，２，３） 取二维情况下的值．

３　 数 值 算 例

算例 １　 考虑区间［－１，１］上连续的底部地势 ｂ（ｘ） ＝ １ 上的大型溃坝问题，初始条件取

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝
１５， ｘ ＜ ０，
１， ｘ ＞ ０，{ 　 　 ｈ（ｘ，０） ＝ １．

取空间网格数为 １００， 计算到 ｔ ＝ ０．１， ｇ ＝ １， ＣＦＬ 条件数为 ０．１， 采用周期性边界条件．以
１ ２００ 个加密网格点的熵相容格式［９］作为参考解，图 １ 显示了高度 ｈ 的变化情况，可以看出，熵
稳定格式（６）和 ＥＳＬ 格式（７）很好地捕捉到了解的结构，且熵稳定格式相比于 ＥＳＬ 格式抹平

现象严重．熵守恒格式（４）精确捕捉到了稀疏波，但是熵守恒格式在激波过度区域没有熵耗散，
故在激波区域出现了强振荡现象．

算例 ２　 考虑区间［０，３］上的高度接近 ０ 的溃坝问题，底部地势和初始条件分别为

　 　 ｂ（ｘ） ＝ １ － ０．１ｃｏｓ（３．１４（ｘ － １．５） ２）， ｉｆ　 １ ≤ ｘ ≤ ２，
１， ｅｌｓｅ，{

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝
－ ２， ｉｆ　 ｘ ≤ １，
２， ｅｌｓｅ，{ 　 　 ｈ（ｘ，０） ＝ １．
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取空间网格数为 ２００， 计算到 ｔ ＝ ０．１， ｇ ＝ １， ＣＦＬ 条件数取 ０．１， 采用周期性边界条件．以
１ ２００ 个加密网格点的熵相容格式［９］作为参考解，图 ２ 显示了水部表面 ｈ 的波动情况．熵守恒

格式（４）的计算结果为 ＮＡＮ（出现了分母为 ０ 的情况），所以不能用于求解该问题．熵稳定格式

（６）和 ＥＳＬ 格式（７）都能保持波的非负性，且 ＥＳＬ 格式相比于熵稳定格式更加精确，模拟效果

更好．

（ａ） ＥＳＬ 格式

（ａ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ

（ｂ） 熵稳定格式 （ｃ） 熵守恒格式

（ｂ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳ ｓｃｈｅｍｅ （ｃ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＣ ｓｃｈｅｍｅ
图 １　 大型溃坝问题计算结果

Ｆｉｇ． １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａ ｌａｒｇｅ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

算例 ３　 考虑区间［０，１５０］上的溃坝问题，底部地势和初始条件分别为

　 　 ｂ（ｘ） ＝
０．８， ｉｆ　 ｘ － ７５ ≤ １８．７５，
０， ｅｌｓｅ，{

　 　 ｈ（ｘ，０） ＝
１０ － ｂ（ｘ）， ｉｆ　 ０ ≤ ｘ ≤ ７５，
２ － ｂ（ｘ）， ｅｌｓｅ，{ 　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ０．

取空间网格数为 ２００，计算到 ｔ ＝ ４．５， ＣＦＬ 条件数为 ０．１，采用周期性边界条件．以 １ ２００ 个

加密网格点的熵相容格式［９］作为参考解，图 ３ 显示了 ｈ ＋ ｂ 的变化情况．可以看出，３ 种格式都

能精确捕捉到光滑解，但是熵守恒格式（４）在激波区域跳跃较大，振荡现象严重．熵稳定格式

（６）在激波过度区域有较强的抹平现象，而 ＥＳＬ 格式（７）能够在精确捕捉到激波的同时，抑制

伪振荡的发生．
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（ａ） ＥＳＬ 格式 （ｂ） 熵稳定格式

（ａ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ （ｂ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳ ｓｃｈｅｍｅ
图 ２　 高度接近 ０ 的溃坝问题的计算结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａ ｎｅａｒ⁃ｚｅｒｏ ｈｅｉｇｈｔ

（ａ） ＥＳＬ 格式

（ａ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ

（ｂ） 熵稳定格式 （ｃ） 熵守恒格式

（ｂ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳ ｓｃｈｅｍｅ （ｃ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＣ ｓｃｈｅｍｅ
图 ３　 一维溃坝问题的计算结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

算例 ４　 考虑［０，２］×［０，１］上的二维浅水波问题，其中底部地势和初始条件分别为

　 　 ｂ（ｘ，ｙ） ＝ ０．８ｅ －５０（ｘ－０．９） ２－５０（ｙ－０．５） ２，

１４９带源项浅水波方程的高分辨率熵稳定格式



　 　 ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０， ｖ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０， ｈ（ｘ，ｙ，０） ＝ １ － ｂ（ｘ，ｙ） ．
取空间网格数为 ５０×５０，计算到 ｔ ＝ ０．１，ｇ ＝ １， ＣＦＬ 条件数为 ０．２５，采用周期性边界条件．图

４ 显示了 ＥＳＬ 格式的运算结果，此时水平面保持稳定．表 １ 和表 ２ 显示了不同网格下 ３ 种格式

的 Ｌ１ 误差与 Ｌ¥ 误差以及数值精度．从表中可以看出，熵守恒格式（８）的确是二阶方法，熵稳定

格式（１２）是一阶方法，但加入限制器的 ＥＳＬ 格式（１３）对于该问题也达到了二阶，且比熵守恒

格式的精度更高；３ 种格式都保持了解的稳定性，但是熵稳定格式的结果产生的误差比其他两

种格式都要大．其中 Ｌ１ 误差为 ΔｘΔｙ∑ ｉ， ｊ
ｈｉ， ｊ ＋ ｂｉ， ｊ － １ ，Ｌ¥ 误差为 ｍａｘｉ， ｊ ｈｉ， ｊ ＋ ｂｉ， ｊ － １ ．

图 ４　 ＥＳＬ 格式的计算结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ

表 １　 Ｌ１ 误差与阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌ１ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｏｒｄｅｒｓ

Ｎ × Ｎ
ＥＣ ｓｃｈｅｍｅ

Ｌ１ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

ＥＳ ｓｃｈｅｍｅ
Ｌ１ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ
Ｌ１ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

２５×２５ ８．１９０ ２Ｅ－６ － ５．４４６ ３Ｅ－４ － ７．３０２ ２Ｅ－６ －

５０×５０ ２．０５５ ２Ｅ－６ １．９９４ ６ ２．６４１ ９Ｅ－４ １．０４３ ７ １．５７３ ７Ｅ－６ ２．２１４ ２

１００×１００ ５．１１１ ０Ｅ－７ ２．００７ ７ １．２１８ ８Ｅ－４ １．１１６ １ ３．３１７ ０Ｅ－７ ２．２４６ ３

表 ２　 Ｌ¥ 误差与阶

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｌ¥ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｏｒｄｅｒｓ

Ｎ × Ｎ
ＥＣ ｓｃｈｅｍｅ

Ｌ∞ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

ＥＳ ｓｃｈｅｍｅ
Ｌ∞ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ
Ｌ∞ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

２５×２５ ３．７１９ ２Ｅ－６ － １．７０２ ０Ｅ－３ － ２．１９４ ２Ｅ－６ －

５０×５０ ８．９６９ ０Ｅ－７ ２．０５１ ９ ８．５７１ １Ｅ－４ ０．９８９ ７ ４．７２４ ０Ｅ－７ ２．２１５ ６

１００×１００ ２．２６６ ３Ｅ－７ １．９８４ ６ ４．２０４ ６Ｅ－４ １．０２７ ５ １．１４０ ９Ｅ－７ ２．０４９ ８

　 　 算例 ５　 考虑［－２，２］×［－２，２］上的二维波动问题，其中底部地势和初始条件为

　 　 ｂ（ｘ，ｙ） ＝ １ ＋ ０．０１ｃｏｓ πｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｙ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ ｖ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０，

　 　 ｈ（ｘ，ｙ，０） ＝ １ ＋ ０．０１ｃｏｓ πｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｙ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ０．１ｅ －１４Ｒ， Ｒ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ．

取空间网格数为 ４０×４０，计算到 ｔ ＝ ０．１，ｇ ＝ １， ＣＦＬ 条件数为 ０．１，采用周期性边界条件．图
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５ 显示了 ＥＳＬ 格式的计算结果以及 ３ 种格式计算结果的 ｙ ＝ ｘ 剖面图，以熵相容格式［９］作为参

考解．可以看出，３ 种格式的计算结果都成功地模拟了水面的波动的情况，但是一阶的熵稳定

格式（１２）在波峰的捕捉上有明显的抹平现象，没有 ＥＳＬ 格式（１３）和熵守恒格式（８）计算结果

锐利．而 ＥＳＬ 格式和熵守恒格式都能很好地模拟波峰与波谷的形成，且 ＥＳＬ 格式在峰值的捕

捉上更加锐利，模拟效果相对于熵守恒格式要好．

（ａ） ＥＳＬ 格式的数值结果 （ｂ） 截面 ｙ ＝ ｘ 的水深数值结果

（ａ） Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ （ｂ） Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｈｅｉｇｈｔ ａｔ ｙ ＝ ｘ
图 ５　 二维波动问题 ＥＳＬ 格式和水深 ｈ 的数值结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＳＬ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｈｅｉｇｈｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ

４　 结　 　 论

本文针对带源项浅水波方程，通过添加限制器的方法构造了 ＥＳＬ 格式．该格式能在解的光

滑区域自动选用熵守恒格式，在解的间断区域自动选用熵稳定格式，从而在光滑区域保持二阶

精度的同时避免了间断区域伪振荡的发生．利用该格式计算了一维和二维的算例，数值结果表

明，ＥＳＬ 格式明显优于熵守恒格式和熵稳定格式．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＦＪＯＲＤＨＯＬＭ Ｕ Ｓ， ＭＩＳＨＲＡ Ｓ， ＴＡＤＭＯＲ Ｅ． Ｗｅｌｌ⁃ｂａｌａｎｃｅｄ ａｎｄ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓ⁃
ｉｃｓ， ２０１１， ２３０（１４）： ５５８７⁃５６０９．

［２］　 ＬＡＸ Ｐ Ｄ． Ｗｅａｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ
［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｐｕｒｅ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９５４， ７（１）： １５９⁃１９３．

［３］　 ＬＡＸ Ｐ Ｄ． Ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｓｈｏｃｋ
ｗａｖｅｓ［Ｃ］ ／ ／ ＳＩＡＭ Ｒｅｇｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ Ｌｅｃｔｕｒｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ． Ｖｏｌ １１． Ｐｈｉｌａｄｅｌ⁃
ｐｈｉａ， ＵＳＡ， １９７３．

［４］　 ＴＡＤＭＯＲ Ｅ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｏｆ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ
ｌａｗｓ． Ｉ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， １９８７， ４９（１７９）： ９１⁃１０３．

［５］　 ＲＯＥ Ｐ Ｌ． Ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｒ］ ． Ｔａｌｋ ａｔ ＨＹＰ ２００６， Ｌｙｏｎ，
Ｆｒａｎｃｅ， ２００６．

［６］　 ＩＳＭＡＩＬ Ｆ， ＲＯＥ Ｐ Ｌ． Ａｆｆｏｒｄａｂｌｅ， ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ Ｅｕｌｅｒ ｆｌｕｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ Ⅱ： ｅｎｔｒｏｐｙ ｐｒｏｄｕｃ⁃
ｔｉｏｎ ａｔ ｓｈｏｃｋｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００９， ２２８（１５）： ５４１０⁃５４３６．

３４９带源项浅水波方程的高分辨率熵稳定格式



［７］　 ＭＯＨＡＭＭＥＤ Ａ Ｎ， ＩＳＭＡＩＬ Ｆ． Ｓｔｕｄｙ ｏｆ ａｎ ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｆｌｕｘ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１３， ２７（１）： １⁃１４．

［８］　 ＬＩＵ Ｙ， ＦＥＮＧ Ｊ， ＲＥＮ Ｊ． Ｈｉｇｈ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅ ｕｓｉｎｇ ｆｌｕｘ ｌｉｍｉｔｅｒ ｆｏｒ ｈｙ⁃
ｐｅｒｂｏｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１５， ６４（３）：
９１４⁃９３７．

［９］　 任炯， 封建湖， 刘友琼， 等． 求解双曲守恒律方程的高分辨率熵相容格式［Ｊ］ ． 计算物理， ２０１４，
３１（５）： ５３９⁃５５１．（ＲＥＮ Ｊｉｏｎｇ， ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ， ＬＩＵ Ｙｏｕｑｉｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎ⁃
ｓｉｓｔｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１４， ３１（５）： ５３９⁃５５１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 刘友琼， 封建湖， 梁楠， 等． 求解浅水波方程的熵相容格式［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１３， ３４
（１２）： １２４７⁃１２５７．（ＬＩＵ Ｙｏｕｑｉｏｎｇ， ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ， ＬＩＡＮＧ Ｎａｎ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｆｌｕｘ
ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ３４（１２）：
１２４７⁃１２５７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 刘友琼， 封建湖， 任炯， 等． 求解多维 Ｅｕｌｅｒ 方程的二阶旋转混合型格式［Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０１４， ３５（５）： ５４２⁃５５３．（ＬＩＵ Ｙｏｕｑｉｏｎｇ， ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ， ＲＥＮ Ｊｉｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｏｔａ⁃
ｔｅｄ⁃ｈｙｂｒｉｄ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（５）： ５４２⁃５５３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 程晓晗， 聂玉峰， 蔡力． 基于 ＷＥＮＯ 重构的熵稳定格式求解浅水方程［Ｊ］ ． 计算物理， ２０１５， ３２
（５）： ５２３⁃５２８．（ＣＨＥＮＧ Ｘｉａｏｈａｎ， ＮＩＥ Ｙｕｆｅｎｇ， ＣＡＩ Ｌｉ． ＷＥＮＯ ｂａｓｅｄ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ
ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１５， ３２（５）： ５２３⁃
５２８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 程晓晗， 封建湖， 聂玉峰． 求解双曲守恒律方程的 ＷＥＮＯ 型熵相容格式［Ｊ］ ． 爆炸与冲击， ２０１４，
３４（４）： ５０１⁃５０７．（ＣＨＥＮＧ Ｘｉａｏｈａｎ， ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ， ＮＩＥ Ｙｕｆｅｎｇ． ＷＥＮＯ ｔｙｐｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ
ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ［Ｊ］ ． Ｅｘｐｌｏｓｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ Ｗａｖｅｓ， ２０１４， ３４（４）： ５０１⁃
５０７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 郑素佩， 封建湖， 刘彩侠． 高分辨率熵相容算法在二维溃坝问题中的应用［Ｊ］ ． 水动力学研究与

进展， ２０１３， ２８（５）： ５４５⁃５５１．（ＺＨＥＮＧ Ｓｕｐｅｉ， ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ， ＬＩＵ Ｃａｉｘｉａ． Ｈｉｇｈ⁃ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｎ⁃
ｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄａｍ⁃ｂｒｅａｋ ｆｌｏｗｓ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１３， ２８（５）： ５４５⁃５５１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 ＧＯＴＴＬＩＥＢ Ｓ， ＳＨＵ Ｃ Ｗ． Ａ ｓｕｒｖｅｙ ｏｆ ｓｔｒｏｎｇ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｔｉｍｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｒｅｖｉｅｗ， ２００１， ４３（１）： ８９⁃１１２．

［１６］　 ＦＪＯＲＨＯＬＭ Ｕ Ｓ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
［Ｄ］ ． Ｍａｓｔｅｒ Ｔｈｅｓｉｓ． Ｎｏｒｗａｙ： Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｏｓｌｏ， ２００９．

４４９ 张　 海　 军　 　 　 封　 建　 湖　 　 　 程　 晓　 晗　 　 　 李　 　 雪



Ａｎ Ｅｎｔｒｏｐｙ Ｓｔａｂｌｅ Ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ Ｓｈａｌｌｏｗ
Ｗａｔｅｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ Ｗｉｔｈ Ｓｏｕｒｃｅ Ｔｅｒｍｓ

ＺＨＡＮＧ Ｈａｉｊｕｎ，　 ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ，　 ＣＨＥＮＧ Ｘｉａｏｈａｎ，　 ＬＩ Ｘｕｅ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｃｈａｎｇ’ａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ’ａｎ ７１００６４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｎ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ ｗａｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ
ｓｏｕｒｃｅ ｔｅｒｍｓ， ａｎｄ ａ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ａ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ
ｓｃｈｅｍｅ ｗｅｒｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｆｌｕｘ ｌｉｍｉｔｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｎｅｗ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｃｈｅｍｅ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ａｄｖａｎ⁃
ｔａｇｅｓ ｏｆ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ， ｈａｖｉｎｇ ｈｉｇｈｅｒ ａｃ⁃
ｃｕｒａｃｙ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｇｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃａｐｔｕｒｉｎｇ ｓｈｏｃｋｓ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｗｈｉｌｅ ａｖｏｉｄｉｎｇ
ｎｏｎ⁃ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｇｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｔｈｕｓ ａｃｈｉｅｖｅｓ ｈｉｇｈ ｒｅｓｏ⁃
ｌｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ ｗａｓ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ １Ｄ ａｎｄ ２Ｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．
Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ ｄｏｅｓ ｂｅ ａｎ ｉｄｅａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｓｉｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｓｈａｌ⁃
ｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｓｏｕｒｃｅ ｔｅｒｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ； ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ； ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ；
ｈｉｇｈ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ １１６０１０３７； １１４０１０４５；
１１１７１０４３）

５４９带源项浅水波方程的高分辨率熵稳定格式

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 张海军， 封建湖， 程晓晗， 李雪． 带源项浅水波方程的高分辨率熵稳定格式［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２０１８， ３９（８）： ９３５⁃９４５．
ＺＨＡＮＧ Ｈａｉｊｕｎ， ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ， ＣＨＥＮＧ Ｘｉａｏｈａｎ， ＬＩ Ｘｕｅ． Ａｎ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｓｏｕｒｃｅ ｔｅｒｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， ３９（８）： ９３５⁃９４５．


