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摘要：　 为降低病态线性方程组系数矩阵的条件数，根据矩阵行（列）均衡的思想，提出行（列）的
１⁃范数均衡法，并扩展为范数均衡法．然后，将范数均衡法与精细积分法相结合，给出求解病态线性

方程组的范数均衡预处理精细积分法．数值结果表明，经过范数均衡预处理后精细积分法求解病态

方程的精度（有效数字增加 ５ 个以上）和效率（迭代次数降低 １５ 次左右）均能得到显著提高，适用

范围在一定程度上也有所扩展．在上述方法中，以 １⁃范数均衡预处理精细积分法效果最为显著．
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引　 　 言

病态方程组在科学和工程问题中广泛存在，此类方程的特点是系数矩阵条件数很大，用常

规方法不能求得有效解．预处理法［１］是求解病态方程最常见的方法，其目标是降低系数矩阵条

件数，即改善方程组病态性，从而可以用常规方法求解．Ｔｉｋｈｏｎｏｖ（吉洪诺夫）正则化是常用预

处理方法，但正则系数的选取一直是个难题．唐丽等［２］将由 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化演化而来的主元加

权迭代法应用于病态代数方程的求解，获得了较好解答．Ｌｉｕ（刘进贤） ［３］ 给出另外一种形式的

主元加权迭代格式，能更好地降低条件数，提高解精度．胡圣荣等［４］ 对系数矩阵构造适当的增

广形式，再用常规方法求解，此种矩阵增广预处理方法也获得了较为理想的结果．共轭梯度法

（ＣＧ）是经典迭代算法，预处理共轭梯度法得到广大科学工作者的研究．于春肖等［５］ 通过改进

对称逐次超松弛预处理矩阵提出了对称逐次超松弛⁃不完全 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ（乔列斯基）共轭梯度

（ＳＳＯＲ⁃ＩＣＣＧ）算法及其改进算法．霍志周等［６］ 将预处理共轭梯度法用来求解地震数据重建所

建立的病态线性方程组，获得合理结果．李秀艳等［７］ 将改进的预处理共轭梯度法用于 ＥＲＴ 图

像重建，很好地解决了重建中的病态问题．
若矩阵所有行或者列有相同的模，则矩阵条件数会下降，矩阵病态性得到降低［８］ ．以此，

Ｌｉｕ（刘进贤） ［９］提出一种新的预处理方式称为双边均衡法（ＴＳＥＭ），其核心思想是通过使矩阵

行（列）的模相等来降低系数矩阵条件数．Ｋｕ（顾承宇） ［１０］ 将该预处理法与动态 Ｊａｃｏｂｉ（雅可

比）不求逆方法（ＤＪＩＦＭ）结合，应用于求解接触面有极端物理反差特性的病态线性系统．胡圣

荣等［１１］提到的最大元素均衡条件预优，也能改善矩阵病态性．
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钟万勰［１２］提出的精细积分法是计算指数矩阵的一种高效率、高精度方法．二十多年的研

究，让精细积分法在求解微分方程［１３］和结构动力学［１４］等方面均有了长足发展．富明慧等［１５］将

精细积分法应用于病态线性方程组的求解，并且取得较为理想的效果．
对应于双边均衡法和最大元素均衡条件预优，本文提出 １⁃范数均衡法，并将它们统一归

结为行（列）范数均衡预处理方法．在此基础上，将此均衡预处理方法与精细积分法相结合，形
成一类预处理精细积分法．

与原精细积分解法相比，本文提出的预处理精细积分法不仅提高了求解精度和计算效率，
还能求解原精细积分法无法计算的问题，扩大了其适用范围．

１　 行（列）范数均衡预处理法

１．１　 １⁃范数均衡预处理

对于线性方程组

　 　 Ａｘ ＝ ｂ０， （１）
将式（１）两边同时乘以矩阵 Ｑ， 同时令 ｘ ＝ Ｐｙ， 可得

　 　 ＱＡＰｙ ＝ Ｑｂ０， （２）
式中 Ｑ 和 Ｐ 为对角矩阵．

于是，式（２）变为以 ｙ 为未知量的方程组

　 　 Ｂｙ ＝ ｂ， （３）
其中

　 　 Ｂ ＝ ＱＡＰ， ｂ ＝ Ｑｂ０ ．
如何求得预处理矩阵 Ｑ 和 Ｐ， 使矩阵 Ｂ 的行（列）有相同的 １⁃范数，是问题的关键所在．
首先，令

　 　 Ｑ ＝

Ｑ１ ０ ０ … ０
０ Ｑ２ ０ … ０
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
０ … ０ Ｑｎ－１ ０
０ … ０ ０ Ｑｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， Ｐ ＝

Ｐ１ ０ ０ … ０
０ Ｐ２ ０ … ０
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
０ … ０ Ｐｎ－１ ０
０ … ０ ０ Ｐｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

为了使 Ａ 左乘 Ｑ 后，每行的 １⁃范数相同，则

　 　 Ｑｋ ＝
Ｓ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｋｊ

，　 　 ｋ ＝ １，２，３，…，ｎ ． （４）

于是，令 Ｃ ＝ ＱＡ， 为了使 Ｃ 右乘 Ｐ 后，每列的 １⁃范数相同，则

　 　 Ｐｋ ＝
Ｔ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉｋ

，　 　 ｋ ＝ １，２，３，…，ｎ， （５）

式（４）、（５）中的 Ｓ，Ｔ为任一常数．因为 ｃｏｎｄ（Ｂ）＝ ｃｏｎｄ（αＢ）， α 为常数， Ｂ为矩阵，理论上选取

不同的 Ｓ 和 Ｔ 不影响系数矩阵的条件数．但是对于系数矩阵高度病态的线性方程，选取不同的

值，解的精度将不同．
先计算 Ｑ，后计算 Ｐ 称为 ＱＰ 法．同理，先计算 Ｐ，后计算 Ｑ称为 ＰＱ法．行列平衡可以一直
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交替进行下去，不过一般经过几次交替后，系数矩阵条件数就不再改变，方程组的病态性不再

得到改善．
在此基础上还可以引入参数 γ 和 μ， 使得

　 　 Ｑｋ ＝ γ Ｓ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｋｊ

，　 　 ｋ ＝ １，２，３，…，ｎ， （６）

　 　 Ｐｋ ＝ μ Ｔ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉｋ

，　 　 ｋ ＝ １，２，３，…，ｎ， （７）

这样，调节参数 γ 和 μ 的值， Ｂ将获得不同的条件数，当 γ 和 μ 选取适当值， Ｂ的条件数将变得

最小．
１．２　 范数均衡预处理

将式（４）、（５）中的分母变为行（列）的 ２⁃范数或者无穷范数，则变为 ２⁃范数均衡、无穷范

数均衡，３ 种范数均衡统称为范数均衡．于是可以认为 ＴＳＥＭ 为 Ｓ 和 Ｔ 值取为第一行（列）的 ２⁃
范数的 ２⁃范数均衡；最大元素均衡为 Ｓ，Ｔ，γ 和 μ 均取为 １ 的无穷范数均衡．

２　 预处理精细积分法

将式（３）用精细积分法进行求解，并由 ｘ ＝ Ｐｙ， 则可以获得原方程组的解，此方法称为预

处理精细积分法．此处要求原矩阵 Ａ 正定，对于非正定矩阵，可以在式（１）两边同时乘以 ＡＴ 后

再进行预处理变为矩阵 Ｂ ．以下对精细积分法求解病态线性代数方程组作简要叙述．
由

　 　 ∫∞
０
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ ＝ ｌｉｍ

τ→∞
∫τ

０
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ ＝ ｌｉｍ

τ→∞
（ － Ｂ） －１ｅｘｐ（ － Ｂτ） τ

０ ＝

　 　 　 　 （ － Ｂ） －１（０ － Ｉ） ＝ Ｂ －１

可得 ｙ ＝ ∫∞
０
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ·ｂ 为式（３）的精确解．

显然无穷积分 ∫∞
０
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ 的计算是本算法的关键．

记

　 　 Ｆ（τ） ＝ ∫τ
０
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ， （８）

则

　 　 Ｆ（２τ） ＝ ∫２τ
０
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ ＝ ∫τ

０
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ ＋ ∫２τ

τ
ｅｘｐ（ － Ｂｔ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 （Ｉ ＋ ｅｘｐ（ － Ｂτ）） ∫τ
０
ｅｘｐ（ － Ｂτ）ｄｔ，

即

　 　 Ｆ（２τ） ＝ （Ｉ ＋ ｅｘｐ（ － Ｂτ））Ｆ（τ） ． （９）
式（９）两边同时乘以 ｂ， 得

　 　 ｙ１ ＝ （Ｉ ＋ ｅｘｐ（ － Ｂτ））ｙ０ ． （１０）
由式（９）、（１０）可推出
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　 　 ｙｋ＋１ ＝ （Ｉ ＋ ｅｘｐ（ － ２ｋＢτ））ｙｋ， （１１）
式中的矩阵指数 ｅｘｐ（ － ２ｋＢτ） 可以用精细积分来求解．

对 ｅｘｐ（ － Ｂτ） 进行 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开，因为 τ 为一个远小于 １ 的量，截取前几项，即可保

证足够精度，得

　 　 ｅｘｐ（ － Ｂτ） ≈ Ｉ ＋ （ － Ｂτ） ＋ （ － Ｂτ） ２

２
＋ （ － Ｂτ） ３

６
． （１２）

于是将式（１２）代入式（８）并积分，得

　 　 Ｆ（τ） ＝ τ Ｉ ＋ （ － Ｂτ）
２

＋ （ － Ｂτ） ２

６
＋ （ － Ｂτ） ３

２４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１３）

记 Ｔａ ＝ （ － Ｂτ） ＋ （ － Ｂτ） ２

２
＋ （ － Ｂτ） ３

６
， 由式（１２）、（１３）可以求得 Ｔａ，ｘ０ 的初值．

根据精细积分递推式有

　 　 Ｔａ ＝ ２Ｔａ ＋ Ｔａ·Ｔａ ． （１４）
式（１４）循环 ｋ 次后，即有

　 　 ｅｘｐ（ － ２ｋＢτ） ＝ Ｉ ＋ Ｔａ ． （１５）
将式（１１）与式（１４）两个递推过程合二为一，即

　 　
ｙ ＝ （Ｉ ＋ （Ｉ ＋ Ｔａ））ｙ，
Ｔａ ＝ ２Ｔａ ＋ Ｔａ·Ｔａ ．{ （１６）

式（１６）经过一定次数的循环迭代，即可获得较为精确的解．

３　 算例与分析

本文对 ３ 个病态方程组进行计算以及分析，其系数分别为：Ｈｉｌｂｅｒｔ （希尔伯特）矩阵，
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ（范德蒙）矩阵，Ｐａｓｃａｌ（帕斯卡）矩阵．此 ３ 个方程组都具有高度病态性，当阶数不

太高时（如 １０ 阶内）病态程度就已相当严重，并且随阶数的增加，病态程度增长得非常剧烈，
常规解法基本无效．在计算过程中发现对于预处理精细积分，参数 γ 和 μ、 常数 Ｓ 和 Ｔ 的取值

对解精度影响不大，并且只进行一次行范数均衡或者列范数均衡时，即可获得最优解．于是计

算中取值： γ ＝ μ ＝ Ｓ ＝ Ｔ ＝ １，τ ＝ １０ －７ ．
３．１　 系数矩阵为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 矩阵的病态方程组

Ｈｉｌｂｅｒｔ 矩阵是典型的高度病态矩阵，由 Ｈｉｌｂｅｒｔ Ｄ（１８９４）提出．矩阵定义为

　 　 Ｈ ＝ （ｈｉｊ） ｎ×ｎ，　 　 ｈｉｊ ＝
１

ｉ ＋ ｊ － １
，

其构成的线性方程组为

　 　 Ｈｘ ＝ ｂ，
精确解取为 ｘ∗ ＝ ［１，１，１，…，１］， 于是对应的右端项为 ｂ ＝ Ｈｘ∗ ．

原精细积分法（ＰＩＭ）和经 ３ 种预处理精细积分法的计算结果如表 １ 和表 ２ 所示．其中表 １
数据进行一次行均衡，表 ２ 数据进行一次列均衡．

从表 １ 和表 ２ 中可看出，３ 种预处理精细积分法较原精细积分法解的精度都有提高，其中

１⁃范数均衡提升效果最为明显，远高于其他两种．对比表中的迭代次数，发现经过预处理后，迭
代次数降低，提升了计算效率．最后，对比两个表可知行均衡和列均衡预处理效果大致相同，故
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之后的计算只需进行行或者列均衡预处理即可．
表 １　 精细积分法和预处理精细积分法结果对比（行均衡）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ＰＩＭ ａｎｄ ＰｒＰＩＭ（ｒｏｗ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ）

ｏｒｄｅｒ ｎｕｍｂｅｒ

ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

１⁃ｎｏｒｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

２⁃ｎｏｒｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

∞ ⁃ｎｏｒｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

５０ １．１０Ｅ－５ ５７ ３．２０Ｅ－１４ ３０ １．９５Ｅ－７ ４８ ７．６０Ｅ－９ ４２

１００ １．６０Ｅ－５ ５７ ５．９０Ｅ－１４ ３０ ２．００Ｅ－７ ４８ １．８０Ｅ－８ ４２

５００ ３．５０Ｅ－５ ５６ １．６０Ｅ－１３ ３０ ４．４０Ｅ－７ ４６ ７．１０Ｅ－８ ４０

１ ０００ ３．７０Ｅ－５ ５５ ２．４０Ｅ－１３ ３０ ５．００Ｅ－７ ４６ １．６０Ｅ－７ ４０

表 ２　 预处理前后精细积分法结果对比（列均衡）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ＰＩＭ ａｎｄ ＰｒＰＩＭ（ｃｏｌｕｍｎ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ）

ｏｒｄｅｒ ｎｕｍｂｅｒ

ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

１⁃ｎｏｒｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｉｏｎ＋ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

２⁃ｎｏｒｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

∞ ⁃ｎｏｒｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

５０ １．１０Ｅ－５ ５７ ５．５０Ｅ－１４ ３０ １．４０Ｅ－７ ４９ １．１０Ｅ－８ ４３

１００ １．６０Ｅ－５ ５７ ８．３０Ｅ－１４ ３０ ２．２０Ｅ－７ ４８ １．３０Ｅ－８ ４２

５００ ３．５０Ｅ－５ ５６ ９．００Ｅ－１４ ３０ ４．２０Ｅ－７ ４７ ７．８０Ｅ－８ ４１

１ ０００ ３．７０Ｅ－５ ５５ １．６０Ｅ－１３ ３０ ５．４０Ｅ－７ ４６ １．２０Ｅ－７ ４０

３．２　 系数矩阵为 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵的病态方程组

Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ 矩阵（取自文献［９］）的具体形式为

　 　 Ｖ ＝

１ ｘ１ ｘ２
１ … ｘｎ－１

１

１ ｘ２ ｘ２
２ … ｘｎ－１

２

１ ｘ３ ｘ２
３ … ｘｎ－１

３

１ ︙ ︙ ⋱ ︙
１ ｘｎ ｘ２

ｎ … ｘｎ－１
ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ 矩阵为高度病态矩阵， 阶数较小即有很大的条件数， 并且随 ｘ 向量的不同

会呈现不同的形式， 所以 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ 矩阵一般为非对称矩阵．在构造系数矩阵 Ｖ 时， 定义 ｘ
向量为： ｘ ＝ Ｈ × １， 式中， Ｈ 为与 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ 矩阵同阶的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 矩阵， １ 为元素全为 １ 的列

向量， 其构成的线性方程组为 Ｖｙ ＝ ｂ， 精确解取为 ｙ∗ ＝ ［１，１，…，１］， 于是其对应的右端项为

ｂ ＝ Ｖｙ∗ ．
对上述方程用原精细积分法与 ３ 种范数行均衡预处理精细积分法计算，并且与文献［９］

中计算结果对比，结果见表 ３．
表 ３　 本文结果与文献［９］结果有效数字的对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｄｉｇｉｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｎｄ ｒｅｆ． ［９］

ｏｒｄｅｒ ｎｕｍｂｅｒ ｒｅｆ． ［９］ ＰＩＭ
１⁃ｎｏｒｍ

ｅｑｕｉｌｉｂｒａｉｏｎ＋ＰＩＭ

２⁃ｎｏｒｍ

ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ
∞ ⁃ｎｏｒｍ

ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ

４ ４ １３ １５ １４ １４

８ ４ ９ １５ ９ １０

１０ ４ ８ １５ ８ ８

６６４ 求解病态线性方程组的预处理精细积分法



　 　 从表 ３ 可以看出文献［９］中的精度是最低的，而 ３ 种预处理精细积分法精度均优于未进

行预处理的精细积分法．尤其以 １⁃范数均衡预处理精细积分法的精度最高，并且其有效数字不

随矩阵增加而降低．
３．３　 系数矩阵为 Ｐａｓｃａｌ 矩阵的病态方程组

Ｐａｓｃａｌ 矩阵（取自文献［４］）定义为

　 　 Ｐ ＝ （Ｐ ｉｊ） ｎ×ｎ，
Ｐ１ｊ ＝ １， Ｐ ｉ１ ＝ １， ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ，
Ｐ ｉｊ ＝ Ｐ（ ｉ －１） ｊ ＋ Ｐ ｉ（ ｊ －１）， ｉ， ｊ ＝ ２，３，…，ｎ，{

其构成的线性方程组为

　 　 Ｐｘ ＝ ｂ，
精确解取为 ｘ∗ ＝ ［１，１，１，…，１］， 于是对应的右端项为 ｂ ＝ Ｐｘ∗ ．

对上述方程用原精细积分法与 ３ 种范数行均衡预处理精细积分法计算，并且与文献［４］
中计算结果对比，结果见表 ４．

表 ４　 本文结果与文献［４］结果有效数字的对比

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｄｉｇｉｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｎｄ ｒｅｆ． ［４］

ｏｒｄｅｒ ｎｕｍｂｅｒ ｒｅｆ． ［４］ ＰＩＭ
１⁃ｎｏｒｍ

ｅｑｕｉｌｉｂｒａｉｏｎ＋ＰＩＭ

２⁃ｎｏｒｍ

ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ
∞ ⁃ｎｏｒｍ

ｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎ＋ＰＩＭ

２５ ８ － １４ ７ ６

５０ ８ － １４ － －

１００ ７ － １３ － －

　 　 由于 Ｐａｓｃａｌ 矩阵构成的方程组具有高度病态性，原精细积分法只能求解较为低阶的情

况，从表 ４ 中可以看出，当阶数到 ２５ 时，已经不能求解．经过 ３ 种范数均衡预处理后精细积分

法求解范围在不同程度上得到扩大，其中，２⁃范数和无穷范数均衡预处理精细积分法只能求解

到 ２５ 阶，并且低于文献［４］中方法，但是 １⁃范数可以求解到 １００ 阶，并且解的精度远高于文献

［４］中方法．

４　 结　 　 论

１） 提出行列的 １⁃范数均衡法，并扩展为范数均衡法．
２） 将范数均衡预处理方法与精细积分法相结合，提出范数均衡预处理精细积分法．
３） 数值实验表明，相较于精细积分法，范数均衡预处理精细积分法的计算效率和精度均

有显著提升，适用范围也有显著扩宽．尤其是 １⁃范数均衡预处理精细积分法效果最为明显．
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