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摘要：　 采用三参数描述有限转动会不可避免地遇到奇异性问题，这给由角速度积分求解转动参

数带来了数值困难．系统地研究了采用转动矢量描述空间大转动的奇异性问题，在此基础上提出了

一种避开转动矢量奇异点的数值积分方法．利用方向相同、模相差 ２π 的两个转动矢量对应同一有

限转动这一性质，在数值积分过程中将靠近奇异点的转动矢量切换到与之对应但远离奇异点的数

值稳定区，从而避开了转动矢量奇异性给角速度数值积分带来的困难．数值算例表明所提方法简

单、稳定、有效．
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引　 　 言

转动角速度矢量定义了空间大转动时刚体姿态随时间的变化速率．由转动角速度矢量进

行积分进而得到刚体运动的转动参数是工程应用与仿真计算中一个不可回避的条件．如在捷

联惯性导航系统中，采用陀螺仪实时探测飞行器的转动角速度参数，为了获得系统姿态参数就

需要对角速度积分．这一过程被称为姿态解算，是捷联式惯性导航系统的关键技术［１］；在刚体

动力学仿真分析中，初始时刻物体的姿态和转动角速度已知，物体的角加速度由 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）
方程确定．为得到刚体姿态的演化规律需要分别对角加速度和角速度在时间维度上进行积

分［２⁃３］；在经典梁理论中，通过平截面假设将三维连续介质力学问题简化为沿梁轴线的一维问

题，所以梁也看作由无数个刚截面沿轴线分布的特殊多刚体系统．因此表征梁的运动变形需要

对刚截面的转动进行描述，这与刚体运动学相通．此外，在由 Ｓｉｍｏ 等［４⁃５］ 针对空间大变形梁所

提出的几何精确梁理论中，用于度量梁弯曲扭转变形大小的曲率矢量与描述刚体转动快慢的

角速度矢量具有比拟关系．在一类采用曲率矢量作为节点参数的梁单元中，也需要对曲率矢量

沿梁弧长积分以得到完整的梁单元截面转动场［６⁃９］ ．
相较于描述定轴转动只需一个转角参数而言，对空间有限转动的描述要来的更为复杂．表

征有限转动的转动矩阵是单位正交阵，其 ９ 个元素满足 ６ 个约束方程，因此独立参数只有 ３
个．在航天器姿态控制和捷联惯性导航系统中，较多采用 Ｅｕｌｅｒ 角来描述系统姿态．这种描述方
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式将有限转动分解为绕特定次序的三次定轴转动，与之对应的 ３ 个转角即为 Ｅｕｌｅｒ 角．然而采

用 Ｅｕｌｅｒ 角描述空间大转动时会遇到奇异性问题，即在特定方位 ３ 个 Ｅｕｌｅｒ 角不能由转动矩阵

反解唯一确定．Ｅｕｌｅｒ 角的奇异性直接导致了在奇异点附近由转动角速度积分转动参数的数值

性态变差，因而导致数值积分效率降低甚至失败．
为了克服 Ｅｕｌｅｒ 角奇异性给角速度积分带来的数值困难，黄雪樵［１０］提出了“双欧法”．该方

法采用两套转动次序不同的 Ｅｕｌｅｒ 角系统对同一空间转动进行描述，在数值积分过程中如果

发现一组 Ｅｕｌｅｒ 角接近奇异点时便将转动参数切换为另一组 Ｅｕｌｅｒ 角．如此反复在这两组 Ｅｕｌｅｒ
角间进行切换，避免了 Ｅｕｌｅｒ 角奇异性所引起的数值困难［１１⁃１３］ ．然而采用 Ｅｕｌｅｒ 角表示转动矩

阵涉及大量三角函数运算，且在奇异点附近进行 Ｅｕｌｅｒ 角切换时需要由转动矩阵反解 Ｅｕｌｅｒ
角，因此采用双欧方法的运算量偏大，这给实时计算带来了困难．

由于采用三参数描述有限转动必然会引起奇异性问题， 于是 Ｅｕｌｅｒ 四元数方法被提出并

应用于姿态解算［１４⁃１５］ ．Ｅｕｌｅｒ 四元数采用 ４ 个参数描述空间转动， 其优点是不存在奇异点； 但

是相较于三参数方法会使描述参数维度增加， 且需要满足四元数模为 １ 的约束条件．这使由

角速度积分得到转动参数时需要求解微分代数方程组， 无疑增加了数值求解难度， 降低了求

解效率．
另一种用于描述有限转动的三参数方法是转动矢量方法［１６］ ．转动矢量描述将任意大转动

等效为一次定轴转动，其中转动矢量方向代表转轴方向，矢量的模代表转动角度，因而具有描

述参数少、物理概念直观等优点．Ｚｕｐａｎ 和 Ｓａｊｅ［１７］对比了不同微分方程数值算法在角速度数值

积分过程时分别采用转动矢量、Ｅｕｌｅｒ 四元数等参数的数值稳定性问题，从数值上证明了转动

参数奇异性问题对仿真计算的影响不可忽略．
本文系统地阐述了采用转动矢量描述有限转动的奇异性问题，并充分利用转动矢量描述

大转动的周期性，提出了一种能简单有效避开转动矢量奇异点的数值积分策略．

１　 有限转动的参数化描述与奇异性

转动概念的引入和研究刚体运动密不可分．在连续介质力学中，质点的运动可由相对于惯

性坐标系的 ３ 个线位移描述．而对于包含无数质点且任意两质点间距离保持不变的刚体，为了

采用较少参数描述其运动，通常在刚体上建立与之固接的连体坐标系，从而将刚体运动分解为

随连体坐标系原点的平动和绕连体坐标系原点的转动描述，如图 １ 所示．

图 １　 刚体运动描述

Ｆｉｇ． １　 Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ ｍｏｔｉｏｎ

在图 １ 中，记惯性坐标系基矢量为 ｇｉ，ｉ ＝ １，２，３；
刚体连体坐标系基矢量为 ｅｉ，ｉ ＝ １，２，３； 刚体连体坐

标系圆点 Ｏ′ 相对于惯性坐标系圆点 Ｏ 的位置矢径

为 ｒ； 惯性坐标系基矢量 ｇｉ 与连体坐标系基矢量 ｅｉ

满足如下关系：
　 　 ｅｉ ＝ Ｒｇｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，３， （１）

其中矩阵 Ｒ 被称为转动矩阵．这里所定义的转动矩阵

Ｒ 描述了刚体连体基坐标相对于惯性坐标系的方位，
即，可将当前时刻刚体连体坐标系方位看作是由初

始时刻与整体惯性坐标系一致情况下施加一个有限

转动得到．转动矩阵 Ｒ 是单位正交矩阵，满足如下关

系式：
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　 　 ＲＲＴ ＝ Ｉ ． （２）
上式为转动矩阵的 ９ 个元素提供了 ６ 个约束方程，因而最少可以采用 ３ 个独立参数来表

示转动矩阵．这其中应用最广泛的有限转动三参数描述方法有 Ｅｕｌｅｒ 角和转动矢量等．
Ｅｕｌｅｒ 角描述方法把空间有限转动看成是 ３ 次连续定轴转动形成的．如图 １ 中，刚体连体

坐标系 { ｅ１ ｅ２ ｅ３ } 可以看作由整体坐标系 { ｇ１ ｇ２ ｇ３ } 先绕第 １ 根轴转动 α 角度；然后

绕新形成的中间坐标系第 ２ 根轴转动 β 角度；最后绕新的第 ３ 根轴转动 γ 角度得到．这里规定

三次定轴转动对应角度 αβγ 满足右手法则为正、反之为负，这组转动次序可以简记为 １，２，３．
据此，转动矩阵 Ｒ 可以由 Ｅｕｌｅｒ 角表示为

　 　 Ｒ ＝
ｃｏｓ βｃｏｓ γ ｃｏｓ γｓｉｎ αｓｉｎ β － ｃｏｓ αｓｉｎ γ ｓｉｎ αｓｉｎ γ ＋ ｃｏｓ αｃｏｓ γｓｉｎ β
ｃｏｓ βｓｉｎ γ ｃｏｓ αｃｏｓ γ ＋ ｓｉｎ αｓｉｎ βｓｉｎ γ ｃｏｓ αｓｉｎ βｓｉｎ γ － ｃｏｓ γｓｉｎ α
－ ｓｉｎ β ｃｏｓ βｓｉｎ α ｃｏｓ αｃｏｓ β
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这组 Ｅｕｌｅｒ 角被航空器姿态控制、捷联惯性导航等领域所广泛采用，这 ３ 个 Ｅｕｌｅｒ 角 α，β，γ 也

被依次称作翻滚角、俯仰角和偏航角．按照类似方法，根据转动轴线及其顺序选择的不同，一共

可以定义 １２ 组不同的 Ｅｕｌｅｒ 角参数．
由 Ｅｕｌｅｒ 转动定理可知，任何一个空间转动都可以由一次定轴转动得到．据此可以引入有

限转动的转动矢量描述，其矢量方向代表转轴方向，矢量的模代表绕转轴的转动角度．转动矩

阵 Ｒ 可以由转动矢量 θ 表示为［１８］

　 　 Ｒ（θ） ＝ Ｉ ＋ ｓｉｎ ϑ
ϑ

θ ＋ １ － ｃｏｓ ϑ
ϑ２ θ２ ＝ ｅｘｐ θ， （４）

其中 ϑ ＝ θ 为转动矢量的模，矩阵 θ 为与转动矢量 θ 对应的反对称矩阵，即

　 　 θ ＝
０ － θ ３ θ ２

θ ３ ０ － θ １
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空间有限转动的描述具有特殊性：转动描述与转动次序息息相关，不具有可交换性．因此，
描述有限转动的转动矢量虽然被称为矢量，但其并不满足矢量加法准则，即 Ｒ（θ １ ＋ θ ２） ≠
Ｒ（θ ２）Ｒ（θ １）， 在这个意义上转动矢量被称之为“伪矢量”．

此外定轴转动具有周期性，即转角相差 ２ｋπ，ｋ ∈ Ｚ 所对应的两个转动方位是相同的．因此

当采用转动矢量描述时，如果保持转动矢量 θ 的方向不变，其模增加 ２ｋπ， 则根据式（４）有

　 　 Ｒ（θ） ＝ Ｒ（θ ＋ ２ｋπ θ
ϑ
），　 　 ｋ ∈ Ｚ ． （６）

包括 Ｅｕｌｅｒ 角和转动矢量在内的有限转动参数描述了刚体相对于惯性坐标系的方位；刚
体姿态随时间的变化速率可以由转动角速度矢量来描述．根据刚体连体基与整体惯性坐标系

的关系式（１），对方程两边求一阶时间导数可得

　 　 ｅｉ ＝ Ｒｇｉ ＝ ＲＲＴＲｇｉ ＝ ＲＲＴｅｉ ＝ ωｅｉ ＝ ω × ｅｉ， （７）
其中

　 　 ω ＝ ＲＲＴ ． （８）
由转动矩阵 Ｒ 的单位正交性式（２）易知 ω 为反对称矩阵，其轴矢量 ω 即为刚体转动角速度矢

量．需要明确的是，这里的角速度矢量是参考惯性坐标系定义的．当采用转动矢量 θ 表示有限

转动时，根据式（４）和（８），角速度矢量 ω 可以由转动矢量的一阶导数 θ 表示为

４５４ 一种避开大转动奇异点的角速度数值积分方法



　 　 ω ＝ Ｔθθ， （９）
其中

　 　 Ｔθ ＝ Ｉ ＋ １ － ｃｏｓ ϑ
ϑ２ θ ＋ ϑ － ｓｉｎ ϑ

ϑ３ θ２ ． （１０）

在实际应用和工程计算中常会出现这样的问题：角速度矢量是时间的已知函数，要对角速

度积分得到转动参数从而确定方位．如捷联惯性导航系统的姿态解算、刚体和梁的动力学仿真

等，都需要对角速度矢量积分来确定转动参数．此外，在几何精确梁理论中，描述梁弯曲扭转变

形大小的曲率矢量与描述刚体转动快慢的角速度矢量具有比拟关系［４⁃５］ ．角速度矢量是刚体姿

态在时间维度上的变化速率，而曲率矢量可以描述梁刚性截面的方位在弧长维度上的变化速

率．因此，只需要将角速度矢量表达式（９）中转动矢量的一阶时间导数 θ 替换为对梁弧长的导

数 θ′， 就可以得到曲率矢量 κ 的表达式，即 κ ＝ Ｔθθ′ ．在采用曲率矢量作为节点参数构造梁单

元的研究中，也需要对曲率矢量沿弧长积分以得到完整的梁截面转动场．
根据方程（９），转动矢量的一阶时间导数 θ 可以由转动角速度矢量 ω 表示为

　 　 θ ＝ Ｔ －１
θ ω， （１１）

其中

　 　 Ｔ －１
θ ＝ Ｉ － １

２
θ ＋ １

ϑ２ １ － ϑ
２ｔａｎ（ϑ ／ ２）
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÷ θ２ ． （１２）

所以，只需对方程（１１）进行积分便可以得到转动矢量，进而得到转动矩阵，确定刚体姿态．对逆

矩阵 Ｔ －１
θ 表达式（１２）进行分析不难得出：当转动矢量 θ 的模 ϑ 接近 ２π 及其整数倍，即 ϑ →

２ｋπ，ｋ ∈ Ｚ ＼ { ０ } 时，矩阵 Ｔ －１
θ 表达式中 ２ｋπ ／ （２ｔａｎ（ｋπ）） 将趋近于无穷大，这意味着此时矩

阵 Ｔ －１
θ 的数值性态非常差；而当 ϑ ＝ ２ｋπ 时，矩阵 Ｔθ 将不可逆，所以 ϑ ＝ ２ｋπ 就是采用转动矢

量表示有限转动的奇异点．在奇异点附近，转动矢量的一阶时间导数 θ 将不能根据式（１１）由角

速度矢量 ω 唯一确定．已经证明，这是采用三参数描述有限转动时必然会出现的奇异性问题．
如当采用 Ｅｕｌｅｒ 角描述有限转动时，根据 Ｅｕｌｅｒ 角与转动矩阵的关系式（３）和角速度矢量定义

式（８），刚体转动角速度矢量相对于惯性坐标系的坐标列阵可以表示为
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由式（１３）进行反解，可将 ３ 个 Ｅｕｌｅｒ 角的时间变化率用角速度矢量表达为

　 　
α
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γ
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＝ １
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ｃｏｓ γ ｓｉｎ γ ０
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． （１４）

从式（１４）可以看出，这组 Ｅｕｌｅｒ 角参数中的第二个转角 β ＝ π ／ ２ ＋ ２ｋπ 即为奇异点．
由于在奇异点附近由转动角速度矢量积分得到转动参数的数值性态非常差，将会引起数

值积分失败等问题．在航天器姿态控制和捷联惯性导航领域，针对 Ｅｕｌｅｒ 参数的奇异性问题提

出了双欧法［１０］ ．为了越过 Ｅｕｌｅｒ 角的奇异点，该方法采用两套转动次序不同的 Ｅｕｌｅｒ 角对同一

有限转动进行描述．在角速度积分过程中，当发现一组 Ｅｕｌｅｒ 角接近奇异时就将转动参数切换

为另一组 Ｅｕｌｅｒ 角，如此反复切换直至积分完成，从而避免了 Ｅｕｌｅｒ 角奇异性问题带来的数值

困难．由于采用 Ｅｕｌｅｒ 角计算转动矩阵涉及到大量的三角函数运算，并且在奇异点附近进行
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Ｅｕｌｅｒ 角切换时又涉及到由转动矩阵反解 Ｅｕｌｅｒ 角等操作，因此双欧法的数值运算量较大，不利

于实时计算．
本文采用转动矢量作为空间大转动的描述参数，针对转动矢量奇异性问题提出了一种避

开大转动奇异点的简单且稳定地进行角速度矢量数值积分的策略．

２　 避开转动矢量奇异点的角速度积分策略

采用转动矢量描述空间大转动具有参数最少，不含冗余参数，物理概念明确，计算量小等

优点，被多体系统动力学、大变形柔性梁动力学等研究领域所采用．因此，研究避开转动矢量奇

异点的角速度积分方法具有十分重要的意义．
根据转动矢量描述的周期性可知，转动矢量的模 ϑ 在 ［０，２π］ 范围内就能够完整表述任

意空间大转动，其中 ϑ ＝ ２π 为奇异点．当 ϑ在奇异点 ２π 附近一个小区间范围内 ϑ∈［２π － ξ，
２π］， 矩阵 Ｔ －１

θ 的数值性态会变的非常差．此时若继续利用式（１１）积分求解转动矢量，将无法

得到可信的数值结果．利用转动矢量含义：转动矢量的模代表绕转轴方向的转角．此时保持转

动矢量方向不变而将转动矢量的模 ϑ减去 ２π，便可以得到新的转动矢量 θ∗ ＝ θ － ２πθ ／ ϑ，其

对应转角应为 ϑ∗ ＝ ϑ － ２π ．根据转动矢量与转动矩阵关系式（６）易知转动矢量 θ 和 θ∗ 对应

同一转动矩阵，即有

　 　 Ｒ（θ） ＝ Ｒ（θ∗） ． （１５）
于是可以发现，转动矢量 θ 和新生成的转动矢量 θ∗ 描述的是同一个有限转动，而新得到

的转动 θ∗ 的模满足 ϑ∗ ∈［ － ξ，０］， 远离奇异点 ± ２π ．利用这一点可以将转动矢量的一个完

整转动周期 ［０，２π］ 划分为 ３ 部分：稳定区（ ｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ）、缓冲区（ｂｕｆｆｅｒ ｒｅｇｉｏｎ）和奇异区

（ｓｉｎｇｕｌａｒ ｒｅｇｉｏｎ），如图 ２ 所示．

图 ２　 转动矢量区域划分

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ

在图 ２ 中，逆时针从 ０ 到 ２π 表示一个完整的描述周期，其中区间 ［０，３π ／ ２］ 远离奇异点，
在此区间内矩阵 Ｔ －１

θ 数值性态良好，由转动角速度矢量积分反解转动矢量不存在奇异性问题，
这里称之为稳定区；区间 ［２π － ξ，２π］ 靠近奇异点，矩阵 Ｔ －１

θ 在此区间的数值性态极差，这里

称之为奇异区；区间 ［３π ／ ２，２π － ξ］ 为在稳定区与奇异区之间设置的一个缓冲区，可以用于

判断转动矢量是否接近转动奇异区．同样的，在转动矢量另一个完整的转动周期 ［ － ２π，０］ 也
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可以类似地划分．
由转动角速度矢量进行数值积分得到转动矢量过程中，为了避开转动矢量奇异点，可以采

用如下积分策略：在每一个成功的积分步，检验转动矢量的模 ϑ 在哪个区间．如果 ϑ ＞ ３π ／ ２，
则转动矢量 θ 落在缓冲区，其对应矩阵 Ｔ －１

θ 的数值特性有变差的趋势．此时保持转动矢量方向

不变，只需将其模减去 ２π 便可得到与 θ 表示相同转动的新的转动矢量 θ∗ ＝ θ － ２πθ ／ ϑ ．由图

２可以直观地看出，上述变换就相当于把落在缓冲区 Ａ点的转动矢量 θ拉回到稳定区 Ｂ点所对

应的新转动矢量 θ∗， 而这两个转动矢量所对应的有限转动是完全等价的．下一积分步中，只需

用 θ∗ 代替 θ 进行迭代，直到完成整个积分过程．上述积分策略可以用流程图表示，如图 ３ 所示．

图 ３　 避开转动矢量奇异点的积分策略流程图

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ａｖｏｉｄｉｎｇ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ

在本文提出的避开大转动奇异点的积分策略中，采用转动矢量作为空间大转动的描述参

数，保持了三参数描述有限转动参数最少的优势；在角速度矢量积分过程中，仅需在奇异点附

近进行一次矢量减法运算便可以对转动参数进行切换，因此极大地减小了计算量．最后给出具

体数值算例，来验证该方法的有效性．

３　 数 值 算 例

为了检验本文提出避开转动矢量奇异点的数值积分方法的有效性，本节将给出具体数值

算例．这里构造数值算例的思路是：首先定义转动矢量随时间变化的解析函数 θ（ ｔ）； 然后利用

转动角速度矢量与转动矢量一阶导数关系式（９）生成一个角速度矢量函数 ω（ ｔ）； 从而依据式

（１１），将转动矢量一阶时间导数由角速度矢量表达出来，并根据初始条件得到一阶常微分方

程初值问题：

　 　
ｄθ
ｄｔ

＝ Ｔ －１
θ ω，

θ ｔ ＝ ０ ＝ θ（０） ．

ì

î

í
ïï

ïï
（１６）

对于初值问题（１６），可以采用标准的常微分方程数值方法积分得到转动参数的数值解，这里

记作 θ
－
（ ｔ） 以示与解析解 θ（ ｔ） 区别．
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由于采用转动矢量描述空间大转动时的周期性，即方向相同而模相差 ２π 的两个转动矢

量其实表达的是同一个转动．因此，单纯从两个转动矢量分量大小上不足以说明两者的接近程

度．这里给出一种表示两个转动矢量近似程度的度量，定义转动矢量数值解 θ
－
（ ｔ） 与解析函数

θ（ ｔ） 所对应的偏差转动矩阵：
　 　 Ｒαｅｒｒ

＝ ＲＴ
θＲθ

－， （１７）

其中 Ｒθ 为转动矢量解析函数 θ 生成的转动矩阵， Ｒθ
－ 为转动矢量数值解 θ

－
生成的转动矩阵，

αｅｒｒ 为偏差矩阵 Ｒαｅｒｒ
对应的转动矢量．由式（１７）可知，当 Ｒθ 与 Ｒθ

－ 相等时， Ｒαｅｒｒ
＝ Ｉ，此时其对应

转动矢量 αｅｒｒ ＝ ０．因此，可以用转动矢量 αｅｒｒ 的模表示数值积分得到的转动矢量 θ
－
（ ｔ） 与解析

解 θ（ ｔ） 之间的近似程度．
在本算例中，设转动矢量的解析函数 θ（ ｔ） 为

　 　 θ（ ｔ） ＝
ｓｉｎ２（２０ｔ） ＋ １０ｓｉｎ（ ｔ）

５ｔ
ｓｉｎ（ ｔ） ＋ ０．０８ ｃｏｓ（１００ｔ） － １( )

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （１８）

上式给出的转动矢量的 ３ 个分量都是随时间变化的已知函数，其代表的是一个任意的空间大

转动．据此转动角速度矢量可以表达为ω（ ｔ）＝Ｔθθ（ ｔ），将其代入式（１６），通过求解初值问题解

出由转动角速度矢量数值积分得到的转动矢量参数．
为了说明转动矢量奇异性产生的数值问题，并对比文中给出的避开奇异点数值积分方法

的有效性，这里采用以下两种计算方案：
方案 １　 不考虑奇异性问题，直接对转动角速度进行积分求解；
方案 ２　 采用文中提出的避开转动矢量奇异点的积分策略进行求解．
本算例是在 ＭＡＴＬＡＢ 环境中编程，并采用基于显式四五阶变步长 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的 Ｏｄｅ４５

求解器进行数值积分求解．设定仿真计算时间为 ２ ｓ，绝对误差限和相对误差限均为 １０－１０，数值

仿真结果如图 ４～７ 所示．

图 ４　 方案 １ 所得转动矢量各分量的时间曲线 图 ５　 方案 ２ 所得转动矢量各分量的时间曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｍｅｔｈｏｄ １ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ２

图 ４ 给出了采用方案 １ 中由角速度矢量积分所得转动矢量 ３ 个分量的时间变化曲线．由
于方案 １ 在积分过程中没有对转动矢量奇异点做任何处理，正如本文所分析，因奇异点附近奇

异区矩阵 Ｔ －１
θ 数值性态非常差，从而积分迭代无法满足积分精度要求，最终导致积分失败．

方案 ２ 采用了本文提出的避开转动矢量奇异点的积分策略，由于在数值积分到达积分奇

异区之前就将转动矢量 θ 切换到了与之表示同一转动的稳定区所对应的转动矢量 θ∗， 从而
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有效避免了在奇异区产生的数值困难．图 ５ 给出了采用方案 ２ 积分得到的转动矢量 ３ 个分量

的时间变化曲线，从中可以看出数值积分顺利完成，初步验证方法达到了预期效果．

图 ６　 两种积分方案所得转动矢量模的时间曲线 图 ７　 偏差转动矢量模的时间曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ
ｎｏｒｍ ｉｎ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ

图 ６ 给出了采用上述两种积分方案所得到的转动矢量模的时间变化曲线．从图中更能清

晰地反映出：采用积分方案 １ 时，当转动矢量的模在远离奇异点 ２π 时，由转动角速度矢量积

分得到转动参数可以顺利进行；当转动矢量模到达 ２π 时，数值积分始终无法通过奇异点，最
终数值积分失败．而采用积分方案 ２ 时，由于在转动矢量奇异点之前 ３π ／ ２ 处设置了缓冲区，使
进入缓冲区的积分点都被重新拉回到了与之表述转动等价的稳定区，从而有效避免了数值积

分在奇异区的数值困难，因而数值积分能够顺利完成．
图 ７ 进一步给出了由角速度矢量数值积分得到的转动矢量与转动矢量解析函数所描述转

动的精度对比曲线．
分析图 ７ 可以看出：积分方案 １ 在奇异点前可以得到满足精度的数值解，但无法通过奇异

点；积分方案 ２ 所得转动矢量数值解与解析解所描述的空间大转动误差在 １０－１０左右，满足给

定的精度要求．这个数值算例充分证明了本文方法能够有效地克服由转动角速度矢量积分得

到转动矢量过程中的奇异性问题．

４　 结　 　 论

本文系统阐述了采用 ３ 参数描述空间大转动所遇到的奇异性问题及其给角速度矢量积分

得到转动姿态带来的数值困难．采用转动矢量作为描述空间转动的参数，提出了可以有效避开

转动矢量奇异点的角速度矢量数值积分方法．该方法利用了方向相同、模相差 ２π 的两个转动

矢量表示的转动矩阵等价这一性质，将转动矢量的模在 ０ ～ ２π 范围内划分为远离奇异点的稳

定区、靠近奇异点的奇异区和将二者隔离开的缓冲区．通过在积分过程中对积分点所处区域进

行判断，并在此基础上将落入缓冲区的积分点拉回稳定区，从而使积分过程有效避开了转动矢

量奇异点．数值算例表明本文所提角速度矢量积分方法简单、稳定、有效，为相关领域转动参数

积分计算提供了一种可行方案．
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