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摘要：　 在河渠水位迅速变化后再缓慢变化的条件下，建立了河渠半无限潜水含水层中非稳定渗

流模型．利用 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 第一线性化方法及 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，并注意应用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换中的“积分性

质”，给出形式相对简单、由常用函数表达的解，阐述特定解及其相应的物理意义．由解所揭示的潜

水位变化规律表明，含水层任一点处潜水位变动速度的时间变化曲线形态是固定的，与河渠边界

水位变动速率 λ无关；潜水最大变速发生的时间，随 λ呈非线性位移．依据潜水位变化规律，建立利

用潜水位变动速度求含水层参数的方法，并用实例演示了拐点法求参数的过程．
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引　 　 言

河渠附近潜水非稳定渗流问题，是地下水渗流力学中最为经典的问题之一［１⁃３］ ．其中，被直

线型河渠完全切割的半无限水平潜水含水层中的潜水一维渗流模型（河渠⁃半无限潜水渗流模

型），是最基本同时也是最重要的河渠⁃潜水渗流模型［１⁃４］ ．大量的研究文献以河渠⁃潜水渗流为

基础，针对不同的水文地质条件，对模型中的初始条件、边界条件、源汇项等进行相应地修

改［４⁃１０］，以获得相应问题的解，从而为灌排水渠系统设计［１⁃４］、地表水体附近或河间地块中的潜

水非稳定变化过程与渗流规律研究［５⁃１０］、地表水与地下水之间相互作用的定量评价［７⁃９］、河道

水文过程研究［１１⁃１２］、潜水含水层参数确定［１３⁃１５］等，提供了基本的理论工具．
根据边界（视为一类边界的河渠完全切割潜水含水层）条件和有无源汇项，河渠⁃半无限潜

水渗流模型，多假定河渠水位变化瞬时完成之后，在很长的计算期内，水位保持稳定［１，３⁃９，１３］ ．实
际上，水位变化多是快速变化后再连接一相对缓慢的变化过程，如节制闸关闸蓄水，节制闸附

近的渠水位快速上升后，因水流惯性而导致渠道有一较长时间的水位持续缓慢上升过程．为解

决这类水位变动的一类边界问题，现有研究主要有 ２ 种方法：１） 对水位变化过程进行离散，使
得 “水位分段水平”，再采取水流叠加原理，进行求解．这种方法相对简单，但实际应用中，当水

位变化过程较复杂时，需要将水位过程分许多段，才能基本满足“水位分段水平”；分段过多，
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计算繁琐．２） 对水位变化过程进行相应的离散处理，不要求“水位分段水平”，由此求出的解，
往往是不常用的特殊函数［１，４］ ．此时，需要对特殊函数建立相应的计算方法，这为方法推广带来

不便．
对河流水位迅速变动后，水位呈缓慢的线性变化时的半无限潜水渗流模型，在利用 Ｌａ⁃

ｐｌａｃｅ 变换时，应用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的“积分性质”，可获得形式相对比较简单的解．

１　 渗 流 模 型

一顺直河渠，如图 １ 所示，其所处地段的水文地质条件，可概括为：

图 １　 河渠附近潜水渗流场

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈｒｅａｔｉｃ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｉｅｌｄ ｂｙ ａ ｓｔｒｅａｍ

① 潜水含水层均质各向同性、具水平的

隔水底板，在平面上无限延伸；
② 一条在剖面上基本完整切割含水层的

河流，河流水位初期迅速升高 ΔＨ０ 后，水位呈

缓慢的线性变化；
③ 潜水初始水位 ｈ（ｘ，０） 水平；
④ 潜水水流可视为一维流．
对应经典的 Ｆｅｒｒｉｓ 模型，上述水文地质概

念模型中：条件②，由“水位迅速升高 ΔＨ０ 后、水位保持不变”，修改为“水位迅速升高 ΔＨ０ 后、
水位呈缓慢的线性变化”．

该问题的数学模型可写成
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式中， μ 是含水层给水度； ｋ 是含水层渗透系数，ｍ ／ ｄ； ｈ 是地下水水位，ｍ； ΔＨ０ 是河水迅速变

化初期段的水位变化幅度，ｍ； λ 是水位在计算期间随时间缓慢变化的速率，ｍ ／ ｄ； ｘ 是计算点

距边界的距离，ｍ ．

２　 模 型 的 解

对于模型，当 ｈ（ｘ，ｔ） － ｈ（ｘ，０） ≤ ０．１ｈｍ（ｈｍ 为潜水流的平均厚度，这在实际中大都能满

足）时，可利用 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程第一线性化方法，令 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，ｔ） － ｈ（ｘ，０）； 再对模型求

关于 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，可得模型：

　 　 ∂２ｕ－

∂ｘ２
－ ｓ

ａ
ｕ－ ＝ ０， （１）

　 　 ｕ－ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ １
ｓ
·ΔＨ０ ＋ １

ｓ２
·λ， （２）

　 　 ｕ－ ｜ ｘ→∞ ＝ ０， （３）
式中， ｕ－ 为 ｕ 关于 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的象函数， ｓ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 算符， ａ ＝ ｋｈｍ ／ μ，ａ 为潜水含水层的

导压系数，ｍ２ ／ ｄ ．
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模型中，式（１）的通解为
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由上述通解，结合边界条件（２）、（３），可得模型的定解：

　 　 ｕ－（ｘ，ｓ） ＝ １
ｓ
ΔＨ０ ＋ １

ｓ２
·λæ

è
ç
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ø
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è
ç

ö

ø
÷ ． （４）

对式（４）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，对 １ ／ ｓ２ 项求逆变换时，注意 Ｌａｐｌａｃｅ 变换中的“积分性质”，

即 Ｌ [∫ｔ
０
ｆ（ ｔ）ｄｔ ] ＝ １

ｓ
Ｌ［ ｆ（ ｔ）］，Ｌ［ ｆ（ ｔ）］ 是关于 ｆ（ ｔ） 的 Ｌａｐｌａｃｅ 算符．注意 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，ｔ） －

ｈ（ｘ，０）， 可获得上述模型的解：

　 　 ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，０） ＋ ΔＨ０·ｆｅｒｃ
ｘ

２ ａｔ
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ｆｅｒｃ

ｘ
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æ

è
ç
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÷ ｄτ， （５）

式中， ｆｅｒｃ（ ｚ） 是余误差函数，ｚ ＝ ｘ ／ （２ ａｔ ） ．
式（５）是在河渠边界控制下的半无限潜水含水层中，在水位迅速升高 ΔＨ０ 后、水位呈缓慢

线性变化的河渠水位影响下，潜水非稳定渗流过程的解析解．该式是由比较常用的函数表达

的；与现有类似模型的解相比，形式也比较简单．

３　 解的数理特征

３．１　 特定解及其水文地质意义

３．１．１　 λ ＝ ０
当 λ ＝ ０， 对应模型中的条件②，修改为“水位迅速升高 ΔＨ０ 后、水位保持不变”；此时，式

（５）转化为式（６）：

　 　 ｈ∗（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，０） ＋ ΔＨ０·ｆｅｒｃ
ｘ

２ ａｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

式（６）是经典的 Ｆｅｒｒｉｓ 模型解；为便于以下讨论，式（６）计算的 ｈ（ｘ，ｔ），记为 ｈ∗（ｘ，ｔ） ．
３．１．２　 ｘ → ０

当 ｘ→０， ｆｅｒｃ（ｘ ／ （２ ａｔ ）） ＝ １，ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，０） ＋ ΔＨ０ ＋ λｔ； 此时，对应的是边界点上的地

下水水位，与河渠水位变化同步、同幅度，这与地下水渗流力学的基本原理相符．
３．１．３　 ｘ → ∞

当 ｘ→∞， ｆｅｒｃ（ｘ ／ （２ ａｔ ）） ＝ ０，ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，０）； 此条件对应的是距离边界无穷远处的地

下水水位，与河渠水位变化无关，这与地下水渗流力学的基本原理相符；实际情况中，一般距离

边界有一定远距离时，河渠水位变动对地下水水位的影响就基本可以忽略了．
３．２　 水位复杂变化条件下的解

当河渠水位 Ｈ（ ｔ） 变化过程复杂，此时，可根据Ｈ（ ｔ） 实测过程，采用线性插值方法，先将评

价期划分为若干个计算时段，在每个时段内，Ｈ（ ｔ） 被描述为线性变化．则有

　 　

Ｈ（ ｔ） ＝ ΔＨ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ（ ｔ － ｔｉ －１）·γ（ ｔ － ｔｉ －１），

λ ｉ ＝
Ｈｉ － Ｈｉ －１

ｔｉ － ｔｉ －１
，
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　 　 ｔ ∈ （ ｔｉ －１，ｔｉ）， ｉ ∈ Ｎ∗， （７）
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γ（ ｔ － ｔｉ －１） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数， 具有如下性质：当 ｔ ＜ ｔｉ －１，γ（ ｔ － ｔｉ －１） ＝ ０；当 ｔ ≥ ｔｉ －１，γ（ ｔ － ｔｉ －１）
＝ １．则有

　 　 ｈ（ｘ，ｔ） ｘ ＝ ０ ＝ ｈ（０，０） ＋ ΔＨ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ（ ｔ － ｔｉ －１）·γ（ ｔ － ｔｉ －１）　 　 （ ｔ ≥ ０） ． （８）

依据式（５），将边界条件（２）变换为式（８），根据叠加原理，可得问题的解：

　 　 ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，０） ＋ ΔＨ０·ｆｅｒｃ
ｘ

２ ａｔ
æ

è
ç
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ø
÷ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｈｉ － Ｈｉ －１）·ｆｅｒｃ

ｘ
２ ａ（ ｔ － ｔｉ －１）
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è
ç
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ø
÷ ． （９）

式（９）是在河渠水位采用线性插值离散条件下，潜水非稳定渗流过程的解析解．
３．３　 潜水位变动规律与应用

潜水位变动速度 φ（ｘ，ｔ） ＝ ∂ｈ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ， 由式（５）可得

　 　 φ（ｘ，ｔ） ＝ ∂ｈ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝
ΔＨ０

２ πａ
ｔ －３ ／ ２·ｅｘｐ － ｘ２

４ａｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λｆｅｒｃ

ｘ
２ ａｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１０）

　 　 ∂φ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝
ｘΔＨ０

２ πａ
ｔ －５ ／ ２·ｅｘｐ － ｘ

４ａｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

２
＋ ｘ２

４ａｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － λｔ

ΔＨ０

é

ë
êê

ù

û
úú ． （１１）

３．３．１　 λ 形成的潜水位变速的时间变化规律

由式（１０），潜水位变速是 ΔＨ０，λ 两种作用的合成．
当ΔＨ０ ＝ ０时，潜水位变速就完全由λ 作用形成；由式（１０），λ 作用形成的潜水位变速为式

（１０） 右端第 ２ 项，是河渠水位后期变化速率 λ 与 ｆｅｒｃ（ ｚ） 的乘积（ ｚ ＝ ｘ ／ （２ ａｔ ）） ．
对于一特定含水层 （ａ值确定） 中的某一点（ｘ值确定），其潜水位变动速度 φ（ｘ，ｔ） 随时间

ｔ 的曲线形态是固定的，与河渠边界水位变动速率 λ 无关．
图 ２ 为 ｘ ＝ ６０ ｍ 时，在不同 ａ 值条件下的 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 曲线．

对 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 的影响规律，ｘ 与 １ ／ ａ 等效．

图 ２　 不同 ａ 值时 λ 在 ｘ 处形成的潜水位变速

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｒｅａｔｉｃ ｌｅｖｅｌ ｆｏｒｍｅｄ ｂｙ λ ａｔ ｐｏｉｎｔ ｘ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ａ

３．３．２　 λ 对潜水位最大变速的影响规律

φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 上的拐点，为潜水获得最大变速的时刻，是研究潜水渗流问题的一个重要变量．
当 ΔＨ０ ≠０∩λ ＝ ０ 时，解转化为 Ｆｅｒｒｉｓ 模型解．此时，将 φ（ｘ，ｔ） 记为φ０（ｘ，ｔ）；φ０（ｘ，ｔ） ⁃ｔ存

在一拐点、拐点处时间为 ｔｋ ．由式（１１），有
　 　 ｔｋ ＝ ｘ２ ／ （６ａ） ． （１２）
当 ΔＨ０ ≠ ０ ∩ λ ≠ ０ 时，φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 也存在一个拐点，拐点处的时间为 ｔｇ； 由式（１１），有
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（１３）

式（１３）表明，在 λ 作用的影响下，φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 的拐点时间发生时间位移．
由式（１０）， φ（ｘ，ｔ） ＝ φ０（ｘ，ｔ） ＋ λｆｅｒｃ（ ｚ）， ｆｅｒｃ（ ｚ） 为单调递增函数，λｆｅｒｃ（ ｚ） 将导致拐点时间

位移有如下规律（如图 ３）：相对于 λ ＝ ０ 时的拐点时间 ｔｋ，λ ＞ ０ 时拐点发生时间 ｔｇ 向后延时，
即 ｔｇ ＞ ｔｋ，λ 越大延时越长；λ ＜ ０时延时规律相反；不同 λ 值对应的拐点发生时间不在一条直

线上，也即，潜水最大变速发生的时间随 λ 呈非线性位移．

图 ３　 潜水变速拐点随 λ 位移

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｒｅａｔｉｃ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｓｐｅｅｄ ｖｓ． ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ λ

３．３．３　 λ 对潜水位计算的影响

对于水位持续变化的河渠，如未考虑河渠

水位变动的影响，而直接用 ΔＨ０ 来计算潜水水

位，形成的计算误差为 Δｈ，是式（１０） 右端第 ２
项；Δｈ 随时间的变化，记为 ＶΔｈ：

　 　 ＶΔｈ ＝ ∂（Δｈ）
∂ｔ

＝ λ·ｆｅｒｃ
ｘ

２ ａｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１４）

ＶΔｈ 为相对式（６）计算的地下水水位变幅，有
　 　 ＶΔｈ ／ ［ｈ∗（ｘ，ｔ） － ｈ（ｘ，０）］ ＝
　 　 　 　 λ ／ ΔＨ０ ． （１５）
式（１４）表明：不考虑河渠水位变化导致的

潜水变幅计算误差，其误差的变动速度 ＶΔｈ，相
比ΔＨ０ 独立形成的潜水水位变幅，为λ ／ ΔＨ０ 是

一常数． 这表明，ΔＨ０ 引起的地下水变幅、
λｔ（ΔＨ０ 之后的水位变化） 引起的潜水变幅，
两者对潜水水位的作用相对独立，潜水水位由

这两者合成而成；这与式（５）所表达的数学规

律相一致，也符合地下水流叠加原理．
３．３．４　 应用

由上述规律，可直接应用于实际工作中．
适线法　 当 ΔＨ０ ＝ ０ ∩ λ ≠０ 时，根据 λ 形成的 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 规律，可建立求解含水层参数 ａ

的适线法．对 ｘ监测点，构建与不同 ａ值相对应的 ｆｅｒｃ（ ｚ） ⁃ｔ理论曲线族；由 ｘ点实测的潜水水位动

态，获得 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ曲线；当形成 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ的含水层参数 ａ值，与 ｆｅｒｃ（ ｚ） ⁃ｔ理论曲线图族中某曲线

ａ 值相等时，则 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ与 ｆｅｒｃ（ ｚ） ⁃ｔ的曲线形态完全相同，仅相差一个常数 λ 倍，也即两条曲线

完全重合．
因此，根据潜水水位动态测验数据，形成 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 曲线，将之与 ｆｅｒｃ（ ｚ） ⁃ｔ 理论曲线族进行

适线，可确定出含水层的 ａ 值（如图 ２）．
拐点法　 当 ΔＨ０ ≠０∩ λ ≠０时，根据 λ 形成的 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ曲线拐点，可建立求解含水层参

数 ａ 的拐点法．对 ｘ 监测点，由 ｘ 点实测的潜水水位动态，绘出 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 曲线；利用曲线的拐点

ｔｇ，以及河渠水位实际变动数据而获得 Ｈ０，λ；由式（１３），可计算出模型参数 ａ（此时，Ｈ０，λ，ｘ 都
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是已知值）．

４　 实 例 研 究

安徽淮北平原中部，以粉细砂为主的潜水含水层发育广泛，厚度 ８ ｍ 左右，底部一般发育

有不完全连续黏性土层；由于潜水位埋深浅，为 ２．５～３．０ ｍ；区内农田灌溉渠系统比较完善，干
渠基本深切至隔水底板、干渠的渠间距为 ２ ｋｍ 左右，干渠渠首多有节制闸控制；一口国家级地

下水位自记观测井，距离干渠直线距离为 ６０ ｍ 处，观测井附近地面标高 ３１．０２ ｍ ．

图 ４　 拐点法求 ａ
Ｆｉｇ． ４　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

２０１３ 年 ８ 月 ２６ 日，干渠关闸蓄水灌溉．２６ 日 １５ 时关闸至 ２７ 日 １５ 时，渠道水位变化过程

可划分为 ２ 个明显的时段：关闸 １５ ｍｉｎ 内，水位迅速上升，升幅为 ２．００ ｍ（由 ２６．８０ ｍ 上升至

２８．８０ ｍ）；之后，水位并不是保持不变，而是一直在缓慢上升，至 ２７ 日 １５ 时升幅为 ０．２１ ｍ（上
升至 ２９．０１ ｍ）．例中，地下水观测孔水位按 ３ ｈ 摘录，如表 １．

该时段， Ｈ０ ＝ ２．０ ｍ、 λ ＝ ０．２１ ｍ ／ ｄ，可采用拐点法求参数．如图 ４， ｔｇ ＝ １６．５ ｈ ＝ ０．６８ ｄ；拐点

法结果 ａ 值为 ８６０ ｍ２ ／ ｄ ．
文献［１３］中，以同一地段地下水动态数据获得的 ａ 值为 ８５５ ｍ２ ／ ｄ，两结果基本一致．

表 １　 潜水水位动态数据（２０１３⁃０８⁃２６～２０１３⁃０８⁃２７）与“拐点法”计算过程

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｄａｔａ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｔａｂｌｅ （２０１３⁃０８⁃２６～２０１３⁃０８⁃２７） ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ “ ｉｎｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ”

ｔ ／ ｈ ３ ６ ９ １０ １１ １２ １５ １８ ２１ ２４

ｈ ／ ｍ ２６．８４ ２６．８９ ２６．９５ ２７．０１ ２７．０８ ２７．１５ ２７．２３ ２７．３１ ２７．３９ ２７．４６

φ（ｘ，ｔ） ／ （ｍ ／ ｈ） １．３３×１０－２ １．６７×１０－２ ２．００×１０－２ ２．００×１０－２ ２．３３×１０－２ ２．３３×１０－２ ２．６７×１０－２ ２．６７×１０－２ ２．５７×１０－２ ２．４３×１０－２

　 　 注　 初始水位为 ２６．８０ ｍ，附近地面标高 ３０．６６ ｍ ．

　 　 Ｎｏｔｅ　 Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｗａｔｅｒ ｔａｂｌｅ ｉｓ ２６．８０ ｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｇｒｏｕｎｄ ｌｅｖｅｌ ｉｓ ３０．６６ ｍ ．

５　 讨论与结论

在上述研究过程中，形成以下结论：
１） 实际工作中，水闸关闸引起的河渠水位变化，通常是一迅速上升再连接一缓慢上升过

程；本文给出的河渠⁃半无限潜水渗流模型，更为符合上述河渠水位变化过程．
２） 借助 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，可获得形式相对比较简单、由比较常用的函数表达的解．
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３） 河渠初期快速上升的水位变幅 ΔＨ０ 及λ 形成的水位变化，两者对地下水水位的作用相

对独立，地下水水位变化由这两者作用合成．
４） 对于一特定含水层 （ａ 值确定） 中的某一点（ｘ 值确定）， 其潜水位变动速度 φ（ｘ，ｔ） 随

时间 ｔ 的曲线形态是固定的， 与河渠边界水位变动速率 λ 无关． 对 φ（ｘ，ｔ） ⁃ｔ 的影响规律，ｘ 与

１ ／ ａ 等效．
５） 相对于 Ｆｅｒｒｉｓ 模型解，潜水最大变速发生的时间随 λ 呈非线性位移，λ ＞ ０时拐点发生

时间向后延时，λ 越大延时越长；λ ＜ ０ 时延时规律相反．
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