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摘要：　 针对非等间距递减序列的预测问题，首先构建了一阶反向累加非等间距 ＧＭ（１，１）模型

（简称为非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型），并给出了模型参数的最小二乘解和可用于预测的离散时间响

应式．为进一步提高模拟预测精度，利用分数阶累加思想，提出了分数阶非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型．
以平均模拟相对误差最小化为目标，建立非线性规划模型可求解得到最优阶数．最后，以数值模拟

和钛合金疲劳强度随温度变化预测为例，证实了该文提出模型的有效性和实用性．
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引　 　 言

针对贫信息的小样本预测问题，Ｄｅｎｇ（邓聚龙）教授提出了灰色预测模型［１］，其核心代表

ＧＭ（１，１）模型已被广泛应用于各个领域［２⁃５］ ．ＧＭ（１，１）模型是一种基于一阶累加生成后建立

的灰色模型，现有研究中主要针对的是非负递增序列的建模．对于现实中存在着的非负递减序

列，如果将这些序列进行一阶累加，则生成序列为递增序列，建立模型后得到的拟合值也是递

增的．此时对拟合值进行累减还原得到原始序列的模拟值时，就会产生不合理的误差［６⁃７］ ．
为避免出现一些不合理误差，针对非负递减序列，宋中民等［６］ 首次给出了反向累加生成

的定义，构建了反向累加 ＧＭ（１，１）模型（简记为 ＧＯＭ（１，１）模型），并将其应用于害虫在某农

药作用下单位面积内的数量变化预测．在此基础上，部分学者对模型的优化和拓展进行了深入

研究．杨知等［８］通过改进传统 ＧＯＭ（１，１）模型的背景值，构建了一种优化的 ＧＯＭ（１，１）模型，
通过实例表明优化后模型提高了模拟精度．何霞等［９］ 在文献［８］所提模型的基础上对初值进

行修正，得到了两种不同形式的初值修正 ＧＯＭ（１，１）模型，经数值模拟证实了两种模型都具有

较高的模拟精度，比较适合高速递减序列的建模．练郑伟等［１０］ 给出了反向累加生成序列的灰

建模条件，并在假设反向累加后序列具有非齐次指数形式的前提下，推导得到了 ＧＯＭ（１，１）模
型的最优背景值．

近年来，分数阶系统受到了越来越多学者的关注，已成为了研究的热点问题［１１⁃１２］ ．为减小

模型的扰动界，增强模型的稳定性，Ｗｕ（吴利丰）等［１３⁃１４］ 借用分数阶蕴含着的“ ｉｎ ｂｅｔｗｅｅｎ”思
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想，将一阶和整数阶累加生成算子进行拓展，提出了分数阶累加生成算子，并将其应用到传统

ＧＭ（１，１）模型和离散 ＧＭ（１，１）模型中，取得了较好的效果．刘解放等［１５］利用分数阶累加生成

算子，将反向累加方式拓展到离散 ＧＭ（１，１）模型，提出了分数阶反向累加离散 ＧＭ（１，１）模
型；在文献［１６］中将反向累加方式拓展到针对近似非齐次指数序列的 ＮＨＧＭ （１，１，ｋ） 模

型［１７］，分别提出了一阶和分数阶反向累加 ＮＨＧＭ （１，１，ｋ） 模型．
以上研究都是基于等间距情形下的优化和拓展，关于非等间距情形的研究文献并不多见．

于丽亚等［１８］将反向累加推广到非等间距的情形， 建立了非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型， 并将其应

用于全国经济林面积的模拟中， 取得了一定的效果．但由于该文中的应用实例是等间距的， 而

且没有进行预测研究， 所以并不能较好地反映非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型的优势．本文以文献

［１８］为参考， 根据灰色模型的建模机理，重新对由反向累加序列构建的白化微分方程进行推

导， 得到了一种非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型的新形式， 并给出了模型参数的最小二乘解和可用

于预测的离散时间响应式．为进一步提高模拟预测精度， 结合分数阶累加思想， 构建了分数阶

非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型．最后，通过数值模拟和一个应用实例来验证本文提出模型的有效性

和实用性．

１　 分数阶反向累加生成的基本理论

假设非负原始数据序列 Ｘ（０） ＝ { ｘ（０）（１），ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ） } ．若假定

　 　
ｘ（１）（ｎ） ＝ ｘ（０）（ｎ），

ｘ（１）（ｋ） ＝ ｘ（１）（ｋ ＋ １） ＋ ｘ（０）（ｋ），　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ － １，{ （１）

则称序列 Ｘ（１） ＝ { ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ） } 为 Ｘ（０） 的一阶反向累加生成序列．
式（１）采用矩阵形式可表示为

　 　 Ｘ（１） ＝ Ｘ（０）Ａ，
其中 Ａ 为一阶反向累加生成矩阵，即

　 　 Ａ ＝

１ ０ … ０
１ １ … ０
︙ ︙ ⋱ ︙
１ １ … １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

故 Ｘ（１） 中的第 ｋ 项可表示为

　 　 ｘ（１）（ｋ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ｋ
ｘ（０）（ ｉ） ． （２）

若再对 Ｘ（１） 进行一阶反向累加生成，则可得到原始序列 Ｘ（０） 的二阶反向累加生成序列：
　 　 Ｘ（２） ＝ Ｘ（１）Ａ ＝ Ｘ（０）Ａ２ ．

依此进行下去，则可得到原始序列 Ｘ（０） 的 Ｍ（Ｍ 为正整数）阶反向累加生成序列：
　 　 Ｘ（Ｍ） ＝ Ｘ（０）ＡＭ，

式中 ＡＭ 为 Ｍ 阶反向累加生成矩阵，容易得到 ＡＭ ＝ （ａＭ
ｉｋ） ｎ×ｎ， 其中

　 　 ａＭ
ｉｋ ＝

Ｃ ｉ －ｋ
ｉ－ｋ＋Ｍ－１ ＝ （ ｉ － ｋ ＋ Ｍ － １）（ ｉ － ｋ ＋ Ｍ － ２）…（Ｍ ＋ １）Ｍ

（ ｉ － ｋ）！
， ｉ ≥ ｋ，

０， ｉ ＜ ｋ，

ì

î

í

ïï

ïï

即
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　 　 ＡＭ ＝

１ ０ ０ … ０
Ｃ１

Ｍ １ ０ … ０

Ｃ２
Ｍ＋１ Ｃ１

Ｍ １ … ０
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

Ｃｎ－１
Ｍ＋ｎ－２ Ｃｎ－２

Ｍ＋ｎ－３ Ｃｎ－３
Ｍ＋ｎ－４ … １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （３）

根据组合数的广义定义［１９］，对 ＡＭ 进行推广，可得分数阶反向累加生成矩阵 Ａｒ（ ｒ≥０），即

　 　 Ａｒ ＝

１ ０ ０ … ０
Ｃ１

ｒ １ ０ … ０

Ｃ２
ｒ＋１ Ｃ１

ｒ １ … ０
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

Ｃｎ－１
ｒ＋ｎ－２ Ｃｎ－２

ｒ＋ｎ－３ Ｃｎ－３
ｒ＋ｎ－４ … １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （４）

于是 Ｘ（０） 的 ｒ 阶反向累加生成序列 Ｘ（ ｒ） ＝ { ｘ（ ｒ）（１），ｘ（ ｒ）（２），…，ｘ（ ｒ）（ｎ） } 用矩阵形式表示为

　 　 Ｘ（ ｒ） ＝ Ｘ（０）Ａｒ，
其中 Ｘ（ ｒ） 的第 ｋ 项可表示为

　 　 ｘ（ ｒ）（ｋ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ｋ
Ｃ ｉ －ｋ

ｉ－ｋ＋ｒ－１ｘ（０）（ ｉ） ． （５）

由式（２）和式（５）可看出一阶反向累加生成和 ｒ 阶反向累加生成的不同， Ｘ（１） 中的每个值

可视为是权值都为 １ 的原始数据的总和，而 Ｘ（ ｒ） 中的每个值可视为是不同权值下的原始数据

的总和．若取 ｒ ＝ １．２，ｎ ＝ ４， 则可计算得

　 　 Ａ１．２ ＝

１ ０ ０ ０
１．２ １ ０ ０
１．３２ １．２ １ ０
１．４０８ １．３２ １．２ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

从矩阵 Ａ１．２ 中数据可看出，随着 ｘ（０）（ｋ） 中 ｋ 值的增大，其对应的权值也越大，体现了充分利用

系统新信息的思想．

２　 一阶非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型

定义 １ 　 设时间序列 Ｋ ＝ { ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ } ， 其对应的系统行为观察值序列 Ｘ（０） ＝
{ ｘ（０）（ｋ１），ｘ（０）（ｋ２），…，ｘ（０）（ｋｎ） } ， 记间距

　 　 Δｋｉ ＝
ｋｉ ＋１ － ｋｉ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，
１， ｉ ＝ ｎ ．{

若 Δｋｉ ＝ ｋｉ ＋１ － ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １） 不为恒定常数，则称序列 Ｘ（０） 为非等间距序列．
参照式（２）的累加方式，将间距作为权值进行累加，得到非等间距序列 Ｘ（０） 的一阶反向累

加生成序列 Ｘ（１） ＝ { ｘ（１）（ｋ１），ｘ（１）（ｋ２），…，ｘ（１）（ｋｎ） } ， 其中

　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ
ｘ（０）（ｋ ｊ）Δｋ ｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （６）

序列 Ｚ（１） ＝ { ｚ（１）（ｋ２），ｚ（１）（ｋ３），…，ｚ（１）（ｋｎ） } 为 Ｘ（１） 的紧邻均值生成序列，其中

　 　 ｚ（１）（ｋｉ） ＝ １
２
［ｘ（１）（ｋｉ） ＋ ｘ（１）（ｋｉ －１）］，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ ．
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对序列 Ｘ（１） 构建如下形式的微分方程：

　 　
ｄｘ（１）（ ｔ）

ｄｔ
＋ ａｘ（１）（ ｔ） ＝ ｂ ． （７）

在区间 ［ｋｉ －１，ｋｉ］ 上对方程（７）两边积分，得

　 　 ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｄｘ（１）（ ｔ） ＋ ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ａｘ（１）（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｂｄｔ，

即

　 　 ｘ（１）（ｋｉ） － ｘ（１）（ｋｉ －１） ＋ ａ ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｘ（１）（ ｔ）ｄｔ ＝ ｂΔｋｉ －１ ．

由于

　 　 ｘ（１）（ｋｉ －１） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ－１
ｘ（０）（ｋ ｊ）Δｋ ｊ ＝

　 　 　 　 ｘ（０）（ｋｉ －１）Δｋｉ －１ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ
ｘ（０）（ｋ ｊ）Δｋ ｊ ＝

　 　 　 　 ｘ（０）（ｋｉ －１）Δｋｉ －１ ＋ ｘ（１）（ｋｉ），
则

　 　 － ｘ（０）（ｋｉ －１）Δｋｉ －１ ＋ ａ ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｘ（１）（ ｔ）ｄｔ ＝ ｂΔｋｉ －１ ．

若在 ［ｋｉ －１，ｋｉ］ 上用梯形面积 ｚ（１）（ｋｉ）Δｋｉ －１ 代替曲边梯形面积 ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｘ（１）（ ｔ）ｄｔ， 则

　 　 － ｘ（０）（ｋｉ －１）Δｋｉ －１ ＋ ａｚ（１）（ｋｉ）Δｋｉ －１ ＝ ｂΔｋｉ －１，
即

　 　 － ｘ（０）（ｋｉ －１） ＋ ａｚ（１）（ｋｉ） ＝ ｂ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ ．
定义 ２　 称

　 　 － ｘ（０）（ｋｉ －１） ＋ ａｚ（１）（ｋｉ） ＝ ｂ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ （８）
为一阶非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型，并称式（１）为该模型的白化形式．

定理 １　 令

　 　 Ｂ ＝

－ ｚ（１）（ｋ２） １
－ ｚ（１）（ｋ３） １

︙ ︙
－ ｚ（１）（ｋｎ） １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， Ｙ ＝

－ ｘ（０）（ｋ１）
－ ｘ（０）（ｋ２）

︙
－ ｘ（０）（ｋｎ－１）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

则非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型中的辨识参数 ａ，ｂ 的最小二乘估计值为

　 　

ａ ＝
（ｎ － １）∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）ｘ（０）（ｋｉ －１） － ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ｋｉ）

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ]

２
，

ｂ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）ｘ（０）（ｋｉ －１） － ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ）∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ｋｉ）

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ]

２
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（９）
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证明　 由最小二乘计算式可得

　 　 （ａ，ｂ） Ｔ ＝ （ＢＴＢ） －１ＢＴＹ ． （１０）
由于

　 　 ＢＴＢ ＝
－ ｚ（１）（ｋ２） － ｚ（１）（ｋ３） … － ｚ（１）（ｋｎ）

１ １ … １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－ ｚ（１）（ｋ２） １
－ ｚ（１）（ｋ３） １

︙ ︙
－ ｚ（１）（ｋｎ） １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

　 　 　 　
∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ） － ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）

－ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ｎ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

则当 ＢＴＢ ≠ ０ 时，

　 　 （ＢＴＢ） －１ ＝ １
ＢＴＢ

（ＢＴＢ）∗ ＝

　 　 　 　 １

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ]

２

ｎ － １ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）

∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

又

　 　 ＢＴＹ ＝
－ ｚ（１）（ｋ２） － ｚ（１）（ｋ３） … － ｚ（１）（ｋｎ）

１ １ … １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－ ｘ（０）（ｋ１）
－ ｘ（０）（ｋ２）

︙
－ ｘ（０）（ｋｎ－１）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

　 　 　 　
∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）ｘ（０）（ｋｉ －１）

－ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ｋｉ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

则

　 　
ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ＢＴＢ） －１ＢＴＹ ＝ １

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ]

２
×

　 　 　 　
ｎ － １ ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）

∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）ｘ（０）（ｋｉ －１）

－ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ｋｉ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝
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（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）ｘ（０）（ｋｉ －１） － ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ｋｉ）

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ]

２

∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ）ｘ（０）（ｋｉ －１） － ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ）∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ｋｉ）

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（１）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（１）（ｋｉ） ]

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

定理 ２　 设 ａ，ｂ 满足定理 １ 所述条件．若规定 ｔ ＝ ｋｎ 时，
　 　 ｘ（１）（ｋｎ） ＝ ｘ（１）（ｋｎ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ），

则非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型的时间响应函数为

　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ） － ｂ
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ －ａ^（ｋｉ－ｋｎ） ＋ ｂ

ａ ，　 　 ｉ ＝ １，２，… ． （１１）

证明　 由式（７）可解得

　 　 ｘ（１）（ ｔ） ＝ Ｃ０ｅ
－ａ^ｔ ＋ ｂ

ａ ，

则模型的时间响应函数为

　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ Ｃ０ｅ
－ａ^ｋｉ ＋ ｂ

ａ ，　 　 ｉ ＝ １，２，… ． （１２）

令 ｘ（１）（ｋｎ） ＝ ｘ（１）（ｋｎ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ）， 得

　 　 Ｃ０ ＝ ｘ（０）（ｋｎ） － ｂ
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ ａ^ｋｎ ．

将 Ｃ０ 代入式（１２），得

　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ） － ｂ
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ －ａ^（ｋｉ－ｋｎ） ＋ ｂ

ａ ，　 　 ｉ ＝ １，２，… ．

利用非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型进行外推预测时，根据反向累加的定义，在累减还原过程

中，最后外推时点还原值的计算需要扩充一步间距信息，即需要多给出一个外推时点值．考虑

到间距差异过大，易导致模型模拟预测精度不高［２０］，所以本文取扩充间距为已知原始序列间

距的平均，即

　 　 Δｋｎ＋τ ＝ １
ｎ － １∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
Δｋｉ，

其中 ｎ 为原始序列个数， τ 为预测的时点个数．于是第 ｎ ＋ τ ＋ １ 个时点值（即扩充的外推时点

值）可设定为

　 　 ｋｎ＋τ ＋１ ＝ ｋｎ＋τ ＋ １
ｎ － １∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
Δｋｉ ．

基于以上分析，综合考虑反向累加生成的定义以及定理 ２ 中模型初值的确定方式，可得非

等间距 ＧＯＭ（１，１）模型的还原式为

６４８ 曾　 　 亮



　 　 ｘ（０）（ｋｉ） ＝

１
Δｋｉ

［ｘ（１）（ｋｉ） － ｘ（１）（ｋｉ ＋１）］， ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，

ｘ（０）（ｋｎ）， ｉ ＝ ｎ，
１
Δｋｉ

［ｘ（１）（ｋｉ） － ｘ（１）（ｋｉ ＋１）］， ｉ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｎ ＋ τ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１３）

其中　 　 ｋｎ＋τ ＋１ ＝ ｋｎ＋τ ＋ １
ｎ － １∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
Δｋｉ ．

３　 分数阶非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型

若 Ｋ和 Ｘ（０） 为定义 １ 所述，现借用分数阶累加思想，参照式（５）和式（６）的累加方式，可构

造得到 Ｘ（０） 的 ｒ 阶反向累加生成序列 Ｘ（ ｒ） ＝ { ｘ（ ｒ）（ｋ１），ｘ（ ｒ）（ｋ２），…，ｘ（ ｒ）（ｋｎ） } ， 其中

　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ
Ｃ ｊ －ｉ

ｊ－ｉ＋ｒ－１ｘ（０）（ｋ ｊ）Δｋ ｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１４）

且规定

　 　 Ｃ ｊ －ｉ
ｊ－ｉ＋ｒ－１ ＝ （ ｊ － ｉ ＋ ｒ － １）（ ｊ － ｉ ＋ ｒ － ２）…（ ｒ ＋ １） ｒ

（ ｊ － ｉ）！
， Ｃ０

ｒ－１ ＝ １， Ｃｋ
ｋ－１ ＝ ０，

　 　 ｋ ＝ １，２，… ．
Ｘ（ ｒ） 的紧邻均值生成序列 Ｚ（ ｒ） ＝ { ｚ（ ｒ）（ｋ２），ｚ（ ｒ）（ｋ３），…，ｚ（ ｒ）（ｋｎ） } ， 其中

　 　 ｚ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ １
２
［ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＋ ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）］，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ ．

对序列 Ｘ（ ｒ） 构建如下形式的微分方程：

　 　
ｄｘ（ ｒ）（ ｔ）

ｄｔ
＋ ａｘ（ ｒ）（ ｔ） ＝ ｂ ． （１５）

在区间 ［ｋｉ －１，ｋｉ］ 上对方程（１５）两边积分，得

　 　 ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｄｘ（ ｒ）（ ｔ） ＋ ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ａｘ（ ｒ）（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｂｄｔ，

即

　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１） ＋ ａ ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｘ（ ｒ）（ ｔ）ｄｔ ＝ ｂΔｋｉ －１ ．

若在 ［ｋｉ －１，ｋｉ］ 上用梯形面积 ｚ（ ｒ）（ｋｉ）Δｋｉ －１ 代替曲边梯形面积 ∫ｋｉ
ｋｉ－１

ｘ（ ｒ）（ ｔ）ｄｔ， 则

　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１） ＋ ａｚ（ ｒ）（ｋｉ）Δｋｉ －１ ＝ ｂΔｋｉ －１，
即

　 　
ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）

Δｋｉ －１

＋ ａｚ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ ｂ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ ．

定义 ３　 称

　 　
ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）

Δｋｉ －１

＋ ａｚ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ ｂ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ （１６）

为 ｒ阶非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型（简称为非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型），并称式（１５）为该模型的

白化形式．

７４８分数阶反向累加非等间距 ＧＭ（１，１）模型及应用



定理 ３　 令

　 　 Ｂｒ ＝

－ ｚ（ ｒ）（ｋ２） １
－ ｚ（ ｒ）（ｋ３） １

︙ ︙
－ ｚ（ ｒ）（ｋｎ） １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， Ｙｒ ＝

ｘ（ ｒ）（ｋ２） － ｘ（ ｒ）（ｋ１）
Δｋ１

ｘ（ ｒ）（ｋ３） － ｘ（ ｒ）（ｋ２）
Δｋ２

︙
ｘ（ ｒ）（ｋｎ） － ｘ（ ｒ）（ｋｎ－１）

Δｋｎ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

则非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型中的辨识参数 ａ，ｂ 的最小二乘估计值为

　 　

ａ ＝
－ （ｎ － １）∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ｒ）（ｋｉ）

ｘ（ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ｒ）（ｋｉ－１）
Δｋｉ－１

＋∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ｒ）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２

ｘ（ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ｒ）（ｋｉ－１）
Δｋｉ－１

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（ｒ）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ｒ）（ｋｉ） ]

２
，

ｂ ＝
－∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ｒ）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ｒ）（ｋｉ）

ｘ（ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ｒ）（ｋｉ－１）
Δｋｉ－１

＋∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（ｒ）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２

ｘ（ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ｒ）（ｋｉ－１）
Δｋｉ－１

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（ｒ）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ｒ）（ｋｉ） ]

２
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１７）
定理 ３ 的证明方法同定理 １，此略．
定理 ４　 设 ａ，ｂ满足定理 ３ 所述条件，若规定 ｔ ＝ ｋｎ 时， ｘ（ ｒ）（ｋｎ） ＝ ｘ（ ｒ）（ｋｎ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ），则非

等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型的时间响应函数为

　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ） － ｂ
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ －ａ^（ｋｉ－ｋｎ） ＋ ｂ

ａ ，　 　 ｉ ＝ １，２，… ． （１８）

定理 ４ 的证明方法同定理 ２，此略．
参照非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型还原式的计算原理，下面给出非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型的

还原式：

　 　 ｘ（０）（ｋｉ） ＝

１
Δｋｉ

[∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ
Ｃ ｊ －ｉ

ｊ－ｉ＋１－ｒ－１ｘ（ ｒ）（ｋ ｊ） － ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
Ｃ ｊ －ｉ －１

ｊ －ｉ －１＋１－ｒ－１ｘ（ ｒ）（ｋ ｊ） ]，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，
ｘ（０）（ｋｎ），　 　 ｉ ＝ ｎ，

１
Δｋｉ

[ ∑
ｎ＋τ ＋１

ｊ ＝ ｉ
Ｃ ｊ －ｉ

ｊ－ｉ＋１－ｒ－１ｘ（ ｒ）（ｋ ｊ） － ∑
ｎ＋τ ＋１

ｊ ＝ ｉ ＋１
Ｃ ｊ －ｉ －１

ｊ －ｉ －１＋１－ｒ－１ｘ（ ｒ）（ｋ ｊ） ]，

　 　 ｉ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｎ ＋ τ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

其中 τ 为预测的时点个数， ｋｎ＋τ ＋１ ＝ ｋｎ＋τ ＋ １
ｎ － １∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
Δｋｉ ．

４　 最优阶数的确定

平均模拟相对误差常被用来衡量一个模型的模拟效果．一般认为，平均模拟相对误差越小

说明模型的模拟效果越好，反之亦然．下面给出非等间距灰色模型的平均模拟相对误差的一般
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定义．
定义 ４　 若 Ｋ 和 Ｘ（０） 如定义 １ 所述， Ｘ（０） 为 Ｘ（０） 相对应的模型模拟值，则称

　 　 εＡＲＰＥ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １

ｘ（０）（ｋｉ） － ｘ（０）（ｋｉ）
ｘ（０）（ｋｉ）

× １００％ （１９）

为模型的平均模拟相对误差．
对于非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型，其模拟预测效果与分数阶阶数 ｒ相关．为达到最优的模拟

预测效果，本文以平均模拟相对误差最小化为目标，分数阶阶数 ｒ 和参数 ａ，ｂ 之间满足的关系

为约束条件，建立如下非线性规划模型［２１］：

　 　 ｍｉｎ
ｒ

１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １

ｘ（０）（ｋｉ） － ｘ（０）（ｋｉ）
ｘ（０）（ｋｉ）

× １００％，

　 　 ｓ．ｔ．　 ｒ ≥ ０，

　 　 Δｋｉ ＝
ｋｉ ＋１ － ｋｉ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，
１， ｉ ＝ ｎ，{

　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ

（ ｊ － ｉ ＋ ｒ － １）（ ｊ － ｉ ＋ ｒ － ２）…（ ｒ ＋ １） ｒ
（ ｊ － ｉ）！

ｘ（０）（ｋ ｊ）Δｋ ｊ，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

　 　 ｚ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ １
２
［ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＋ ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）］，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ，

　 　 ａ ＝
－ （ｎ － １）∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ ｒ）（ｋｉ）

ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）
Δｋｉ －１

＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ ｒ）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２

ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）
Δｋｉ －１

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（ ｒ）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ ｒ）（ｋｉ） ]

２
，

　 　 ｂ ＝
－ ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ ｒ）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ ｒ）（ｋｉ）

ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）
Δｋｉ －１

＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（ ｒ）（ｋｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ ２

ｘ（ ｒ）（ｋｉ） － ｘ（ ｒ）（ｋｉ －１）
Δｋｉ －１

（ｎ － １）∑
ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ２（ ｒ）（ｋｉ） － [∑

ｎ

ｉ ＝ ２
ｚ（ ｒ）（ｋｉ） ]

２
，

　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ） － ｂ
ａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ －ａ^（ｋｉ－ｋｎ） ＋ ｂ

ａ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

　 　 ｘ（０）（ｋｉ） ＝ １
Δｋｉ

[∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ
Ｃ ｊ －ｉ

ｊ－ｉ＋１－ｒ－１ｘ（ ｒ）（ｋ ｊ） － ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
Ｃ ｊ －ｉ －１

ｊ －ｉ －１＋１－ｒ－１ｘ（ ｒ）（ｋ ｊ） ]，
　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，

　 　 ｘ（０）（ｋｎ） ＝ ｘ（０）（ｋｎ） ．
该规划模型可借助数值软件编程求解，得出最优的阶数 ｒ 和参数 ａ，ｂ 的值．将获得的参数

值代入模型的时间响应式和还原式中，便可得到模型在最优模拟精度下的模拟预测结果．

５　 应　 　 用

５．１　 数值模拟

为验证本文提出模型的有效性，现构造一非等间距递减序列进行数值模拟．取 ｙ ＝ １０ｅ －０．０８ｘ

＋ ２， 令 ｘ ＝ １，３，４，７，９，１１， 得数据序列：
　 　 Ｘ ＝ { １１．２３１ １６３， ９．８６６ ２７９， ９．２６１ ４９０， ７．７１２ ０９１， ６．８６７ ５２３， ６．１４７ ８２９ } ．

９４８分数阶反向累加非等间距 ＧＭ（１，１）模型及应用



用前 ５ 个数据建立模型，第 ６ 个数据用来检验模型的预测效果，即取原始数据序列：
　 　 Ｘ（０） ＝ { １１．２３１ １６３， ９．８６６ ２７９， ９．２６１ ４９０， ７．７１２ ０９１， ６．８６７ ５２３ } ．
对 Ｘ（０） 分别建立非等间距 ＧＭ（１，１）模型、非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型和非等间距 ＧＯＭｒ（１，

１） 模型．３ 种模型的时间响应函数分别为

① 非等间距 ＧＭ（１，１）模型：
　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ － １６４．２６１ ０９７ｅ －０．０６４ ４１９（ｋｉ－１） ＋ １７５．４９２ ２６０，　 　 ｉ ＝ １，２，…；
② 非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型 （ａ ＝ ０．０５９ ０８２， ｂ ＝ － ６．９０４ １６２）：
　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ １２３．７２４ ５７７ｅ －０．０５９ ０８２（ｋｉ－９） － １１６．８５７ ０５４，　 　 ｉ ＝ １，２，…；
③ 非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型 （ ｒ ＝ １．０１４ ５， ａ ＝ ０．０６３ ３１０， ｂ ＝ － ６．９１３ １６６）：
　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ １１６．０６３ ５４１ｅ －０．０６３ ３１０（ｋｉ－９） － １０９．１９６ ０１８，　 　 ｉ ＝ １，２，… ．
以上 ３ 种模型对原始序列的模拟预测结果和相对误差比较如表 １ 所示．

表 １　 ３ 种灰色模型的模拟预测相对误差比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｍｏｄｅｌｓ

ｔｉｍｅ
ｐｏｉｎｔ

ａｃｔｕａｌ
ｖａｌｕｅ

ｎｏｎ⁃ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ
ＧＭ（１，１） ｍｏｄｅｌ

ｍｏｄｅｌ ｖａｌｕｅ

ｘ （１）（ｋｉ）
ｅｒｒｏｒ
ε ／ ％

ｎｏｎ⁃ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ
ＧＯＭ（１，１） ｍｏｄｅｌ

ｍｏｄｅｌ ｖａｌｕｅ
ｘ （１）（ｋｉ）

ｅｒｒｏｒ
ε ／ ％

ｎｏｎ⁃ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ ＧＯＭｒ（１，１）
ｍｏｄｅｌ （ ｒ ＝ １．０１４ ５）

ｍｏｄｅｌ ｖａｌｕｅ
ｘ （ ｒ）（ｋｉ）

ｅｒｒｏｒ
ε ／ ％

１ １１．２３１ １６３ １１．２３１ １６３ ０．００ １１．０６０ ５８１ １．５２ １１．２２９ ９９０ ０．０１

３ ９．８６６ ２７９ ９．９２８ １９３ ０．６３ １０．１１８ １２２ ２．５５ ９．８６６ ３１９ ０．００

４ ９．２６１ ４９０ ９．００９ ０７０ ２．７３ ９．０００ ９２３ ２．８１ ９．０９２ ３３１ １．８３

７ ７．７１２ ０９１ ７．９３０ ９８５ ２．８４ ７．７５９ ３２１ ０．６１ ７．７８３ ６２５ ０．９３

９ ６．８６７ ５２３ ６．７４５ ４３８ １．７８ ６．８６７ ５２３ ０．００ ６．８６７ ５２３ ０．００

ａｖｅｒａｇｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒ １．５９ １．５０ ０．５５

１１ ６．１４７ ８２９ ５．９３０ ０２８ ３．５４ ６．１２６ １４９ ０．３５ ６．２１９ ４０３ １．１６

　 　 从表 １ 可以看出，非等间距 ＧＭ（１，１）模型的平均模拟相对误差为 １．５９％，而非等间距

ＧＯＭ（１，１）模型和非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型的平均模拟相对误差分别为 １．５０％和 ０．５５％，均
低于前者．从一步预测误差来看，非等间距 ＧＭ（１，１）模型的预测误差为 ３．５４％，非等间距 ＧＯＭ
（１，１）模型和非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型的预测误差分别为 ０．３５％和 １．１６％．综合分析可知，非
等间距 ＧＯＭ（１，１）模型和非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型的模拟预测精度都高于非等间距 ＧＭ（１，
１）模型，从而表明了本文提出的模型比较适合对非等间距递减序列的建模，同时也证实了本

文提出模型的有效性．
５．２　 实际应用

文献［２２］中给出了钛合金疲劳强度随温度变化关系数据，具体见表 ２．此数据列为非等间

距递减序列，适合于本文所提模型．
表 ２　 钛合金疲劳强度随温度变化表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｔｉｇｕｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ Ｔｉ ａｌｌｏｙ ｗｉｔｈ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ Ｔ ／ ℃ １００ １３０ １７０ ２１０ ２４０ ２７０ ３１０ ３４０ ３８０

ｆａｔｉｇｕｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈ σ ／ ＭＰａ ５６０ ５５７．５４ ５３６．１０ ５１６．１０ ５０５．６０ ４８６．１０ ４６７．４０ ４５３．８０ ４３６．４０

　 　 现对前 ７ 个数据分别建立非等间距 ＧＭ（１，１）模型、非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型和非等间距

ＧＯＭｒ（１，１） 模型，最后 １ 个数据用来检验模型的预测效果．３ 种模型的时间响应函数分别为

① 非等间距 ＧＭ（１，１）模型：

０５８ 曾　 　 亮



　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ － ５８０ ３０２．５９６ ６２６ｅ －０．０００ ９７３（ｋｉ－１００） ＋ ５８０ ８６２．５９６ ６２６，　 　 ｉ ＝ １，２，…；
② 非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型 （ａ ＝ ０．０００ ８８５， ｂ ＝ － ４６５．４１２ ２２７）：
　 　 ｘ（１）（ｋｉ） ＝ ５２６ ３５９．５９９ ４８２ｅ －０．０００ ８８５（ｋｉ－３４０） － ５２５ ９０５．７９９ ４８２，　 　 ｉ ＝ １，２，…；
③ 非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型 （ ｒ ＝ ０．９９８ ３， ａ ＝ ０．０００ ８６７， ｂ ＝ － ４６５．１９５ １１９）：
　 　 ｘ（ ｒ）（ｋｉ） ＝ ５３６ ９９０．３２８ １０９ｅ －０．０００ ８６７（ｋｉ－３４０） － ５３６ ５３６．５２８ １０９，　 　 ｉ ＝ １，２，… ．
以上 ３ 种模型得到的模拟预测值及相对误差的比较结果见表 ３．

表 ３　 ３ 种灰色模型对钛合金疲劳强度的模拟预测结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｔｉｇｕｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｏｆ Ｔｉ ａｌｌｏｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ３ ｍｏｄｅｌｓ

ｔｉｍｅ
ｐｏｉｎｔ

ａｃｔｕａｌ
ｖａｌｕｅ

ｎｏｎ⁃ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ
ＧＭ（１，１） ｍｏｄｅｌ

ｍｏｄｅｌ ｖａｌｕｅ

ｘ （１）（ｋｉ）
ｅｒｒｏｒ
ε ／ ％

ｎｏｎ⁃ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ
ＧＯＭ（１，１） ｍｏｄｅｌ

ｍｏｄｅｌ ｖａｌｕｅ
ｘ （１）（ｋｉ）

ｅｒｒｏｒ
ε ／ ％

ｎｏｎ⁃ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ ＧＯＭｒ（１，１）
ｍｏｄｅｌ （ ｒ ＝ ０．９９８ ３）

ｍｏｄｅｌ ｖａｌｕｅ
ｘ （ ｒ）（ｋｉ）

ｅｒｒｏｒ
ε ／ ％

１００ ５６０ ５６０．００ ０．００ ５６８．４６ １．５１ ５６８．６１ １．５４

１３０ ５５７．５４ ５５６．８１ ０．１３ ５５１．１４ １．１５ ５５０．７７ １．２１

１７０ ５３６．１０ ５３８．１７ ０．３９ ５３１．９７ ０．７７ ５３１．６９ ０．８２

２１０ ５１６．１０ ５１７．６２ ０．２９ ５１５．７３ ０．０７ ５１６．１０ ０．００

２４０ ５０５．６０ ５００．２６ １．０６ ５０２．２２ ０．６７ ５０２．７２ ０．５７

２７０ ４８６．１０ ４８５．８６ ０．０５ ４８６．９１ ０．１７ ４８６．８５ ０．１５

３１０ ４６７．４０ ４６９．６０ ０．４７ ４７２．０５ １．００ ４７１．７２ ０．９２

３４０ ４５３．８０ ４５３．８５ ０．０１ ４５３．８０ ０．００ ４５３．８０ ０．００

ａｖｅｒａｇｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ０．３０ ０．６７ ０．６５

３８０ ４３６．４０ ４３８．６６ ０．５２ ４４２．８６ １．４８ ４４１．４６ １．１６

　 　 从表 ３ 可以看出，非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型的平均模拟相对误差和一步预测误差分别为

０．６７％和 １．４８％，而非等间距 ＧＯＭｒ（１，１） 模型相对应于 ０．６５％和 １．１６％，提高了模拟预测精度．
虽然本文提出模型的平均模拟相对误差和一步预测误差都分别大于传统非等间距 ＧＭ（１，１）
模型的 ０．３０％和 ０．５２％，相应精度并没有得到提高（这与原始数据的特点和预测扩充间距的取

法有一定的关系），但它们的模拟精度都高于 ９９．３％，预测精度都高于 ９８．５％，模型的精度等级

高［２２］，说明其适用于对钛合金疲劳强度的模拟预测，由此证实了本文提出的模型具有一定的

实用性．

６　 结　 　 论

对于现实中存在的非等间距递减序列的预测问题，本文利用反向累加思想，提出了非等间

距 ＧＯＭ（１，１）模型，它是非等间距 ＧＭ（１，１）模型的一类拓展．为进一步提高模拟预测精度，结
合分数阶累加思想，充分利用系统新信息，构建了分数阶非等间距 ＧＯＭ（１，１）模型．通过数值

模拟和应用实例表明本文提出的模型具有可行性和实用性，而且相对于一阶反向累加，分数阶

反向累加能进一步提高建模精度．由此说明本文提出的模型是对灰色预测理论的有效扩展和

补充．在外推预测时，本文选取的扩充间距为已知间距的平均值，但通过模拟实验及研究发现，
预测精度与扩充间距有关联，取平均间距并不一定使得预测精度达到最优．因此，如何选取合

理的扩充间距使预测精度达到最优，是值得进一步研究的问题．
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