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摘要：　 研究了一类动态边界上的随机波动方程．通过建立一种分解技术，证明了方程随机吸引子

的存在性．分解同时表明，该吸引子上的点（或者解）一定满足某种稳定的边界条件．最后，证明了吸

引子的结构与分解所得的静态边界上波动方程的随机吸引子相同．
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引　 　 言

设 （Ω，Ｆ，Ｐ） 是概率空间， {Ｗ（ ｔ），ｔ∈Ｒ } 是一维的标准 Ｂｒｏｗｎ（布朗）运动．考虑如下动态

边界上的随机波动方程：

　 　
ｕｔｔ ＋ αｕｔ － Δｕ ＋ ｕ ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｑ１（ｘ） ＋ ｑ２（ｘ）Ｗ， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，
∂ｎｕ ＋ ｕ ＝ － ｕｔ， ｏｎ　 Γ， ｔ ＞ τ，
ｕ（τ） ＝ ｕ０， ｕｔ（τ） ＝ ｕ１，
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（１）

其中 Ｗ是 Ｂｒｏｗｎ 运动的衍生物 （ｑ２（ｘ）Ｗ为白噪声），Ｄ是 Ｒ３ 上的一个具有光滑边界 Γ 的有界

区域，∂ｎ 表示边界 Γ 上的单位外法向量，αｕｔ 为阻尼项．

设 ｆ：Ｒ → Ｒ，Ｆ（ ｓ） ＝ ∫ｓ
０
ｆ（η）ｄη，且 ｆ，Ｆ 满足如下条件：

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
｜ ｓ｜ → ＋∞

Ｆ（ ｓ）
ｓ２

≥ ０， （２）

并且存在 ｃ１，ｃ２ ＞ ０， 使得

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
｜ ｓ｜ → ＋∞

ｓｆ（ ｓ） － ｃ１Ｆ（ ｓ）
ｓ２

≥ ０， （３）

　 　 ｜ ｆ ′（ ｓ） ｜ ≤ ｃ２（１ ＋｜ ｓ ｜ ２） ． （４）
为不失一般性，假设 ｑｉ ∈ Ｌ２（Ｄ）（ ｉ ＝ １，２）， ｑ２ ｜ Γ ＝ ０．

吸引子可以描述方程解的长时间行为并且刻画系统的最终状态，其本身具有不变性与吸

收性，Ｔｅｍａｍ 在文献［１］中详细地介绍了吸引子的定义与性质．对于静态边界条件的许多偏微

分方程，其解的渐近行为已经得到了很多学者的深入研究，详见文献［２⁃５］．当系统边界为动态

时，文献［６⁃７］中分别研究了抛物型方程与 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程的全局吸引子．但对于动态边界
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上的波动方程来说，是否可以找到一种普遍的方法来研究吸引子的存在性呢？ 事实上，由于吸

引子本身的性质就意味着稳定性，某种意义上说明动态边界条件下吸引子中的点（或者解）也
应该是稳定的，而不是动态的．于是认为，如果方程（１）的随机吸引子存在，那么吸引子上的点

也应当满足如下静态边界上的随机波动方程：

　 　
ｕｔｔ ＋ αｕｔ － Δｕ ＋ ｕ ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｑ１（ｘ） ＋ ｑ２（ｘ）Ｗ， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，
∂ｎｕ ＋ ｕ ＝ ０， ｕｔ ＝ ０， ｏｎ　 Γ， ｔ ＞ τ ．{ （５）

这个想法给予我们处理动态边界问题一种新的方法，即将方程（１）分解为两个方程，其中一个

带有静态边界条件，另一个则带有动态边界条件．同时，也将揭示方程（１）和（５）两个系统吸引

子之间的关系．
本文结构安排如下：在第 １ 节，证明方程（１）确定了一个随机动力系统（以后简写为 ＲＤＳ）

以及解的存在唯一性．在第 ２ 节，得到解的有界性．在第 ３ 节，证明随机吸引子的存在性．最后，
给出随机吸引子的结构．

１　 随机动力系统

在本节，将证明系统（１）可以确定一个随机动力系统．
记 Ｌ２（Ｄ） 空间中的内积和范数分别为（·，·） ０ 和 ‖·‖０，且对 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｌ２（Ｄ）， 有

　 　 （ｕ，ｖ） ０ ＝ ∫
Ｄ
ｕｖｄｘ， ‖ｕ‖０ ＝ （ｕ，ｕ） ０ ．

对 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｌ２（Γ），定义 Ｌ２（Γ） 上的内积和范数如下：

　 　 〈ｕ，ｖ〉 ＝ ∫
Γ
ｕｖｄｘ， ‖ｕ‖∂ ＝ 〈ｕ，ｖ〉 ．

记 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈ１（Ｄ） 上的内积和范数为（·，·） １ 和 ‖·‖１，且对 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ）， 有

　 　 （ｕ，ｖ） １ ＝ （ｕ，ｖ） ０ ＋ （Ñｕ，Ñｖ） ０ ＋ 〈ｕ，ｖ〉， ‖ｕ‖１ ＝ （ｕ，ｕ） １ ．
下面引入空间：

　 　 Ｅ ＝ Ｈ１（Ｄ） × Ｌ２（Ｄ），
并且对 Ｅ， 赋予其内积和范数分别为

　 　 （ｗ，ｗ′） Ｅ ＝ （ｗ１，ｗ′１） １ ＋ （ｗ２，ｗ′２） ０， ‖ｗ‖Ｅ ＝ ‖ｗ１‖２
１ ＋ ‖ｗ２‖２

０ ，
对 ∀ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２） Ｔ， ｗ′ ＝ （ｗ′１，ｗ′２） Ｔ ∈ Ｅ 成立．

设 ｖ ＝ ｕｔ， 那么方程（１）等价于如下的一阶方程组：

　 　

ｄｕ
ｄｔ

－ ｖ ＝ ０， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，

ｄｖ
ｄｔ

－ Δｕ ＋ αｖ ＋ ｕ ＝ ｑ１（ｘ） ＋ ｑ２（ｘ）Ｗ － ｆ（ｕ）， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，

∂ｎｕ ＋ ｕ ＋ ｕｔ ＝ ０， ｏｎ　 Γ， ｔ ＞ τ，
ｕ（τ） ＝ ｕ０， ｕｔ（τ） ＝ ｕ１， ｉｎ　 Ｄ ．
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（６）

定义算子 Ｌ： Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｅ Ｅ， 其中

　 　 Ｄ（Ｌ） ＝ { （ｕ，ｖ）：Δｕ ∈ Ｌ２（Ｄ）， ∂ｎｕ ＋ ｖ ＋ ｕ ｜ Γ ＝ ０ } ，
则有

　 　 Ｌ
ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ ｖ
ｕ － Δｕ ＋ αｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．
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记

　 　 ϑ ＝
ｕ
ｖ
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è
ç

ö

ø
÷ ， Ｇ（ϑ） ＝

０
ｑ１ － ｆ（ｕ）
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ø
÷ ， Ｑ ＝

０
ｑ２
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÷ ，

那么方程（６）可以写成下面的形式：

　 　 ｄϑ
ｄｔ

＋ Ｌϑ ＝ Ｇ（ϑ） ＋ ＱＷ ． （７）

通过保测度变换 ϑ
－
＝ （ｕ，ｚ） Ｔ ＝ （ｕ，ｕｔ － ｑ２Ｗ） Ｔ， 则式（７）等价于如下系统：

　 　 ｄϑ
－

ｄｔ
＋ Ｌϑ

－
＝ Ｇ

－
（ϑ

－
，ω）， （８）

其中

　 　 Ｇ
－
（ϑ

－
，ω） ＝

０
ｑ１ － αｑ２Ｗ － ｆ（ｕ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

接下来研究算子 Ｌ 的性质．
引理 １　 算子 Ｌ 满足

（ａ） 对任意的 θ ∈ Ｄ（Ｌ），有（Ｌ（θ），θ） Ｅ ≥ ０；
（ｂ） Ｉ ＋ Ｌ 的值域为 Ｅ，其中 Ｉ 为恒等算子；
（ｃ） － Ｌ 的预解集包含 Ｒ ＋ ＝ ［０， ＋ ∞）；

（ｄ） 对任意 λ ≥ ０，有 ‖（λＩ ＋ Ｌ） －１‖ ≤ １
λ

．

证明　 由

　 　 （Ｌφ，φ） Ｅ ＝ ‖ｖ‖２
∂ ＋ α‖ｖ‖２

０

可得（ａ）和（ｃ）．
对 λ ≥ ０ 以及 φ ＝ （ｕ，ｖ） Ｔ ∈ Ｄ（Ｌ）， 有

　 　 ‖（λＩ ＋ Ｌ）φ‖２
Ｅ ＝ λ ２‖φ‖２

Ｅ ＋ ２λ‖ｖ‖２
∂ ＋ ２λα‖ｖ‖２

０ ＋ ‖Ｌ（φ）‖２
Ｅ，

可知

　 　 ‖（λＩ ＋ Ｌ）φ‖Ｅ ≥ λ‖φ‖Ｅ，
故（ｄ）成立．

结论（ｂ）可参见文献［８⁃１０］．
由文献［１１］中的性质 ３．６ 以及引理 １ 的（ ａ）、（ｂ）可知，式（８）中的算子 Ｌ 是稠密的（即

Ｄ（Ｌ） ＝ Ｅ） ．又由引理 １ 的（ｃ）、（ｄ）以及 Ｈｉｌｌｅ⁃Ｙｏｓｉｄａ 定理，容易验证知 － Ｌ生成 Ｅ上的 Ｃ０ 半群

ｅ －Ｌｔ，ｔ ≥ ０．由条件（２） ～ （４），不难验证 Ｇ
－
（ϑ

－
，ω） 是关于 ϑ

－
局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ（利普希茨）连续的．由

发展方程解的局部存在唯一性理论［１２］，对任意的 ϑ
－
∈ Ｅ， 式（８）都存在唯一的柔和解：

　 　 ϑ
－
（ ｔ） ＝ ｅ －Ｌ（ ｔ －τ）ϑ

－
（τ） ＋ ∫ｔ

τ
ｅ －Ｌ（ ｔ －ｓ）Ｇ

－
（ϑ

－
（ ｓ），θ ｓω）ｄｓ，　 　 ｔ ≥ τ ．

这里只得到解的局部存在性，对于解的整体存在性可由下一节中的引理 ３ 得到．于是映射

　 　 Ｓ
－
（ ｔ，θ τω）： ϑ

－
（τ） ϑ

－
（ ｔ），　 　 Ｅ Ｅ

定义了一个关于式（８）的随机动力系统．
由等价关系可知

　 　 Ｓ（ ｔ，θ τω）： ϑ（τ） ϑ（ ｔ），　 　 Ｅ Ｅ
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是由式（７）所确定的一个连续的随机动力系统．

２　 吸 收 集

在本节，将给出 ＲＤＳ Ｓ（ ｔ，θ τｗ） 在 Ｅ 上的吸收性．
令

　 　 φ１ ＝ ｕ， φ２ ＝ ｕｔ ＋ εｕ － ｑ２Ｗ，
其中

　 　 ε ＝ ２α
３α２ ＋ α ＋ ７

．

那么方程（１）可改写为

　 　

ｄφ１

ｄｔ
＋ εφ１ － φ２ ＝ ｑ２Ｗ， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，

ｄφ２

ｄｔ
＋ （ε ２ ＋ １ － εα）φ１ ＋ （α － ε）φ２ － Δφ１ ＝

　 　 ｑ１ － ｆ（φ１） ＋ （ε － α） ｑ２Ｗ， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，
∂ｎφ１ ＋ （１ － ε）φ１ ＋ φ２ ＝ － ｑ２Ｗ， ｏｎ　 Γ， ｔ ＞ τ，
φ１（τ） ＝ ｕ０， φ２（τ） ＝ ｕ１ ＋ εｕ０ － ｑ２Ｗ（τ）， ｉｎ　 Ｄ ．
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（９）

设

　 　 ϑ ＝
φ１

φ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｌε（ϑ） ＝

εφ１ － φ２

（ε ２ － εα ＋ １）φ１ － Δφ１ ＋ （α － ε）φ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 Ｇ（ϑ） ＝
ｑ２Ｗ

ｑ１ － ｆ（φ１） ＋ （ε － α） ｑ２Ｗ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

则方程（９）可写成

　 　 ｄϑ
ｄｔ

＋ Ｌε（ϑ） ＝ Ｇ（ϑ） ． （１０）

容易验证映射

　 　 Ｓε（ ｔ，θ τω）：ϑ（τ） ϑ（ ｔ），　 　 Ｅ Ｅ
是由式（１０）所生成的 ＲＤＳ ．

由于

　 　 Ｓ
－
（ ｔ，θ τω） ＝ Ｒ －εＳε（ ｔ，θ τω）Ｒε，

其中 Ｒε：（ｕ，ｚ） Ｔ （ｕ，ｚ ＋ εｕ） Ｔ 是 Ｅ 上的一个同构，所以 Ｓε（ ｔ，θ τω） 是 Ｓ
－
（ ｔ，θ τω） 的一个同构．

同时由于式（８） 和式（７） 的等价关系，只研究式（７） 的等价系统（１０） 以及它的 ＲＤＳ Ｓε（ ｔ，θ τω） ．
　 　 为了后面的计算方便，先介绍下面的引理．

引理 ２　 对于任意的 ϑ ＝ （φ１，φ２） Ｔ ＝ （ｕ，ｕｔ ＋ εｕ － ｑ２Ｗ） Ｔ ∈ Ｅ， 有

　 　 （Ｌε（ϑ），ϑ） ≥ ε
２
‖ϑ‖Ｅ ＋ α

２
‖φ２‖２

０ ．

证明　 由

　 　 （Ｌε（ϑ），ϑ） Ｅ ＝ （εφ１ － φ２，φ１） １ ＋ （（ε ２ － εα ＋ １）φ１，φ２） ０ ＋
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　 　 　 　 （α － ε）‖φ２‖２
０ － （Δφ１，φ２） ０ ＝

　 　 　 　 ε‖φ１‖２
１ － （φ２，φ１） ０ － （Ñφ１，Ñφ２） ０ － 〈φ１，φ２〉 ＋

　 　 　 　 （ε ２ － εα ＋ １）（φ１，φ２） ０ ＋ （α － ε）‖φ２‖２
０ － （Δφ１，φ２） ０ ＝

　 　 　 　 ε‖φ１‖２
１ － （Ñφ１，Ñφ２） ０ ＋ （ε ２ － εα）（φ１，φ２） ０ － 〈φ１，φ２〉 －

　 　 　 　 （Δφ１，φ２） ０ ＋ （α － ε）‖φ２‖２
０

以及 Ｇｒｅｅｎ（格林）第二公式，可知

　 　 （Ｌε（ϑ），ϑ） Ｅ ＝ ε‖φ１‖２
１ ＋ ‖φ２‖２

∂ － ε〈φ１，φ２〉 ＋
　 　 　 　 （ε ２ － εα）（φ１，φ２） ０ ＋ （α － ε）‖φ２‖２

０，
那么

　 　 （Ｌε（ϑ），ϑ） － ε
２
‖ϑ‖Ｅ ＋ α

２
‖φ２‖２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ε
２
‖φ１‖２

１ ＋ ‖φ２‖２
∂ － ε〈φ１，φ２〉 ＋ （α － ε）‖φ２‖２

０ －

　 　 　 　 α
２
‖φ２‖２

０ － ε
２
‖φ２‖２

０ ＋ ε（ε － α）（φ１，φ２） ０ ≥

　 　 　 　 ε
２
‖φ１‖２

１ ＋ α － ３ε
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖φ２‖２

０ ＋ ‖φ２‖２
∂ －

　 　 　 　 ε‖φ１‖∂‖φ２‖∂ － ε（α － ε）‖φ１‖０‖φ２‖０ ≥

　 　 　 　 ε
２
‖φ１‖２

∂ － ε‖φ１‖∂‖φ２‖∂ ＋ ‖φ２‖２
∂ ＋

　 　 　 　 α － ３ε
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖φ２‖２

０ － εα‖φ１‖０‖φ２‖０ ＋ ε
２
‖φ１‖２

０ ．

由于

　 　 ε ２ ≤ ２ε， ε ２α２ ≤ ε（α － ３ε），
于是有

　 　 ε
２
‖φ１‖２

∂ － ε‖φ１‖∂‖φ２‖∂ ＋ ‖φ２‖２
∂ ≥ ０，

以及

　 　 α － ３ε
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖φ２‖２

０ － εα‖φ１‖０‖φ２‖０ ＋ ε
２
‖φ１‖２

０ ≥ ０．

证毕．
引理 ３　 对于 Ｅ中任意的有界集 Ｂ，都存在一个缓增的随机变量 Ｃ１（ω） ＞ ０ 和 Ｔ０（Ｂ，ω），

对 τ ≥ Ｔ０（ω） 以及 ϑ（ － τ） ∈ Ｂ， 有

　 　 ‖Ｓε（０，θ －τω）ϑ（ － τ）‖Ｅ ≤ Ｃ１（ω） ．
证明　 对式（１０）的两边分别乘以 ϑ并作内积，得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ϑ‖２
Ｅ ＋ （Ｌε（ϑ），ϑ） Ｅ ＝ （Ｇ（ϑ），ϑ） Ｅ， （１１）

由引理 ２，可知

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ϑ‖２
Ｅ ＋ ε

２
‖ϑ‖２

Ｅ ＋ α
２
‖φ２‖２

０ ≤
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　 　 　 　 （ｑ２Ｗ，φ１） １ ＋ （ｑ１ － ｆ（φ１） － （α － ε） ｑ２Ｗ，φ２） ０ ． （１２）
通过对式（１２）进行整理，得到

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ϑ‖２
Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１），１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε

２
‖ϑ‖２

Ｅ ＋

　 　 　 　 α
２
‖φ２‖２

０ ＋ ε（ ｆ（φ１），φ１） － （ ｆ（φ１），ｑ２Ｗ） ≤

　 　 　 　 （ｑ２Ｗ，φ１） １ ＋ （ｑ１，φ２） ０ － （α － ε）（ｑ２Ｗ，φ２） ０ ．
由条件（２）和（３），存在某个常数 ｋ ＞ ０ 使得

　 　 （φ１， ｆ（φ１）） ０ ≥ ｃ１（Ｆ（φ１），１） ０ － １
８
‖φ１‖２

１ － ｋ， （１３）

　 　 （Ｆ（φ１），１） ０ ≥－ １
８（１ ＋ ｃ１）

‖φ１‖２
１ － ｋ ． （１４）

通过条件（４）、Ｈöｌｄｅｒ 不等式以及 Ｙｏｕｎｇ 不等式，可知

　 　 ｜ （ ｆ（φ１），ｑ２Ｗ） ０ ｜ ≤ Ａ１∫
Ｄ
ｑ２Ｗｄｘ ＋ Ａ１∫

Ｄ
φ３

１ｑ２Ｗｄｘ ≤

　 　 　 　 Ａ１ ｜ Ｄ ｜ ‖ｑ２‖０ ｜ Ｗ ｜ ＋ Ａ１ (∫
Ｄ
φ４

１ｄｘ )
３ ／ ４

‖ｑ２‖Ｌ４ ｜ Ｗ ｜ ≤

　 　 　 　 Ａ２ ｜ Ｗ ｜ ＋ Ａ３ ｜ Ｗ ｜ (∫
Ｄ
Ｆ（φ１）ｄｘ )

３ ／ ４
≤

　 　 　 　 Ａ２ ｜ Ｗ ｜ ＋
ｃ１ε
２ ∫ＤＦ（φ１）ｄｘ ＋ Ａ（ε） ｜ Ｗ ｜ ４ ≤

　 　 　 　
ｃ１ε
２

（Ｆ（φ１），１） ０ ＋ Ｃ（ε）（ ｜ Ｗ ｜ ４ ＋｜ Ｗ ｜ ） ． （１５）

再利用式（１３）、（１５）以及 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｔｚ 不等式，可得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

（‖ϑ‖２
Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１），１） ０） ＋ ε

２
‖ϑ‖２

Ｅ ＋
ｃ１ε
２

（Ｆ（φ１），１） ０ ＋

　 　 　 　 α
２
‖φ２‖２

０ － ε
８
‖φ１‖２

１ － ε
４
‖φ２‖２

０ － （α － ε） ２

ε
‖ｑ２‖２

０ ｜ Ｗ ｜ ２ ≤

　 　 　 　 ε
８
‖φ１‖２

１ ＋ ２
ε
‖ｑ２‖２

１ ｜ Ｗ ｜ ２ ＋ α
２
‖φ２‖２

０ ＋ １
２α

‖ｑ１‖２
０ ＋

　 　 　 　 εｋ ＋ Ｃ（ε）（ ｜ Ｗ ｜ ４ ＋｜ Ｗ ｜ ），
也就是说

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

（‖ϑ‖２
Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１），１） ０ ＋ ２ｋ） ＋ εκ

４
（‖ϑ‖２

Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１），１） ０ ＋ ２ｋ） ≤

　 　 　 　 ２
ε
‖ｑ２‖２

１ ＋ （α － ε） ２

ε
‖ｑ２‖２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ Ｗ ｜ ２ ＋ １

２α
‖ｑ１‖２

０ ＋ ３ε
２

ｋ ＋

　 　 　 　 Ｃ（ε）（ ｜ Ｗ ｜ ４ ＋｜ Ｗ ｜ ），
其中　 　 κ ＝ ｍｉｎ { １，ｃ１ } ．

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，得到

　 　 ‖ϑ（ ｔ）‖２
Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１（ ｔ）），１） ０ ＋ ２ｋ ≤

　 　 　 　 （‖ϑ（ － τ）‖２
Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１（ － τ）），１） ０ ＋ ２ｋ）ｅ －εκ（ ｔ ＋τ） ／ ２ ＋
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２‖ｑ１‖２

０

αεκ
＋ ６ｋ

κ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｅ －εκ（ ｔ ＋τ） ／ ２） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
－τ

２
ε
‖ｑ２‖２

１ ＋ （α － ε） ２

ε
‖ｑ２‖２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ Ｗ ｜ ２ ＋æ

è
ç

　 　 　 　 Ｃ（ε）（ ｜ Ｗ ｜ ４ ＋｜ Ｗ ｜ ） ö
ø
÷ ｅ －εκ（ ｔ －ｓ） ／ ２ｄｓ，

由式（１４），可知

　 　 ‖ϑ‖２
Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１），１） ０ ＋ ２ｋ ≥ １

４
‖ϑ‖２

Ｅ ．

设 ‖ϑ（ － τ）‖Ｅ ≤ ｒ， 由式（３）以及 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理，必定存在 Ｋ（ ｒ） ＞ ０ 使得

　 　 ‖ϑ（ － τ）‖２
Ｅ ＋ ２（Ｆ（φ１（ － τ）），１） ０ ＋ ２ｋ ≤ Ｋ（ ｒ），

故

　 　 ‖ϑ（ ｔ）‖２
Ｅ ≤ ４Ｋ（ ｒ）ｅ －εκ（ ｔ －ｓ） ／ ２ ＋

８‖ｑ１‖２
０

αεκ
＋ ２４ｋ

κ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｅ －εκ（ ｔ －ｓ） ／ ２） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
－τ

２
ε
‖ｑ２‖２

１ ＋ （α － ε） ２

ε
‖ｑ２‖２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ Ｗ ｜ ２ ＋æ

è
ç

　 　 　 　 Ｃ（ε）（ ｜ Ｗ ｜ ４ ＋｜ Ｗ ｜ ） ö
ø
÷ ｅ －εκ（ ｔ －ｓ） ／ ２ｄｓ，　 　 ｔ ≥－ τ ．

选取

　 　 Ｔ０（ ｒ，ω） ＝ ｍｉｎ τ ＞ ０： ４Ｋ（ ｒ） ＜
８‖ｑ１‖２

０

αεκ
＋ ２４ｋ

κ{ } ，

　 　 Ｃ１（ω） ＝
８‖ｑ１‖２

０

αεκ
＋ ２４ｋ

κ
＋

　 　 　 　 ∫０
－∞

２
ε
‖ｑ２‖２

１ ＋ （α － ε） ２

ε
‖ｑ２‖２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ Ｗ ｜ ２ ＋æ

è
ç

　 　 　 　 Ｃ（ε）（ ｜ Ｗ ｜ ４ ＋｜ Ｗ ｜ ） ö
ø
÷ ｅ －εκ（ ｔ －ｓ） ／ ２ｄｓ，

不难验证 Ｃ１（θ ｔω） 关于时间 ｔ 是缓增的．证毕．
由引理 ３，可知存在一个关于 ＲＤＳ Ｓε（０，θ τ ω） 的半径为 ｒ０ 的吸收集 Ｂ０， 使得
　 　 Ｓε（ ｔ，θ －τ ω）Ｂ０ ⊆ Ｂ０，　 　 ｔ ≥ τ，

其中　 　 ｒ２０ ≥ Ｃ１（ω） ．

３　 随机吸引子

本节将证明 ＲＤＳ Ｓε（ ｔ，θ τω） 的随机吸引子存在性．
设 ｕ ＝ ｖ ＋ ｗ， 则式（１）可分解为如下两个系统：

　 　
ｖｔｔ ＋ αｖｔ － Δｖ ＋ ｖ ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｑ１（ｘ） ＋ ｑ２（ｘ）Ｗ， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，
ｖｔ（ｘ，ｔ） ＝ ０， ∂ｎｖ ＋ ｖ ＝ ０， ｏｎ　 Γ， ｔ ＞ τ，
ｖ（ｘ，τ） ＝ ｕ０， ｖｔ（ｘ，τ） ＝ ｕ１， ｉｎ　 Ｄ；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

　 　

ｗ ｔｔ ＋ αｗ ｔ － Δｗ ＋ ｗ ＝ ０， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，
∂ｎｗ ＋ ｗ ＝－ ｗ ｔ， ｏｎ　 Γ， ｔ ＞ τ，
ｗ（τ） ＝ ｕ０ － ｕ０， ｗ ｔ（τ） ＝ ｕ１ － ｕ１， ｉｎ　 Ｄ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１７）
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其中 ｕ０ ∈ Ｈ１（Ｄ），∂ｎｕ０ ＋ ｕ０ ｜ Γ ＝ ０，‖ｕ０‖１ ≤ ‖ｕ０‖１ 且 ｕ１ ∈ Ｌ２（Ｄ），ｕ１ ｜ Γ ＝ ０，‖ｕ１‖０ ≤
‖ｕ１‖０ ．

令

　 　 ϑｂ ＝ （ｗ，ｗ ｔ ＋ εｗ） Ｔ ＝ （φ ｂ
１，φ ｂ

２） Ｔ，

　 　 Ｌε（ϑｂ） ＝
εφ ｂ

１ － φ ｂ
２

α（φ ｂ
２ － εφ ｂ

１） － Δφ ｂ
１ ＋ φ ｂ

１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，

于是可以将式（１７）改写为

　 　 ｄϑｂ

ｄｔ
＋ Ｌε（ϑｂ） ＝ ０． （１８）

类似地，不难验证对任意的 ϑｂ（τ） ∈ Ｅ，式（１８） 存在唯一的解 ϑｂ（ ｔ） ∈ Ｅ， 且

　 　 Ｓｂ
ε（ ｔ，θ τ ω）： ϑｂ（τ） ϑｂ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ τ

是由式（１８）所确定的连续 ＲＤＳ ．
引理 ４　 对 Ｅ 中的任意有界集 Ｂ， 有

　 　 ｌｉｍ
τ → ∞

ｓｕｐ
ϑ（ －τ）∈Ｂ

‖Ｓｂ
ε（０，θ －τω）‖Ｅ ＝ ０．

证明　 对式（１８）两边分别乘以 ϑｂ， 且由于

　 　 （Ｌε（ϑｂ），ϑｂ） ＝ ε‖φ ｂ
１‖２

１ － εα（φ ｂ
１，φ ｂ

２） ０ ＋ α‖φ ｂ
２‖２

０ － ε〈φ ｂ
１，φ ｂ

２〉 ＋ ‖φ ｂ
２‖２

∂ ≥

　 　 　 　 ε
２
‖ϑｂ‖２

Ｅ ＋ ε
２
‖φ ｂ

１‖２
０ － εα‖φ ｂ

１‖０‖φ ｂ
２‖０ ＋ α － ε

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖φ ｂ

２‖２
０ ＋

　 　 　 　 ε
２
‖φ ｂ

１‖２
∂ － ε‖φ ｂ

１‖∂‖φ ｂ
２‖∂ ＋ ‖φ ｂ

２‖２
∂ ≥

　 　 　 　 ε
２
‖ϑｂ‖２

Ｅ，

不难得出

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ϑｂ‖２
Ｅ ＋ ε

２
‖ϑｂ‖２

Ｅ ≤ ０．

再利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，可知

　 　 ‖ϑｂ‖２
Ｅ ≤ ‖ϑｂ（ － τ）‖２

Ｅ ｅ －ε（ ｔ ＋τ） ．
证毕．

记

　 　 ϑａ ＝ （ｖ，ｖｔ ＋ εｖ － ｑ２Ｗ） Ｔ ＝ （φ ａ
１，φ ａ

２） Ｔ，

　 　 Ｌε（ϑａ） ＝
εφ ａ

１ － φ ａ
２

（ε ２ － εα ＋ １）φ ａ
１ － Δφ ａ

１ ＋ （α － ε）φ ａ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，

可将式（１６）改写为

　 　 ｄϑａ

ｄｔ
＋ Ｌε（ϑａ） ＝ Ｇ（ϑ） ． （１９）

易知映射

　 　 Ｓａ
ε（ ｔ，θ τ ω）： ϑａ（τ） ϑａ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ τ

是一个连续的 ＲＤＳ ．
接下来将给出紧性的证明．
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引理 ５　 对于任意的 {ϑａ
ｊ } ⊆ Ｂ０， { Ｓａ

ε（０，θ －ｔ ｊω）ϑａ
ｊ } 在 Ｅ 中预紧．

证明　 做变换 θ ａ
２ ＝ ｖｔ ＋

α
２

ｖ － ｑ２Ｗ ．

设

　 　 θａ ＝ ｖ，ｖｔ ＋
α
２

ｖ － ｑ２Ｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

＝ （θ ａ
１，θ ａ

２） Ｔ，

映射

　 　 Ｓａ
α ／ ２（ ｔ，θ τ ω）：θａ（τ） θａ（ ｔ），　 　 Ｅ Ｅ ．

因为 Ｓａ
ε（ ｔ，θ τ ω） ＝ Ｒε －α ／ ２Ｓａ

α ／ ２（ ｔ，θ τ ω）Ｒα ／ ２－ε，其中 Ｒα ／ ２－ε：（ｖ，ｚ） Ｔ （ｖ，ｚ ＋ （α ／ ２ － ε）ｖ） 是 Ｅ
上的同构，则 Ｓａ

α ／ ２（ ｔ，θ τ ω） 等价于 Ｓａ
ε（ ｔ，θ τ ω） ．于是只需要证明 Ｓａ

α ／ ２（ ｔ，θ τ ω） 的渐近紧性．
设 { θ ａ

ｊ } 为 Ｂ０ 中的一族序列，且 ｔ ｊ →∞ ．下面将证明序列 { Ｓａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊ ω）θ ａ

ｊ } 在 Ｅ 中是预

紧的．
由于证明需要，引入如下的辅助函数：

　 　 Ｉ（θａ） ＝ １
２
‖θ ａ

２‖２
０ ＋ ４ － α２

８
‖θ ａ

１‖２
０ ＋ １

２
‖ Ñθ ａ

１‖２
０ ＋ １

２
‖θ ａ

１‖∂
２ ＋ （Ｆ（ｕ），１） ０ ．

通过简单的计算，可得

　 　 ｄＩ
ｄｔ

＋ αＩ ＝ α（Ｆ（ｕ），１） ０ － （θ ａ
２， ｆ（ｕ）） ０ ＋ （ ｆ（ｕ），ｕｔ） ０ － α

２
（ｑ２Ｗ，θ ａ

２） ０ ＋

　 　 　 　 ２ － α２

２
（θ ａ

１，ｑ２Ｗ） ０ ＋ （θ ａ
１，ｑ２Ｗ） １ ＋ （θ ａ

２，ｑ１） ０ ．

令

　 　 Ｌ１（θａ） ＝ α（Ｆ（ｕ），１） ０ － α
２
（ ｆ（ｕ），ｕ） ０ ＋ （ ｆ（ｕ），ｗ ｔ） ０ ＋ α

２
（ ｆ（ｕ），ｗ） ０，

　 　 Ｌ２（θａ） ＝ （θ ａ
２，ｑ１） ０，

　 　 Ｌ３（θａ） ＝ α
２
（ｑ２，θ ａ

２） ０ ＋ ２ － α２

２
（ｑ２，θ ａ

１） ０ ＋ （ｑ２，θ ａ
１） １ － （ｑ２， ｆ（ｕ）），

于是有

　 　 ｄＩ
ｄｔ

＋ αＩ ＝ Ｌ１（θａ） ＋ Ｌ２（θａ） ＋ Ｌ３（θａ）Ｗ ． （２０）

由引理 ３ 以及引理 ４ 可知， { Ｓａ
ε（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ } 在 Ｅ 中是有界的．又由于 { Ｓａ
ε（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ }

与 Ｓａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ 之间具有等价性，于是

　 　 Ｓａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ ⇀θ∗ ． （２１）
类似地，对于每个 Ｔ ∈ Ｎ，序列 { Ｓａ

α ／ ２（ － Ｔ，θ －ｔ ｊω）θ ａ
ｊ } 有弱收敛子列，且

　 　 Ｓａ
α ／ ２（ － Ｔ，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ ⇀θ ａ
－Ｔ， （２２）

其中 θ ａ
－Ｔ ∈ Ｂ０ ．再由式（２１） 和（２２），可得 Ｓａ

α ／ ２（Ｔ，θ －Ｔω）θ ａ
－Ｔ ＝ θ∗ ．

对式（２０）乘以 ｅαｔ，以 Ｓａ
α ／ ２（ － Ｔ，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ 为初值进行积分，有
　 　 Ｉ（Ｓａ

α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ
ｊ ） ＝ ｅ －αＴＩ（Ｓａ

α ／ ２（ － Ｔ，θ －ｔ ｊω）θ ａ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ１（（θａ） （ ｊ）（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫０

－Ｔ
ｅαｓＬ２（（θａ） （ ｊ）（ ｓ））ｄｓ ＋
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　 　 　 　 ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ３（（θａ） （ ｊ）（ ｓ））Ｗｄｓ， （２３）

这里取

　 　 （θａ） （ ｊ）（ ｔ） ＝ （ ｖ （ ｊ）（ ｔ），ｖ （ ｊ）
ｔ （ ｔ） ＋ εｖ （ ｊ）（ ｔ） － ｑ２Ｗ） ＝ Ｓａ

α ／ ２（ ｔ － Ｔ，θ －ｔ ｊω）θ ａ
ｊ ．

对于每个 ｔ≥０，（θａ） （ ｊ） 在 Ｅ中都弱收敛于 Ｓａ
α ／ ２（ ｔ，θ －Ｔω）θ ａ

－Ｔ，这就意味着 ｖ （ ｊ）（ ｔ） 在 Ｈ１（Ｄ）

中弱收敛于 ｖ－（ ｔ）（设 Ｓａ
α ／ ２（ ｔ，θ －Ｔω）θ ａ

－Ｔ ＝ θ
－ ａ ＝ （ｖ－，ｖ－ ｔ ＋ ｖ－ ／ ２ － ｑ２Ｗ） Ｔ） ．

因此，
　 　 ｖ （ ｊ）（ ｔ） → ｖ－（ ｔ）

对 ｔ ≥ ０ 成立．
强收敛性允许我们利用控制收敛定理，得到（见文献［１３］中的命题 ４．２）

　 　 ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ２（（θａ） （ ｊ）（ ｓ））ｄｓ → ∫０

－Ｔ
ｅαｓＬ２（θ

－ ａ（ ｓ））ｄｓ ．

类似地，有

　 　 ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ３（（θａ） （ ｊ）（ ｓ））ｄｓ → ∫０

－Ｔ
ｅαｓＬ３（θ

－ ａ（ ｓ））ｄｓ ．

由引理 ４，不难得到映射

　 　 Ｒ１：ｕ ∈ Ｈ１（Ｄ） α（Ｆ（ｕ），１） ０ － α
２
（ ｆ（ｕ），ｕ） ０ ＋ （ ｆ（ｕ），ｗ ｔ） ０ ＋ α

２
（ ｆ（ｕ），ｗ） ０ ∈ Ｒ

的序列弱连续性（见文献［１４］中的定理 ３．６），于是有

　 　 ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ１（（θａ） （ ｊ）（ ｓ））ｄｓ → ∫０

－Ｔ
ｅαｓＬ１（θ

－ ａ（ ｓ））ｄｓ ．

由式（２３），可知

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｊ→＋∞

Ｉ（Ｓａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ ） ≤ Ｃｅ －αＴ ＋ ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ１（θ

－ ａ）ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ２（θ

－ ａ）ｄｓ ＋ ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ３（θ

－ ａ）Ｗｄｓ ． （２４）

另一方面，对式（２０）以 θ ａ
－Ｔ 为初值进行积分，有

　 　 Ｉ（ϑ∗） ＝ Ｉ（ϑａ
－Ｔ）ｅ

－αＴ ＋ ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ１（θ

－ ａ）ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ２（θ

－ ａ）ｄｓ ＋ ∫０
－Ｔ
ｅαｓＬ３（θ

－ ａ）Ｗｄｓ ． （２５）

通过式（２４）和（２５）可以发现

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｊ→＋∞

Ｉ（Ｓａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ ） ≤ Ｃｅ －αＴ ＋ Ｉ（θ∗），

且当 Ｔ →＋ ∞，可知ｌｉｍ ｓｕｐ ｊ→＋∞ Ｉ（Ｓ
ａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ ） ≤ Ｉ（θ∗） ．又因为范数的弱下半连续性，容
易得出ｌｉｍ ｉｎｆ ｊ→＋∞ Ｉ（Ｓ

ａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ ） ≥ Ｉ（θ∗） ．因此 Ｉ（Ｓａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ ） → Ｉ（θ∗） ．再考虑到

式（２１） 中的弱收敛性，可知 Ｓａ
α ／ ２（０，θ －ｔ ｊω）θ ａ

ｊ 在 Ｅ 中强收敛于 θ∗ ．证毕．
由引理 ４ 以及引理 ５，可得 ＲＤＳ Ｓ（ ｔ，θ τω） 随机吸引子的存在性．
定理 １　 ＲＤＳ Ｓ（ ｔ，θ τω） 在 Ｅ 中有一个紧的随机吸引子 Ａ（ω）， 且满足

　 　 Ｓ（ ｔ，θ τω）Ａ（θ τω） ＝ Ａ（θ ｔω），　 　 ｔ ≥ τ ．
由于 ＲＤＳ Ｓ（ ｔ，θ τω） 与 ＲＤＳ Ｓε（ ｔ，θ τω） 之间的等价关系，ＲＤＳ Ｓε（ ｔ，θ τω） 存在一个紧的随

机吸引子 Ａε（ω）， 且满足
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　 　 Ｓε（ ｔ，θ τω）Ａε（θ τω） ＝ Ａε（θ ｔω），　 　 ｔ ≥ τ ．

４　 吸引子的结构

本节将讨论 ＲＤＳ Ｓ（ ｔ，θ τω） 的吸引子的结构．

设 ϑ（ ｔ） ＝ （ｕ（ ｔ），ｕｔ（ ｔ） ＋ εｕ（ ｔ） － ｑ２Ｗ） Ｔ ∈ Ａε（θ ｔω） ．对于固定的 ｔ，存在 ｔ ｊ 以及 θ ｊ（ － ｔ ｊ）
⊂ Ｂ０， 使得

　 　 ｌｉｍ
ｊ→＋∞

Ｓε（ ｔ，θ －ｔ ｊω）ϑ ｊ（ － ｔ ｊ） ＝ ϑ（ ｔ） ．

设

　 　 Ｓε（ ｔ，θ τω）ϑ ｊ（ － ｔ ｊ） ＝ （ϑａ） （ ｊ）（ ｔ） ＋ （ϑｂ） （ ｊ）（ ｔ），
其中 （ϑａ） （ ｊ）（ ｔ），（ϑｂ） （ ｊ）（ ｔ） 分别满足系统（１６）和（１７）．

由引理 ４，
　 　 ｌｉｍ

ｊ→＋∞
（ϑｂ） （ ｊ）（ ｔ） ＝ ０，

这意味着

　 　 ｌｉｍ
ｊ→＋∞

（ϑａ） （ ｊ）（ ｔ） ＝ ϑ（ ｔ） ．

因此，对随机吸引子中任意的 ϑ ＝ （ｕ，ｕｔ ＋ εｕ － ｑ２Ｗ） Ｔ， 有

　 　
ｕｔｔ ＋ αｕｔ － Δｕ ＋ ｕ ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｑ１ ＋ ｑ２Ｗ， ｉｎ　 Ｄ，
∂ｎｕ ＋ ｕ ＝ ０， ｕｔ ＝ ０， ｏｎ　 Γ ．{ （２６）

定义算子 Ａ ＝ － Δ：Ｄ（Ａ） → Ｌ２（Ｄ），其中 Ｄ（Ａ） ＝ { ｕ： － Δｕ∈ Ｌ２（Ｄ），∂ｕ ＋ ｕ ｜ Γ ＝ ０ } ．则算

子ＡＡ ＝ Ｉ ＋ Ａ 是 Ｌ２（Ｄ） 中的自共轭、正定、线性紧算子．
对每个 ｓ ∈ Ｒ， Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈｓ 的内积和范数记为（·，·） ｓ， ‖·‖ｓ， 且满足

　 　 （·，·） ｓ ＝ ∑
０≤α≤ｓ

（ＡＡ α ／ ２ｕ，ＡＡ α ／ ２ｖ） ０， ‖·‖ｓ ＝ ∑
０≤α≤ｓ

‖ ＡＡ α ／ ２ｕ‖２
０ ．

记 Ｅ０ ＝ Ｈ１（Ｄ） × Ｌ２（Ｄ）， 容易验证

　 　 Ｐ（ ｔ，θ τω）：（ｕ（τ），ｕｔ（τ）） Ｔ ∈ Ｅ０ （ｕ（ ｔ），ｕｔ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｅ０，　 　 ｔ ≥ τ
是关于系统（２６）的连续 ＲＤＳ ．

下面的定理将给出随机吸引子 Ａ（ω） 的结构．
定理 ２　 ＲＤＳ Ｐ（ ｔ，θ τω） 在 Ｈ１（Ｄ） × Ｌ２（Ｄ） 中拥有一个随机吸引子 Ａ０（ω）， 并且

　 　 Ａ（ω） ＝ Ａ０（ω） ．
证明　 类似于引理 ３ 以及引理 ５ 的证明，可知 ＲＤＳ Ｐ（ ｔ，θ τω） 在 Ｅ０ 中的吸收性和紧性．则

Ｐ（ ｔ，θ τω） 在 Ｈ１（Ｄ） × Ｌ２（Ｄ） 中有一个随机吸引子 Ａ０（ω）， 使得

　 　 Ｐ（ ｔ，θ τω）Ａ０（θ τω） ＝ Ａ０（θ ｔω） ．
因为

　 　 Ｓ（ ｔ，θ τω）Ａ（θ τω） ＝ Ａ（θ τω），
并且 Ａ（ω） 中的点均满足方程（２６），于是

　 　 Ｐ（ ｔ，θ τω）Ａ（θ τω） ＝ Ａ（θ τω），
这意味着

　 　 Ａ０（ω） ＝ Ａ（ω） ．
证毕．
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５　 总结与展望

本文研究了动态边界上随机波动方程吸引子，主要有以下几点结论：
１） 证明了 Ｓｂ

ε（ ｔ，θ τω） 将随着时间而消失，而 Ｓａ
ε（ ｔ，θ τω） 在Ｅ上是渐近紧的，从而完成动态

边界上随机波动方程吸引子存在性的证明．
２） 进一步研究了静态边界上的波动方程随机吸引子 Ａ０ 的性质，并指出其结构和原波动

方程的随机吸引子 Ａ 结构是一致的．
同时，本文研究的是带线性阻尼的随机波动方程吸引子存在性．未来，还可以从以下几个

方面进行研究：
１） 进一步对本文中的波动方程吸引子 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 维数进行研究，对维数上界进行估计，从

而展示吸引子的复杂程度．
２） 考虑如下带非线性阻尼的随机波动方程吸引子存在性：

　 　
ｕｔｔ ＋ ｈ（ｕｔ） － Δｕ ＋ ｕ ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｑ１（ｘ） ＋ ｑ２（ｘ）Ｗ， ｉｎ　 Ｄ， ｔ ＞ τ，
∂ｎｕ ＋ ｕ ＝ － ｕｔ， ｏｎ　 Γ， ｔ ＞ τ，
ｕ（τ） ＝ ｕ０， ｕｔ（τ） ＝ ｕ１ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

在阻尼为非线性条件时，找到合适的能量不等式将变得困难，且 ｆ 为临界指数时，紧嵌入

定理也不再适用，因此需要考虑 ｈ， ｆ，ｑ１，ｑ２ 满足什么条件随机吸引子存在，且吸引子的 Ｈａｕｓ⁃
ｄｏｒｆｆ 维数有限．
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０８０１ 动态边界上随机波动方程的吸引子
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