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摘要：　 针对轴向压力作用下具有内核伸出段的套管构件，理论研究了初弯曲内核与柔性套筒的

点接触变形过程．采用小挠度二阶平衡微分方程，推导了内核处于点接触状态时套管构件的挠度、
剪力、弯矩、接触力等物理量的计算公式．理论的对比结果表明：１）内核伸出段会显著增大套管构

件的弯曲轴向位移，降低套管构件的非线性轴向刚度；２）内核伸出段使内核与套筒端部的接触反

力有显著的增加，随着轴向压力的增大，该接触反力的增加更大；３）内核伸出段使内核的剪力、弯
矩均有显著的提高，尤其在内核与套筒抗弯刚度比值较大时，弯矩的提高更显著．该文的研究可为

套管构件及内核与套筒端部连接的设计提供依据．
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引　 　 言

针对杆系结构中受压构件容易出现失稳的现象，研究者提出了相应的限制失稳构件．限制

失稳构件被应用于大量的工程实践中，并且取得了不错的效果［１⁃３］ ．套管构件是一种限制失稳

构件，它由内核与套筒组成，两者之间有间隙；套管构件具有稳定控制、滞回性能优良等特点；
内核与套筒各司其职———内核承受压力而套筒则抵抗内核的弯曲，套筒约束内核的屈曲变形，
显著提高内核的承载力；在受到意外荷载作用时，能够利用内核屈曲消耗瞬时荷载所产生的能

量，减少结构的动力响应，减轻整体结构的破坏程度［４⁃６］ ．
套管构件在受力过程中，内核与套筒呈现不同的接触状态．在这些接触状态中，套筒约束

内核的弯曲变形．当内核首先发生屈曲时，内核外壁与套筒内壁之间接触，它们处于点接触的

状态．文献［７］试验研究了内核与刚性套筒发生点接触时内核的轴压承载力．文献［８⁃１０］理论

与试验研究了弹性柱与刚性墙之间的点接触．文献［１１⁃１４］理论研究了内核与柔性套筒的点接

触，认为内核与套筒等长，并推导出相关物理量的计算公式．文献［１５］在理论研究的基础上，试
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验研究了内核与套筒的点接触，其内核试件外伸出套筒试件；通过试验研究发现，在轴向荷载

作用下内核伸出段容易出现屈曲，极大降低内核的承载力．
有鉴于此，需要研究内核伸出段对套管构件的变形、内力的影响，以便合理设计套管构件，

加强内核与套筒端部的连接构造．本文提出考虑内核伸出段的内核与柔性套筒点接触的力学

模型，采用线弹性小挠度理论研究了轴压初弯曲内核的变形，推导了内核与套筒挠度、剪力、弯
矩、接触力等物理量的计算公式．通过本文理论与文献［１５］中理论、试验的算例对比，表明内核

伸出段对套管构件的变形、受力有显著影响．

１　 考虑内核伸出段的力学模型及参数定义

为了便于套管构件的安装及使用，套管构件中的内核需要外伸出套筒，如图 １ 所示的内核

伸出段．内核两端与结构的其他构件铰接，内核与套筒端部采用“限位连接”，使内核与套筒在

两端连接处具有相同的挠度，二者允许相对转动，连接的一侧允许轴向相对滑动，类似活动铰

接的构造．根据图 １ 所示，内核与套筒处于点接触时的力学模型如图 ２ 所示，图中给出了内核

轴线、套筒轴线及其内壁的变形．

图 １　 套管构件的边界条件 图 ２　 内核与套筒的点接触

Ｆｉｇ． １　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｓｌｅｅｖｅｄ ｃｏｌｕｍｎ Ｆｉｇ． ２　 Ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｌｅｅｖｅ

在推导内核与套筒点接触的方程时，给出无量纲量的图、推导、算例．采用了以下基本假

定：内核有一阶、二阶混合屈曲模态初弯曲，套筒无初弯曲；它们的材料为线弹性，且变形为小

变形；忽略内核与套筒之间的摩擦力．
在本文中符号约定如下：字母上带横线的表示有量纲量，相应字母上不带横线的表示相应

的无量纲量；用下标 ｉ 表示内核的相应物理量，而下标 ｅ 表示套筒的相应物理量．如图 ２ 所示，

ｘ－ 表示轴向坐标， ｙ－ 表示横向坐标， Ｌ
－

０ 表示内核长度， Ｌ
－

１ 表示内核伸出套筒的长度， ｇ－ 表示内核

与套筒净间隙， ａ－ 表示内核与套筒接触点的轴向坐标； Ｐ
－
表示轴向压力， Ｅ

－

ｉ Ｉ
－

ｉ，Ｅ
－

ｅ Ｉ
－

ｅ 分别为内核

与套筒的抗弯刚度， ｖ－ ｉ（ｘ
－），ｖ－ ｅ（ｘ

－） 分别为内核与套筒的挠度， ｆ
－
表示在接触点处内核的挠度．其

他物理量采用常用习惯， δ
－

Ｍ 为内核弯曲产生的轴向位移， δ
－
为内核的总轴向位移， Ｍ

－

ｉ（ｘ
－） 为内

核弯矩， Ｑ
－

ｉ（ｘ
－） 为内核剪力．如图 ３ 所示， Ｑ

－

０，Ｑ
－

１ 分别为内核与套筒端部的接触反力， Ｆ
－
为内核

与套筒点接触处的集中接触力．

ｖ－ ｉ０（ｘ
－） ＝ ｄ

－

１ｓｉｎ（πｘ
－ ／ Ｌ

－

０） ＋ ｄ
－

２ｓｉｎ（２πｘ
－ ／ Ｌ

－

０） 为内核的初弯曲，右端第一项表示内核具有一阶

屈曲模态的初弯曲，右端第二项表示内核具有二阶屈曲模态的初弯曲， ｄ
－

１，ｄ
－

２ 分别为它们的相

应幅值且均大于零．设 Ｐ
－

Ｅ ＝ π２Ｅ
－

ｉ Ｉ
－

ｉ ／ Ｌ
－ ２
０，定义无量纲量：
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　 　 ｄ１ ＝ ｄ
－

１ ／ Ｌ
－

０， ｄ２ ＝ ｄ
－

２ ／ Ｌ
－

０ ． （３）
根据无量纲量的定义及内核微元体的本构方程、几何关系、平衡方程［１６⁃１７］ 推导出如下关

系式：

　 　

Ｍｉ（ｘ） ＝ － ｖ″ｉ（ｘ） ＋ ｖ″ｉ０（ｘ），

Ｑｉ（ｘ） ＝ ４η２ｖ′ｉ（ｘ） ＋ ［ｖ‴ｉ（ｘ） － ｖ‴ｉ０（ｘ）］，

δＭ ＝ ０．５∫１
０
［ｖ′ｉ（ｘ）］ ２ｄｘ － ０．５∫１

０
［ｖ′ｉ０（ｘ）］ ２ｄｘ，

δ ＝ ４η２ ／ λ２
ｉ ＋ δＭ，
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（４）

其中 λ ｉ 为内核的长细比，（·）′表示对 ｘ 求一阶导数．

２　 点接触基本方程及推导

随着轴向压力 ｐ 增加，初弯曲内核发生弯曲变形，直到其外壁与套筒内壁刚好接触，此时

内核与套筒刚好出现点接触，套筒未发生弯曲变形．随着轴向压力 ｐ 持续增加，内核变形继续

加大，套筒开始产生弯曲变形．内核受力如图 ３（ａ）所示，其中内核挠度 ｖｉ（ｘ） 为分段函数，分别

为 ｖｉ１（ｘ），ｖｉ２（ｘ），ｖｉ３（ｘ），ｖｉ４（ｘ）； 套筒受力如图 ３（ｂ）所示，其中套筒挠度 ｖｅ（ｘ） 为分段函数，分
别为 ｖｅ１（ｘ），ｖｅ２（ｘ） ．当轴压内核与套筒在接触点 Ａ 曲率相等时，点接触状态结束，此时的轴向

压力 ｐ 即为点接触的结束荷载．
根据内核的平衡方程有

　 　 Ｆ ＝ Ｑ０（１ － ２Ｌ１） ／ （１ － Ｌ１ － ａ）， Ｑ１ ＝ Ｑ０（ａ － Ｌ１） ／ （１ － Ｌ１ － ａ） ． （５）

（ａ） 内核点接触受力图 （ｂ） 套筒点接触受力图

（ａ） Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｉｎ ｔｈｅ ｓｌｅｅｖｅ
图 ３　 内核与套筒点接触时的受力图

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｌｏａｄ ａｎｄ ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｒｅａｃｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｌｅｅｖｅ

根据小挠度理论［１６⁃１７］、无量纲变量定义，关于 ｖｉ１（ｘ），ｖｉ２（ｘ），ｖｉ３（ｘ），ｖｉ４（ｘ） 的二阶微分方
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程为

　 　

ｖ″ｉ１（ｘ） ＋ ４η２ｖｉ１（ｘ） ＝ － π２ｄ１ｓｉｎ（πｘ） － ４π２ｄ２ｓｉｎ（２πｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ１，

ｖ″ｉ２（ｘ） ＋ ４η２ｖｉ２（ｘ） ＝ Ｑ０（ｘ － Ｌ１） － π２ｄ１ｓｉｎ（πｘ） － ４π２ｄ２ｓｉｎ（２πｘ），
　 　 Ｌ１ ≤ ｘ ≤ ａ，

ｖ″ｉ３（ｘ） ＋ ４η２ｖｉ３（ｘ） ＝ Ｑ１（１ － Ｌ１ － ｘ） － π２ｄ１ｓｉｎ（πｘ） － ４π２ｄ２ｓｉｎ（２πｘ），
　 　 ａ ≤ ｘ ≤ １ － Ｌ１，

ｖ″ｉ４（ｘ） ＋ ４η２ｖｉ４（ｘ） ＝ － π２ｄ１ｓｉｎ（πｘ） － ４π２ｄ２ｓｉｎ（２πｘ），
　 　 １ － Ｌ１ ≤ ｘ ≤ １，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（６）

边界及变形连续条件为

　 　
ｖｉ１（０） ＝ ０， ｖｉ４（１） ＝ ０， ｖｉ１（Ｌ１） ＝ ｖｉ２（Ｌ１）， ｖ′ｉ１（Ｌ１） ＝ ｖ′ｉ２（Ｌ１），
ｖｉ２（ａ） ＝ ｖｉ３（ａ）， ｖ′ｉ２（ａ） ＝ ｖ′ｉ３（ａ），
ｖｉ３（１ － Ｌ１） ＝ ｖｉ４（１ － Ｌ１）， ｖ′ｉ３（１ － Ｌ１） ＝ ｖ′ｉ４（１ － Ｌ１） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

根据小挠度理论［１６⁃１７］、无量纲变量定义，关于 ｖｅ１（ｘ），ｖｅ２（ｘ） 的二阶微分方程为

　 　
ｖ″ｅ１（ｘ） ＝ － βＱ０（ｘ － Ｌ１）， Ｌ１ ≤ ｘ ≤ ａ，
ｖ″ｅ２（ｘ） ＝ － βＱ１（１ － Ｌ１ － ｘ）， ａ ≤ ｘ ≤ １ － Ｌ１，{ （８）

变形连续条件为

　 　 ｖｅ１（ａ） ＝ ｖｅ２（ａ）， ｖ′ｅ１（ａ） ＝ ｖ′ｅ２（ａ） ． （９）
内核与套筒的变形协调条件为

　 　 ｖｅ１（Ｌ１） ＝ ｖｉ１（Ｌ１）， ｖｅ２（１ － Ｌ１） ＝ ｖｉ４（１ － Ｌ１）， （１０）
　 　 ｖｉ２（ａ） － ｇ ＝ ｖｅ１（ａ）， （１１）
　 　 ｖ′ｉ２（ａ） ＝ ｖ′ｅ１（ａ） ． （１２）
由内核的平衡微分方程（６）、边界及变形连续条件（７）得

　 　

ｖｉ１（ｘ） ＝ Ｃ（１）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（２）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ ｈ（ｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ１，

ｖｉ２（ｘ） ＝ Ｃ（３）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（４）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ （ｘ － Ｌ１）Ｑ０ ／ （４η２） ＋ ｈ（ｘ），
　 　 Ｌ１ ≤ ｘ ≤ ａ，

ｖｉ３（ｘ） ＝ Ｃ（５）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（６）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ （１ － Ｌ１ － ｘ）Ｑ１ ／ （４η２） ＋ ｈ（ｘ），
　 　 ａ ≤ ｘ ≤ １ － Ｌ１，
ｖｉ４（ｘ） ＝ Ｃ（７）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（８）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ ｈ（ｘ），　 　 １ － Ｌ１ ≤ ｘ ≤ １，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１３）

其中

　 　 ｈ（ｘ） ＝ π２［ｄ１ｓｉｎ（πｘ） ／ （π２ － ４η２） ＋ ｄ２ｓｉｎ（２πｘ） ／ （π２ － η２）］，
相应的系数 Ｃ（１） ～ Ｃ（８） 为

　 　 Ｃ（１） ＝ ０， Ｃ（３） ＝ Ｑ０ｓｉｎ（２Ｌ１η） ／ （８η３）， （１４）
　 　 Ｃ（２） ＝ ｃｓｃ（２η） { － ２［（ａ － Ｌ１）Ｑ０ ＋ （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）Ｑ１］ηｃｏｓ［２（ － １ ＋ ａ）η］ ＋
　 　 　 　 Ｑ１ｓｉｎ（２Ｌ１η） － （Ｑ０ ＋ Ｑ１）ｓｉｎ（２η － ２ａη） ＋ Ｑ０ｓｉｎ（２η － ２Ｌ１η） } ／ （８η３）， （１５）
　 　 Ｃ（４） ＝ ｃｓｃ（η）ｓｅｃ（η） { － ４［（ａ － Ｌ１）Ｑ０ ＋
　 　 　 　 （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）Ｑ１ηｃｏｓ［２（ － １ ＋ ａ）η］］ ＋
　 　 　 　 ２Ｑ１［ｓｉｎ（２Ｌ１η） － ｓｉｎ（２η － ２ａη）］ ＋ Ｑ０［ － ｓｉｎ［２（１ ＋ Ｌ１）η］ －
　 　 　 　 ２ｓｉｎ（２η － ２ａη） ＋ ｓｉｎ（２η － ２Ｌ１η）］ } ／ （３２η３）， （１６）
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　 　 Ｃ（５） ＝ { ２［（ａ － Ｌ１）Ｑ０ ＋ （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）Ｑ１］ηｃｏｓ（２ａη） －
　 　 　 　 （Ｑ０ ＋ Ｑ１）ｓｉｎ（２ａη） ＋ Ｑ０ｓｉｎ（２Ｌ１η） } ／ （８η３）， （１７）
　 　 Ｃ（６） ＝ ｃｓｃ（２η） { － ２［（ａ － Ｌ１）Ｑ０ ＋ （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）Ｑ１］ηｃｏｓ［２（ － １ ＋ ａ）η］ －
　 　 　 　 ２［（ａ － Ｌ１）Ｑ０ ＋ （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）Ｑ１］ηｃｏｓ［２（１ ＋ ａ）η］ ＋ Ｑ０ｓｉｎ［２（１ ＋ ａ）η］ ＋
　 　 　 　 Ｑ１ｓｉｎ［２（１ ＋ ａ）η］ ＋ ２Ｑ１ｓｉｎ（２Ｌ１η） － Ｑ０ｓｉｎ［２（１ ＋ Ｌ１）η］ －
　 　 　 　 Ｑ０ｓｉｎ（２η － ２ａη） － Ｑ１ｓｉｎ（２η － ２ａη） ＋ Ｑ０ｓｉｎ（２η － ２Ｌ１η） } ／ （１６η３）， （１８）
　 　 Ｃ（７） ＝ Ｑ０ { ２［（ａ － Ｌ１）Ｑ０ ＋ （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）Ｑ１］ηｃｏｓ（２ａη） －
　 　 　 　 （Ｑ０ ＋ Ｑ１）ｓｉｎ（２ａη） ＋ Ｑ１ｓｉｎ［２（１ － Ｌ１）η］ ＋ Ｑ０ｓｉｎ（２Ｌ１η） } ／ （８η３）， （１９）
　 　 Ｃ（８） ＝ － ｃｏｔ（２η） { ２［（ａ － Ｌ１）Ｑ０ ＋ （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）Ｑ１］ηｃｏｓ（２ａη） －
　 　 　 　 （Ｑ０ ＋ Ｑ１）ｓｉｎ（２ａη） ＋ Ｑ１ｓｉｎ［２（１ － Ｌ１）η］ ＋ Ｑ０ｓｉｎ（２Ｌ１η） } ／ （８η３） ． （２０）
由套筒的平衡微分方程（８）、变形连续条件（９）、变形协调条件（１０）得

　 　
ｖｅ１（ｘ） ＝ （３Ｌ１ｘ２ － ｘ３）βＱ０ ／ ６ ＋ Ｃ（９）ｘ ＋ Ｃ（１０）， Ｌ１ ≤ ｘ ≤ ａ，

ｖｅ２（ｘ） ＝ （ｘ３ ＋ ３Ｌ１ｘ２ － ３ｘ２）βＱ１ ／ ６ ＋ Ｃ（１１）ｘ ＋ Ｃ（１２）， ａ ≤ ｘ ≤ １ － Ｌ１，{ （２１）

相应的系数 Ｃ（９） ～ Ｃ（１２） 为

　 　 Ｃ（９） ＝ － { － Ｃ（７）ｃｏｓ［２（ － １ ＋ Ｌ１）η］ ＋ ２ｄ２π２ｓｉｎ（２Ｌ１π） ／ （π２ － η２） ＋
　 　 　 　 { ［［ － ３ａ２ ＋ ２ａ３ － ６ａ（ － １ ＋ Ｌ１）Ｌ１ － ２Ｌ３

１］Ｑ０ ＋
　 　 　 　 ２（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１） ３Ｑ１］β － ６Ｃ（８）ｓｉｎ［２（１ － Ｌ１）η］ ＋
　 　 　 　 ６Ｃ（２）ｓｉｎ（２Ｌ１η） } ／ ６ } ／ （１ － ２Ｌ１）， （２２）
　 　 Ｃ（１０） ＝ － { Ｌ１［［ － ３ａ２ ＋ ２ａ３ － ６ａ（ － １ ＋ Ｌ１）Ｌ１ ＋ ２（ － １ ＋ Ｌ１）Ｌ２

１］Ｑ０ ＋
　 　 　 　 ２（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１） ３Ｑ１］β } ／ （ － ６ ＋ １２Ｌ１） － {Ｃ（７）Ｌ１ｃｏｓ［２（ － １ ＋ Ｌ１）η］ ＋
　 　 　 　 ｄ１（ － １ ＋ ２Ｌ１）π２ｓｉｎ（Ｌ１π） ／ （π２ － ４η２） － ｄ２π２ｓｉｎ（２Ｌ１π） ／ （π２ － η２） ＋
　 　 　 　 Ｃ（２）（ － １ ＋ Ｌ１）ｓｉｎ（２Ｌ１η） ＋ Ｃ（８）Ｌ１ｓｉｎ（２η － ２Ｌ１η） } ／ （ － １ ＋ ２Ｌ１）， （２３）
　 　 Ｃ（１１） ＝ { ６Ｃ（７）（ － π２ ＋ η２）ｃｏｓ［２（ － １ ＋ Ｌ１）η］ ＋ １２ｄ２π２ｓｉｎ（２Ｌ１π） ＋
　 　 　 　 （π － η）（π ＋ η） × ［［２（ａ － Ｌ１） ３Ｑ０ ＋ ［ － ３ａ２ ＋ ２ａ３ ＋ ２（ － １ ＋ Ｌ１） ３ －
　 　 　 　 ６ａ（ － １ ＋ Ｌ１）Ｌ１］Ｑ１］β ＋ ６Ｃ（８）ｓｉｎ［２（ － １ ＋ Ｌ１）η］ ＋
　 　 　 　 ６Ｃ（２）ｓｉｎ（２Ｌ１η）］ } ／ ［６（ － １ ＋ ２Ｌ１）（π － η）（π ＋ η）］， （２４）

　 　 Ｃ（１２） ＝ １
６

{ ６Ｃ（７）Ｌ１ｃｏｓ［２（ － １ ＋ Ｌ１）η］ ／ （ － １ ＋ ２Ｌ１） ＋

　 　 　 　 ６ｄ１π２ｓｉｎ（Ｌ１π） ／ （π２ － ４η２） ＋ ［ － ６ｄ２π２ｓｉｎ（２Ｌ１π） ＋
　 　 　 　 （π － η）（π ＋ η）［６Ｃ（８）Ｌ１ｓｉｎ［２（１ － Ｌ１）η］ ＋ （ － １ ＋ Ｌ１） ×
　 　 　 　 ［［２（ａ － Ｌ１） ３Ｑ０ ＋ ［ － ３ａ２ ＋ ２ａ３ － ６ａ（ － １ ＋ Ｌ１）Ｌ１ －
　 　 　 　 ２（ － １ ＋ Ｌ１） ２Ｌ１］Ｑ１］β ＋
　 　 　 　 ６Ｃ（２）ｓｉｎ（２Ｌ１η）］］］ ／ ［（ － １ ＋ ２Ｌ１）（π － η）（π ＋ η）］ } ． （２５）
当内核与套筒发生点接触时，满足内核与套筒的变形协调条件（１１），将 ｖｉ２（ｘ），ｖｅ１（ｘ） 代

入该式中，化简可得 Ｑ０：
　 　 Ｑ０ ＝ { ９６（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）η３ｃｏｓ（η）［（ － １ ＋ ２Ｌ１）［ｄ１π２（ － π２ ＋ η２）ｓｉｎ（ａπ） ＋
　 　 　 　 （π２ － ４η２）［ｇ（π － η）（π ＋ η） － ｄ２π２ｓｉｎ（２ａπ）］ ＋
　 　 　 　 ｄ１π２（π － η）（π ＋ η）ｓｉｎ（Ｌ１π）］ ＋
　 　 　 　 （ － １ ＋ ２ａ）ｄ２π２（π２ － ４η２）ｓｉｎ（２Ｌ１π）］ｓｉｎ（η） } ／ { （π４ － ５π２η２ ＋ ４η４） ×
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　 　 　 　 ［６（ａ － Ｌ１）（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１） ＋ ６［１ ＋ （ － １ ＋ ａ）ａ ＋ ３（ － １ ＋ Ｌ１）Ｌ１］ｃｏｓ（２η） －
　 　 　 　 ３（１ － ２Ｌ１） ２ × ｃｏｓ［（２ － ４ａ）η］ － ６（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）（ － １ ＋ ２Ｌ１） ×
　 　 　 　 ｃｏｓ［２（１ － ａ ＋ Ｌ１）η］ ＋ ６（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１） ×
　 　 　 　 （ － １ ＋ ２Ｌ１）ｃｏｓ［２（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）η］ ＋
　 　 　 　 ６（ａ － Ｌ１）（ － １ ＋ ２Ｌ１）ｃｏｓ［２（ａ ＋ Ｌ１）η］ ＋
　 　 　 　 ４（ａ － Ｌ１）（ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）（ － １ ＋ ２Ｌ１）η［３ ＋ ４（ａ － Ｌ１） ×
　 　 　 　 （ － １ ＋ ａ ＋ Ｌ１）βη２］ｓｉｎ（２η）］ } ． （２６）
利用式（４）可以得到内核的以下物理量：

　 　

Ｑｉ１ ＝ ０， 　 ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ１，
Ｑｉ２ ＝ Ｑ０， 　 Ｌ１ ≤ ｘ ≤ ａ，

Ｑｉ３ ＝ － Ｑ１， ａ ≤ ｘ ≤ １ － Ｌ１，
Ｑｉ４ ＝ ０， １ － Ｌ１ ≤ ｘ ≤ １，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２７）

　 　

Ｍｉ１ ＝ ４η２［Ｃ（１）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（２）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ ｈ（ｘ）］， ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ１，

Ｍｉ２ ＝ ４η２［Ｃ（３）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（４）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ ｈ（ｘ）］， Ｌ１ ≤ ｘ ≤ ａ，

Ｍｉ３ ＝ ４η２［Ｃ（５）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（６）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ ｈ（ｘ）］， ａ ≤ ｘ ≤ １ － Ｌ１，

Ｍｉ４ ＝ ４η２［Ｃ（７）ｃｏｓ（２ｘη） ＋ Ｃ（８）ｓｉｎ（２ｘη） ＋ ｈ（ｘ）］， １ － Ｌ１ ≤ ｘ ≤ １ ．
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（２８）

由内核与套筒的受力（图 ３），在内核与套筒接触点 Ａ 处，内核与套筒的转角相等，满足内

核与套筒的变形协调条件（１２），将 ｖｉ２（ｘ），ｖｅ１（ｘ） 代入该式中，经过整理、化简后，确定 ａ 的方

程为

　 　 Ｑ０ ／ （４η２） ＋ ｈ′（ａ） － ２ηＣ（３）ｓｉｎ（２ａη） ＋ ２ηＣ（４）ｃｏｓ（２ａη） ＝
　 　 　 　 βＱ１（６Ｌ１ａ ＋ ３ａ２ － ６ａ） ／ ６ ＋ Ｃ（１１） ． （２９）
当内核与套筒在接触点 Ａ 曲率相等时，即 ｖ″ｉ２（ａ） ＝ ｖ″ｅ１（ａ），点接触状态结束，此时 ｐ ＝ ｐＭ ＝

４（ηＭ ／ π） ２，ηＭ 的控制方程为

　 　 π２［ － π２ｄ１ｓｉｎ（πａ） ／ （π２ － ４η２
Ｍ） － ４π２ｄ２ｓｉｎ（２πａ） ／ （π２ － η２

Ｍ）］ －
　 　 　 　 ４η２

ＭＣ（３）ｃｏｓ（２ａηＭ） － ４η２
ＭＣ（４）ｓｉｎ（２ａηＭ） ＝ βＱ１（Ｌ１ ＋ ａ － １） ． （３０）

３　 算 例 验 证

文献［１５］理论研究的轴压套管构件，其内核与套筒等长；在以下的对比算例中，文献［１５］

的内核长度、套筒长度均取算例中的内核长度，即 Ｌ
－

０；除此以外，文献［１５］ 采用与本文相同的

参数．在对比图中，Ｑ∗
０ ，Ｑ∗

ｉ ，Ｍ∗
ｉ 分别表示文献［１５］相应于本文 Ｑ０，Ｑｉ，Ｍｉ 的理论解答．内核与套

筒均采用圆钢管，它们的弹性模量均为 Ｅ
－

ｉ ＝ Ｅ
－

ｅ ＝ ２．０６ × １０５ Ｎ ／ ｍｍ２；内核一阶、二阶屈曲模态初

弯曲的无量纲幅值分别为 ｄ１ ＝ １ ／ １ ０００，ｄ２ ＝ １ ／ １ ０００．

本算例具体参数为，内核直径 Ｄ
－

ｉ ＝ ４５ ｍｍ，壁厚 ｔ－ ｉ ＝ ４ ｍｍ； 套筒直径 Ｄ
－

ｅ ＝ １０２ ｍｍ，壁厚 ｔ－ ｅ

＝ １４ ｍｍ；内核长度 Ｌ
－

０ ＝ ２．０９８ ｍ，内核伸出套筒长度 Ｌ
－

１ ＝ ０．００１ ｍ； 内核与套筒之间的净间隙 ｇ－

＝ １４．５ ｍｍ ．相应的无量纲量为：ｇ ＝ ６．９１１ × １０ －３，β ＝ ０．０２８ ５．本文与文献［１５］的理论解答对比

如图 ４ 所示，其中内核的轴向压力 ｐ⁃ 轴向位移 δＭ 曲线对比如图 ４（ａ）；图 ４（ｂ）给出点接触阶

段 Ｑ０ 的相对差值；图 ４（ｃ）、４（ｄ）给出点接触阶段内核剪力 Ｑｉ 及内核弯矩 Ｍｉ 的相对差值．
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通过算例对比可知，由于内核伸出套筒长度非常小，在点接触阶段，图 ４（ａ）、４（ｂ）、４（ｄ）
中本文与文献［１５］的结果吻合较好；在图 ４（ｃ）中，内核中部的剪力吻合较好；验证了本文的理

论推导和计算的正确性．在图 ４（ｃ）中，内核伸出段的剪力差别大，这是由于在文献［１５］中，内
核与套筒等长，内核受到支座反力的作用而产生剪力；由本文的内核受力图 ３ 可知，内核在伸

出段的剪力为 ０；因而这种差别是模型本身所固有的差别，这也说明了本文推导的正确性．

（ａ） 内核 ｐ⁃δＭ 曲线 （ｂ） Ｑ０ 相对差值

（ａ） Ｔｈｅ ｐ⁃δＭｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｑ０

（ｃ） 内核剪力相对差值 （ｄ） 内核弯矩相对差值

（ｃ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ
图 ４　 算例的两种力学模型理论结果对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ２ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ

４　 算例及其结果

４．１　 算例 １
本算例中内核与套筒的抗弯刚度比值较小． 具体参数为， 内核直径 Ｄ

－

ｉ ＝ ６０ ｍｍ， 壁厚 ｔ－ ｉ ＝

５ ｍｍ； 套筒直径 Ｄ
－

ｅ ＝ １５２ ｍｍ， 壁厚 ｔ－ ｅ ＝ ５ ｍｍ； 内核长度 Ｌ
－

０ ＝ ２．３ ｍ， 内核伸出套筒长度 Ｌ
－

１ ＝
０．１５ ｍ；内核与套筒之间的净间隙 ｇ－ ＝ ４１ ｍｍ ．相应的无量纲量为： ｇ ＝ ０．０１８， β ＝ ０．０５３．本文与
文献［１５］的理论解答对比如图 ５ 所示．
４．２　 算例 ２

本算例中内核与套筒的抗弯刚度比值为中等． 具体参数为， 内核直径 Ｄ
－

ｉ ＝ ６０ ｍｍ， 壁厚

ｔ－ ｉ ＝ ５ ｍｍ； 套筒直径 Ｄ
－

ｅ ＝ １１４ ｍｍ， 壁厚 ｔ－ ｅ ＝ ５ ｍｍ； 内核长度 Ｌ
－

０ ＝ ２．３ ｍ， 内核伸出套筒长度
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Ｌ
－

１ ＝ ０．１５ ｍ， 内核与套筒之间的净间隙 ｇ－ ＝ ２２ ｍｍ ．相应的无量纲量为： ｇ ＝ ９．５６５ × １０ －３， β ＝
０．１２９．本文与文献［１５］的理论解答对比如图 ６ 所示．

（ａ） 内核 ｐ⁃δＭ 曲线 （ｂ） Ｑ０ 相对差值

（ａ） Ｔｈｅ ｐ⁃δＭｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｑ０

（ｃ） 内核剪力相对差值 （ｄ） 内核弯矩相对差值

（ｃ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ
图 ５　 算例 １ 的两种力学模型理论结果对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ２ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

（ａ） 内核 ｐ⁃δＭ 曲线 （ｂ） Ｑ０ 相对差值

（ａ） Ｔｈｅ ｐ⁃δＭｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｑ０
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（ｃ） 内核剪力相对差值 （ｄ） 内核弯矩相对差值

（ｃ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ
图 ６　 算例 ２ 的两种力学模型理论结果对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ２ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

４．３　 算例 ３

本算例中，内核与套筒的抗弯刚度比值较大．具体参数为， 内核直径 Ｄ
－

ｉ ＝ ６０ ｍｍ， 壁厚 ｔ－ ｉ ＝

５ ｍｍ； 套筒直径 Ｄ
－

ｅ ＝ ８９ ｍｍ， 壁厚 ｔ－ ｅ ＝ ５ ｍｍ； 内核长度 Ｌ
－

０ ＝ ２．３ ｍ， 内核伸出套筒长度 Ｌ
－

１ ＝
０．１５ ｍ， 内核与套筒之间的净间隙 ｇ－ ＝ ９．５ ｍｍ ．相应的无量纲量为： ｇ ＝ ４．１３ × １０ －３， β ＝ ０．２８２．本
文与文献［１５］的理论解答对比如图 ７ 所示．
４．４　 算例对比

由以上算例 １～３ 的对比可知，在点接触阶段，随着内核与套筒抗弯刚度比值的增大，本文

与文献［１５］的轴向压力 ｐ⁃ 轴向位移 δＭ 曲线差别逐渐减小；当轴向压力 ｐ 一定时，具有内核伸

出段的套管构件有较大的弯曲轴向位移，这会显著降低套管构件的非线性轴向刚度．在内核与

套筒抗弯刚度比值为较小、中等、较大时，本文内核与套筒端部的接触反力解答显著大于文献

［１５］的解答，且随着轴向压力 ｐ 的增加，这种差别越大，可见内核伸出段对该接触反力有较大

影响．本文内核的剪力、弯矩解答均显著大于文献［１５］的解答，剪力的相对差值基本在 １００％
左右；尤其在内核与套筒抗弯刚度比值为较大时，弯矩的相对差值达到了异常大的值．

（ａ） 内核 ｐ⁃δＭ 曲线 （ｂ） Ｑ０ 相对差值

（ａ） Ｔｈｅ ｐ⁃δＭｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｑ０
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（ｃ） 内核剪力相对差值 （ｄ） 内核弯矩相对差值

（ｃ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｏｒｅ

图 ７　 算例 ３ 的两种力学模型理论结果对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ２ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３

综上可见，内核伸出段对套管构件的受力性能有显著影响．与文献［１５］的理论研究相比

较，具有内核伸出段的套管构件力学模型能较准确模拟实际的套管构件，可以较准确地得到内

核的变形、受力性能，为套管构件及内核与套筒端部连接构造的设计提供依据．

５　 结　 　 论

本文针对轴压套管构件，提出了考虑内核伸出段的套管构件点接触力学模型，推导了点接

触变形过程中，内核挠度、剪力、弯矩、接触力等物理量的计算公式，并与文献［１５］的理论结果

进行对比，得出了如下结论：
１） 当轴向压力 ｐ 一定时，具有内核伸出段的套管构件有较大的弯曲轴向位移，会显著降

低套管构件的非线性轴向刚度；
２） 内核伸出段使内核与套筒端部的接触反力有显著的增加，随着轴向压力 ｐ 的增大，该

接触反力增大更为显著；
３） 内核伸出段使内核的剪力、弯矩均有显著的提高，尤其在内核与套筒抗弯刚度比值较

大时，弯矩的提高更显著．
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