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摘要：　 基于 Ｄｕａｎ⁃Ｎａｋａｇａｗａ 模型，采用加权积分法，提出了一种满足断裂过程区裂纹张开位移条

件应力函数的半解析解法．该方法结合边界选点法，通过叠加含有相同裂纹长度但断裂过程区长度

不同的解析函数，得到满足给定裂纹张开位移的权函数，再进行加权积分得到相应的应力函数和

位移函数．以带板对称边裂纹 Ｉ 型问题为例，应用上述方法成功导出了特定的应力函数和位移函

数，以及相应的拉应变软化曲线和断裂能．
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引　 　 言

１９５９ 年 Ｂａｒｅｎｂｌａｔｔ［１］提出了“内聚力”模型，认为在裂纹尖端存在一个微小的内聚区，在这

个区域内，内聚力和张开位移间存在着 σ ＝ ｆ（ｗ） 的依存关系．作为内聚力模型的一个特例，
Ｄｕｇｄａｌｅ［２］提出了条形塑性区模型，认为塑性区集中在裂纹尖端前缘沿裂纹方向长为 ρ、高为 ｔ
的狭带上，并且假设塑性区内应力均为σ，解除位移约束，通过对应力积分给出了问题的解答，
得到了塑性区的长度或裂纹尖端张开位移．

随后在混凝土类材料的研究过程中，发现由于混凝土类材料结构的非均质性，其在断裂过

程中的变形机制和力学特性与金属材料有着本质的区别，应力与应变的本构关系表现出了软

化特性［３⁃４］ ．１９７６ 年，Ｈｉｌｌｅｒｂｏｒｇ 等［５］在 Ｂ⁃Ｄ 模型的基础上提出了虚拟裂纹模型，对混凝土类材

料的内聚区特性进行了描述，并引入了“断裂过程区（ＦＰＺ）”这个新概念．他们认为材料虽已产

生受拉损伤但骨料间仍具有“桥联”作用，即在断裂过程区内分布着阻碍裂缝扩展的内聚力，
并且内聚力与虚拟裂纹张开位移（ＣＯＤ）之间存在着某种反比关系，即拉应变软化关系，曲线

下的面积被定义为断裂能 ＧＦ， 但是没有给出解析解答．在此之后，国内外学者专家对混凝土类

材料的拉应变软化曲线关系和断裂能的确定进行了深入研究［６⁃８］ ．
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目前，国内外确定混凝土类材料拉应变软化曲线的方法主要有：直接拉伸法、 Ｊ 积分法和

逆分析法，分别描述如下．
直接拉伸法［９］：通过单轴拉伸试验获得拉应变软化曲线．在直拉试验中，丁晓唐等［１０］ 为减

小偏心影响，在试件和螺栓传力连接杆之间加设铰接头，进行了混凝土直接拉伸试验，得到了

拉应变软化曲线．Ｚｈａｏ 等［１１］采用三峡大坝混凝土的施工配合比制作试块，进行直拉断裂试验，
确定了混凝土的软化关系表达式．

Ｊ 积分法［１２］：在裂尖区域，约束应力 σ 是张开位移 ｗ 的函数， Ｊ 积分表示为

　 　 Ｊ ＝ ∫ｗ
０
σ（ｗ）ｄｗ ． （１）

将式（１）对张开位移 ｗ 求偏微分可得

　 　 σ（ｗ） ＝ ∂Ｊ（ｗ）
∂ｗ

． （２）

将所求出的 σ⁃ｗ 曲线去掉弹性变形，只考虑断裂过程区变形，可得出拉应变软化曲线．
逆分析法：首先假定拉应变软化关系为某些参数控制的函数表达式，采用数值分析的方法

计算特定条件下材料的力学行为，当计算结果与测试结果误差达到最小时，即确定的拉应变软

化关系为假定的函数形式．赵志方等［１３］ 采用 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ⁃Ｍａｒｑｕａｒｄｔ 优化算法，根据断裂试验获

得的荷载⁃裂缝口张开位移曲线做逆分析，获得了混凝土的软化曲线．其在之后的研究中［１４］，基
于改进进化算法的逆推法确定混凝土软化曲线，验证了用逆推法确定软化曲线的可行性．冯孝

杰［１５］采用大坝及其湿筛混凝土楔入劈拉试件的试验数据进行基于进化算法的混凝土软化曲

线的逆分析求解，并与直拉法的结果进行了对比研究．Ｓｕ 等［１６］ 采用 ＩＤＣＭ 法测定了荷载⁃张开

位移曲线，由逆分析法推求出拉应变软化曲线．
但是在实际应用中，直接拉伸法对试验机的刚度要求很高，且很难保证试验过程中试件与

试验机准确的几何对中与力学对中，所以精准测得拉应变软化曲线的难度较高；而 Ｊ 积分法虽

然可由简单试验直接求得，但是要精确测得形成裂纹所消耗的能量是非常困难的；逆分析法基

于数值计算考虑，通常将软化曲线简化成为线性关系，尽管这在工程应用中对构件开裂、荷载⁃
位移曲线的求解起到了简化的作用，但在某种程度上并不能正确反映断裂过程区内应力、位移

的分布及其相互之间的关系，只能从宏观角度对过程区的影响进行实用意义上的评价．
Ｄｕａｎ 等提出的加权积分法［１７⁃２０］，成功地消除了裂纹尖端应力应变的奇异性，在裂纹尖端

构成了内聚力作用和闭合形裂纹相并存的过程区，且二者之间存在确定的反比关系，但是，这
些解答依赖于假定的权函数．因此，本文以 Ｄｕａｎ⁃Ｎａｋａｇａｗａ 模型为基础，采用加权积分法，提出

了一种求解满足断裂过程区裂纹张开位移条件的应力函数的半解析解法；并以带板对称边裂

纹 Ｉ 型问题为例，对此方法进行了应用；根据试验测试数据，反推出权函数，得到满足试验测试

数据的应力函数和位移函数，以及相应的拉应变软化曲线和断裂能．

１　 求解基本思路

在进行试件的断裂试验时，无法直接测得裂纹尖端区域的应力分布，但可以测得断裂过程

区的形状、大小和相应的应变分布．根据虚裂纹模型的定义，即可得到断裂过程区的长度和张

开位移的分布．所以此方法以可测得的张开位移作为边界条件，得到相应的应力函数和位移函

数．下面以对称边裂纹带板为例，说明问题求解的基本思路．
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１．１　 问题的一般解

设一任意含对称边裂纹的无限大板（如图 １ 所示），其中，有限连续区间为 ２（ａｋ ＋ ｂｋ），ｂｋ

为断裂过程区长度， ａｋ 为裂纹尖端到模型中心的距离， σｙ０ｋ 为作用的外荷载，处于Ⅰ型状态

（以下简称为裂纹元）．采用加权积分法，权函数取 ρ（ ｔ） ＝ １ ／ ｂｋ 时，其应力函数和位移函数的一

般解为［１７］

　 　 σｙｋ ＝ ｉ
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式中， ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ，ｚ－ ＝ ｘ － ｉｙ，Ｇ为剪切模量，Ｇ ＝ Ｅ ／ ［２（１ ＋ ν）］；对于平面应变问题 κ ＝ ３ － ４ν，对
于平面应力问题 κ ＝ （３ － ν） ／ （１ ＋ ν）；ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．其沿 ｘ 轴的应力和位移如图 ２ 所

示．此解在断裂过程区的内聚应力和张开位移依赖于假定的权函数．

图 １　 对称边裂纹无限大板 图 ２　 沿 ｘ 轴正应力、张开位移分布

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｏｐｅｎｉｎｇ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｌｏｎｇ ｘ⁃ ａｘｉｓ

图 ３　 对称边裂纹带板

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｅｄｇｅ ｎｏｔｃｈｅｄ ｐｌａｔｅ

１８９满足断裂过程区裂纹张开位移条件应力函数的半解析解法



１．２　 求解满足断裂过程区张开位移条件的特解

现取一含对称边裂纹的带板，受 σｙ０ 作用，有限连续区间为２（ａ ＋ ｂ），如图３所示．已知在断

裂过程区的 ｋ点处满足给定的张开位移Ｕｋ ．现用选点法求满足这一条件的特解，这一过程可视

为一般解（裂纹元解）的叠加．
取带板对称边裂纹模型的一半，如图 ４ 所示，将其断裂过程区分为 ｎ 份，定义 ｎ 条分别以

１，２，３，…，ｎ 为断裂过程区尖端的裂纹元，σｙ０１，σｙ０２，…，σｙ０ｎ 为各条裂纹元所施加的外荷载．各
裂纹元在外荷载作用下的内聚力分布如图 ５ 所示，分别以 σｙ１，σｙ２，…，σｙｋ，…，σｙｎ 表示，将各条

裂纹元进行叠加可得

　 　 σｙ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
σｙｋ ． （５）

图 ４　 裂纹元叠加模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃｒａｃｋｓ

图 ５　 各裂纹元正应力分布

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅａｃｈ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃｒａｃｋ

图 ６ 为各裂纹元的张开位移分布示意图，图中， ｕｋ 为第 ｋ 条裂纹元的张开位移曲线．将各

裂纹元的张开位移在断裂过程区内叠加，需满足
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式中， ｕｋ，ｊ 为第 ｋ 条裂纹元在 ｊ 点处的张开位移．

图 ６　 各裂纹元张开位移分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｏｐｅｎｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅａｃｈ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃｒａｃｋ

根据方程组（６）， 结合式（３）、（４）， 得到满足给定裂纹张开位移边界条件的权函数， 再进

行加权积分计算， 即可得到相应的应力函数．上述思路的关键是求出满足给定张开位移的权

函数．

２　 反推权函数的基本步骤

根据给定裂纹断裂过程区张开位移，求解权函数的主要步骤描述如下：
１） 设加权积分法构造应力函数所采用的权函数为 ρ（ ｔ） ＝ １ ／ ｂｋ， ｂｋ 为裂纹元断裂过程区的

长度．
２） 给定裂纹断裂过程区长度为 ｂ，将其分为 ｎ 段，沿断裂过程区设 ｎ ＋ １ 个点．
３） 首先，选择断裂过程区尖端在 ｎ点的裂纹元 ｎ，其断裂过程区长度为 ｂｎ ＝ ｂ，则其所采用

的权函数为 ρ（ ｔ） ＝ １ ／ ｂｎ ．由图 ６ 可得，在 ｎ － １ 点处给定裂纹的张开位移即为裂纹元 ｎ 在 ｎ － １
点处的张开位移，即Ｕｎ－１ ＝ ｕｎ，ｎ－１ ．而裂纹位移已经给定，将Ｕｎ－１ 代入式（４），可得裂纹元 ｎ所需

的外加荷载 σｙ０ｎ ．通过外加荷载 σｙ０ｎ，推出裂纹元 ｎ 在断裂过程区其他各点的张开位移，即
ｕｎ，ｎ－２，ｕｎ，ｎ－３，…，ｕｎ，１，ｕｎ，０ ．

４） 同理，断裂过程区尖端在 ｎ － １ 点的裂纹元 ｎ － １，其断裂过程区长度为 ｂｎ－１，则其所采

用的权函数为 ρ（ ｔ） ＝ １ ／ ｂｎ－１ ．由图 ６ 可知，在 ｎ － ２ 点处给定裂纹的张开位移为 Ｕｎ－２ ＝ ｕｎ，ｎ－２ ＋
ｕｎ－１，ｎ－２，则由给定的 Ｕｎ－２ 和上一步计算所得的 ｕｎ，ｎ－２ 可推算出 ｕｎ－１，ｎ－２，即裂纹元 ｎ － １ 在 ｎ － ２
点处的张开位移．将 ｕｎ－１，ｎ－２ 代入式（４），可得裂纹元 ｎ － １所需的外加荷载 σｙ０（ｎ－１），通过外加荷

载 σｙ０（ｎ－１） ．推出裂纹元 ｎ － １ 在断裂过程区其他各点的张开位移，即 ｕｎ－１，ｎ－３，ｕｎ－１，ｎ－４…ｕｎ－１，１，
ｕｎ－１，０ ．

５） 依次类推．
６） 断裂过程区尖端在 １ 点的裂纹元 １，其断裂过程区长度为 ｂ１，则其所采用的权函数为

ρ（ ｔ） ＝ １ ／ ｂ１ ．由图６可得，在０点处给定裂纹的张开位移Ｕ０ ＝ ｕ１，０ ＋ ｕ２，０ ＋ ｕ３，０ ＋… ＋ ｕｎ－１，０ ＋ ｕｎ，０，
则由给定的 Ｕ０ 和上述步骤依次推出的 ｕ２，０，ｕ３，０，…，ｕｎ－２，０，ｕｎ，０，可推算出 ｕ１，０ ．所以将 ｕ１，０ 代入

式（４），可得裂纹元 １ 所需的外加荷载 σｙ０１ ．
７） 最后得到分别以 １，２，３，…， ｎ － １，ｎ 为断裂过程区尖端裂纹元的外加荷载．将各个裂纹

３８９满足断裂过程区裂纹张开位移条件应力函数的半解析解法



元的外荷载叠加，可得满足给定位移边界条件时，各裂纹元断裂过程区尖端所需荷载的值．对
荷载进行拟合，得到的曲线方程即为满足断裂过程区各点张开位移的权函数，问题得解．

３　 算　 　 例

以图 ３ 所示带板对称边裂纹Ⅰ型问题为例（取模型中的右半部分），对此方法进行应用．
设模型中的基本参数为 ａ ＝ ４０ ｍｍ， ｂ ＝ １０ ｍｍ，初始裂纹长度为 １０ ｍｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ２．１

× １０４ ＭＰａ，抗拉强度 ｆｔ ＝ ５ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．１，外荷载为 σｙ０ ．
根据表 １ 所给定的断裂过程区张开位移 Ｕｋ， 按照第 ２ 节反推权函数的求解步骤，取裂纹

元断裂过程区的长度分别为：１０，９．５，９，８．５，８，７，６，４，２ ｍｍ，计算可得各裂纹元相应的荷载，对
所求荷载进行叠加并拟合，从而得出满足张开位移条件的权函数如式（７）所示，拟合曲线如图

７ 所示．
　 　 ρ（ ｔ） ＝ ０．０２１ ４ｔ － ０．８４２ ９　 　 （４０ ≤ ｔ ≤ ５０） ． （７）

图 ７　 权函数拟合

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

表 １　 断裂过程区张开位移分布

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ＣＯＤ ｉｎ ＦＰＺ

ｘ ／ ｍｍ ４０ ４０．５ ４１ ４１．５ ４２ ４３ ４４ ４６ ４８ ５０
（ｄＣＯＤ ／ ２） ／ ｍｍ ０ ０．００１ １ ０．００１ ６ ０．００３ ８ ０．００５ ３ ０．０１１ ２ ０．０１９ ４ ０．０４８ ８ ０．０８７ ７ ０．１３９

　 　 采用所求得的权函数 ρ（ ｔ）， 进行加权积分计算，得到积分后的应力函数解析表达式，由此

得到相应的正应力分量和位移分量解析表达式，分别如式（８）和式（９）所示：

　 　 σｙ ＝ ｉ
σｙ０

２π
－ ０．０４２ ８ ｚ２ － ｔ２ － １．６８５ ８·ａｒｃｔａｎ

ｔ

ｚ２ － ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　
０．０２１ ４ｚ２ － ０．８４２ ９ｔ － ０．０２１ ４ｚｚ－

ｚ２ － ｔ２
＋ ０．８４２ ９ｔｚ－

ｚ ｚ２ － ｔ２
ù

û

ú
ú

ｔ ＝ ５０

ｔ ＝ ４０

， （８）

　 　 ν ＝
σｙ０

４πＧ∫
５０

４０
（０．０２１ ４ｔ － ０．８４２ ９）

é

ë

ê
ê

（ ｚ － ｚ－）

ｚ－ ２ － ｔ２
＋ ２．６ｌｎ（ ｚ ＋ ｚ２ － ｔ２ ） ＋

　 　 　 　 ｌｎ（ ｚ－ ＋ ｚ２ － ｔ２ ） － ３．６ｌｎ（ ｔ）
ù

û

ú
ú
ｄｔ ． （９）

式（９）可积，但由于公式较长，积分结果予以省略．
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图 ８ 为根据式（８）所得到的正应力分量分布图（由对称性，取模型的 １ ／ ４）．

图 ８　 正应力分布 图 ９　 位移分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图 ９ 为根据式（９）得到的裂纹张开位移分布图（模型的 １ ／ ４）．
裂纹延长线上断裂过程区内的张开位移和内聚力分布如图 １０ 所示．从而得出相应的拉应

变软化曲线（如图 １１ 所示），而拉应变软化曲线与 ｘ，ｙ 轴所围成面积的大小即为断裂能 ＧＦ，ＧＦ

＝ ２９７．２３８ Ｎ ／ ｍ ．
图 １１ 中也分别给出当拉应变软化曲线类型选直线型［５］和折线型［２１］时的情况．由图可得，

本文方法获得的裂纹最大发展宽度为 ０．１３７ ４ ｍｍ，而直线型和折线型获得的裂纹最大发展宽

度分别为 ０．１２９ ｍｍ、０．１４１ ｍｍ ．经比较，与直线型和折线形的裂纹最大发展宽度相差较小，说
明该方法具有较高的精度．

图 １０　 断裂过程区内聚力和张开位移 图 １１　 拉应变软化曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｃｏｈｅｓｉｖｅ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ＣＯＤ ｉｎ ＦＰＺ Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒａｉｎ ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ ｃｕｒｖｅｓ

４　 结　 　 论

本文提出了一种基于 Ｄｕａｎ⁃Ｎａｋａｇａｗａ 模型，根据给定的断裂过程区张开位移，推求满足张

开位移条件的应力函数的半解析解法．
１） 本方法可以导出满足断裂过程区裂纹张开位移条件的应力函数和位移函数的全场解，

其中的关键是权函数的确定．

５８９满足断裂过程区裂纹张开位移条件应力函数的半解析解法



２） 由此得到了一种确定材料拉应变软化曲线和断裂能的新方法， 其理论基础坚实， 简单

易行．
３） 由于断裂过程区尖端张开位移变化趋于剧烈，所以选点时在断裂过程区尖端附近应布

置得相对密集些．
４） 采用 Ｄｕｇｄａｌｅ 方式只能给出断裂过程区的内聚力为恒定或线性这样一些简单分布时

的解，而本方法可以得到满足断裂过程区张开位移条件的任意特解．
今后的研究工作可以进行各种含切口试件的断裂破坏试验，根据断裂过程区的变形特征，

用半解析解法得到相应的位移函数和应力函数，并验证拉应变软化曲线和断裂能作为材料断

裂性能参数的有效性．
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