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摘要：　 经典弹性理论在近代工程技术中得到广泛应用，但其本构关系中不包含任何与尺寸相关

的参数，因此不适用于微观结构，不能预测和解释尺寸效应．广义弹性理论增加了偶应力及其对应

的曲率张量，完善了对小变形的几何描述，适用于微结构的尺寸效应研究．该文采用广义弹性理论，
并结合 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理推导了悬臂微梁的振动微分方程，对微梁的固有频率及其模态进行了分

析．结果表明，随着微梁厚度的不断减小，固有频率的尺寸效应与其对应的模态密切相关．扭转和弯

曲模态包含了旋转变形，其对应的固有频率显著提高，表现出了显著的尺寸效应；而拉压模态不涉

及旋转变形，固有频率未产生明显变化，没有尺寸效应．
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引　 　 言

经典弹性理论建立在材料连续性、均匀性的基本假设上，当材料的本征长度远小于结构的

几何尺寸时，该理论并不引起显著误差，即在宏观尺度下可以忽略材料的不均匀性以简化计算

并确保计算的准确性［１］ ．但在微观尺度下，实际材料通常是由若干非连续甚至不均匀的粒子构

成，结构内部表现有较强的非均匀性．Ｆｌｅｃｋ 等［２］开展了不同直径的细铜丝扭转试验，结果显示

当细铜丝的直径为 １２ μｍ 时，无量纲的扭转硬化增加至直径为 １７０ μｍ 时的 ３ 倍，此现象并不

出现在拉伸试验中．Ｓｔöｌｋｅｎ 和 Ｅｖａｎｓ［３］在开展镍薄梁弯曲试验中发现当梁的厚度从 ５０ μｍ 减

小到 １２．５ μｍ 时，其无量纲的弯曲硬度明显增加．一系列的微观试验［２⁃５］表明，当结构的几何尺

寸缩小到微米或亚微米量级，可以与材料的本征长度相比较时，其力学特性将出现显著变化，
即表现出显著的尺寸效应．此时，经典弹性理论由于其本构关系不包含任何本征长度参数，便
无法很好地预测和解释材料微观力学行为与尺寸效应．

现阶段已有多种微观弹性理论可用以解释材料的微观尺寸效应．Ｃｏｓｓｅｒａｔ 等［６］最早针对非

理想流体，系统地提出了偶应力理论．在其基础上，Ｍｉｎｄｌｉｎ 和 Ｔｉｅｒｓｔｅｎ［７］，Ｔｏｕｐｉｎ［８］ 以及 Ｋｏｉ⁃
ｔｅｒ［９］提出了含偶应力的线弹性理论，但其理论给出的本构关系中存在较多参数． Ｆｌｅｃｋ 和

Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ［１０⁃１１］从位错理论出发建立了应变梯度理论，对很多尺寸效应现象做出了较为合理
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的解释，但由于应变梯度的引入，以及定义的高阶应力，使得本构关系以及边界条件都比较复

杂．在此期间，还有不少理论成果发表，可参见文献［１２⁃１４］．Ｌｉｕ 等［１５］ 在 Ｍｉｎｄｌｉｎ 和 Ｔｉｅｒｓｔｅｎ 的

含偶应力的线弹性理论基础上［７］，发展了广义弹性理论，从变形的几何描述出发，以应变张量

描述平动变形，曲率张量描述旋转变形，二者功共轭于对称应力和偶应力，质点满足动量和动

量矩方程．广义弹性理论涉及 ３ 个材料参数，其中两个为经典的 Ｌａｍé（拉梅）常数，另一个附加

材料参数为旋转模量．由于考虑了旋转变形的影响，使得广义弹性理论对微结构进行静力学和

动力学的分析成为可能［１６］ ．
本文采用 Ｌｉｕ 等的广义弹性理论［１５］，着眼于解决在航空航天、信息通讯和环境监测等领

域具有广泛应用的微电子机械系统（ＭＥＭＳ）中的微结构，如微型压力传感器（ＡＦＭ 原子力显

微镜）、微型陀螺仪等的微观力学行为［１７］ ．相比传统机电系统，这些微结构具有微型化、智能

化、多功能化等突出优点［１８］，因此研究其微观尺度的力学行为具有重要意义．悬臂微梁是

ＭＥＭＳ 器件中的常见结构，目前国内外已有不少学者对微梁力学性能和尺寸效应进行了研

究［１９⁃２２］，但仍主要侧重于分析微梁固有频率的尺寸效应问题，而未见结合微梁固有频率及对

应的模态对尺寸效应做进一步的分析研究．
本文首先简要介绍了广义弹性理论，然后利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理推导了悬臂微梁振动微

分方程，并根据微分方程得到对应的微梁固有频率，将引入的旋转变形的广义弹性模型结果与

经典弹性理论模型比较，分析了不同模态对应的微梁固有频率的尺寸效应．

１　 广义弹性理论简介

广义弹性理论模型将变形分解为平动变形和旋转变形，分别由应变张量和曲率张量表达，
二者共轭于对称应力和偶应力，质点的运动满足动量方程和动量矩方程．考虑无限小变形范

围， ｕｉ 为弹性体变形的位移矢量， ｕｉ， ｊ 为二阶非对称张量，用以描述弹性体变形的位移空间梯

度．对位移梯度进行和分解：
　 　 ｕｉ， ｊ ＝ εｉｊ ＋ Ωｉｊ， （１）

式中 εｉｊ 为二阶对称应变张量， Ωｉｊ 为二阶反对称旋转张量，二者相互独立，可分别表述为

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）， （２）

　 　 Ωｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ － ｕ ｊ，ｉ） ． （３）

对于旋转张量，其反偶矢量为位移的旋度，即旋转矢量 ωｉ， 它与旋转张量的关系可通过置

换张量 εｉｊｋ 表示为

　 　 ωｉ ＝ －
１
２

Ωｊｋεｉｊｋ ＝ －
１
２

ｕ ｊ，ｋεｉｊｋ ． （４）

经典弹性理论仅考虑了应变张量 εｉｊ， 用以描述变形体的平动变形，而忽略了弹性体的旋

转变形．旋转矢量 Ωｉｊ 描述了变形体内一点的旋转变形程度，但不足以描述固体的旋转变形，为
此需要引入曲率张量 χ

ｉｊ， 用以表征变形体内任意一点的旋转变形：

　 　 χ
ｉｊ ＝ ω ｊ，ｉ ＝

１
２

ｕｌ， ｊｋε ｊｋｌ， （５）

式中曲率张量为二阶非对称张量，是位移的二阶导数，随着尺寸的变小，其对弹性体的影响也

不断增加．容易验证曲率张量为无迹的二阶张量，即
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　 　 χ
ｉｉ ＝ ωｉ，ｉ ＝ ０． （６）

在连续介质力学的基础上，考虑某变形体中的任意微元体，质点受到质点邻域作用在其表

面的应力和偶应力作用，考虑了含偶应力的动量方程和动量矩方程可表述为

　 　 ｔ ｊｉ， ｊ ＋ ρｂｉ ＝ ρｕｉ， （７）
　 　 ｍ ｊｉ， ｊ ＋ ρｃｉ ＋ ｔ ｊｋεｉｊｋ ＝ ０， （８）

式中 ｂｉ 和 ｃｉ 分别为体力和体力偶， ｔｉｊ 和 ｍｉｊ 分别表示非对称应力和偶应力．
偶应力 ｍｉｊ 定义为单位面积上的力偶，它的存在导致应力张量 ｔｉｊ 不再对称，可将应力张量

分解为对称的 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）应力 σｉｊ 和反对称应力 τｉｊ：
　 　 ｔｉｊ ＝ σｉｊ ＋ τｉｊ ． （９）
由式（９）容易建立偶应力与反对称应力的关系：

　 　 τｉｊ ＝
１
２
（ｍｎｍ，ｎ ＋ ρｃｍ）εｍｊｉ ． （１０）

由式（７）和式（１０）可得到考虑了 Ｃａｕｃｈｙ 应力和偶应力作用的质点动力学方程：

　 　 σ ｊｉ， ｊ ＋
１
２

ｍｎｍ，ｎｊεｍｉｊ ＋ ρｂｉ ＋
１
２

ρｃｍ， ｊεｍｉｊ ＝ ρｕｉ ． （１１）

广义弹性理论中，考虑了变形体的平动变形和旋转变形，因此，应该分别建立平动变形和

旋转变形的两种本构关系．平动变形下对称应力 σｉｊ 与对称应变 εｉｊ 的本构关系由广义 Ｈｏｏｋｅ
（胡克）定律提供：

　 　 σｉｊ ＝ ２μεｉｊ ＋ λεｋｋδｉｊ ． （１２）
旋转变形对应的本构关系可通过虚功原理建立．在静力平衡条件下，力边界条件和位移边

界条件可分别写为

　 　 ｔ ｊｉｎ ｊ ＝ ｔ－ ｉ， ｍ ｊｉｎ ｊ ＝ ｍ－ ｉ， ｕｉ ＝ ｕ－ ｉ ． （１３）
取虚位移 δｕｉ 和虚旋转矢量 δωｉ， 同时考虑体力和体力矩，面力和面力偶所做的虚功为

　 　 ∫
Ｖ
（ｂｉδｕｉ ＋ ｃｉδωｉ）ρｄＶ ＋ ∫

Ｓσ
（ ｔ－ ｉδｕｉ ＋ ｍ－ ｉδωｉ）ｄＳ ＝ ∫

Ｖ
（σｉｊδεｉｊ ＋ ｍｉｊδχ ｉｊ）ｄＶ ． （１４）

由上式可得到内力虚功的变分形式：

　 　 δＷ ＝ σｉｊδεｉｊ ＋ ｍｉｊδχ ｉｊ ＝
∂Ｗ
∂εｉｊ

δεｉｊ ＋
∂Ｗ
∂χ ｉｊ

δχ ｉｊ ． （１５）

由式（１５）可知，平动变形的对称应力与应变张量以及旋转变形的偶应力与曲率张量均分

别互为功共轭，同时注意到曲率张量和偶应力均为无迹的二阶张量，由此，关于线弹性体旋转

变形的本构关系可表述为

　 　 ｍｉｊ ＝ ４η χ
ｉｊ， （１６）

式中， η为反映材料旋转变形特性的材料参数，可称之为旋转模量．通常定义 η ＝ μｌ２，材料特征

尺度参数 ｌ 为微米量级［２］ ．
广义弹性理论考虑了弹性体的转动变形，增加了与之相对应的偶应力以及动量矩守恒方

程．其模型涉及了 ３ 个材料参数，其中两个为经典的 Ｌａｍé 常数，另外附加的材料参数为旋转模

量，用以反映材料变形特性．旋转模量的引入，考虑了材料的尺寸参数，为研究结构的尺寸效应

提供了可能，使得整个理论模型相比于经典弹性理论更加完备．

２　 悬臂微梁的尺寸效应研究

为分析悬臂微梁的尺寸效应，考虑匀质等截面细直梁的扭转振动，如图 １ 所示．将悬臂微
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梁的扭转问题处理为圆截面柱形杆的扭转，由此，将坐标原点取在一端截面内，于是可求得截

面的转动位移［２３］：
　 　 ｕ１ ＝ － θ（ ｚ，ｔ）ｙ， ｕ２ ＝ θ（ ｚ，ｔ）ｘ， ｕ３ ＝ ０． （１７）

图 １　 匀质微杆的扭转

Ｆｉｇ． １　 Ｔｏｒｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｍｉｃｒｏ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

对于广义弹性理论，增加旋转变形及其本构关系，由式（４）可得旋转矢量为

　 　

ω１ ＝ １
２
（ｕ３，２ － ｕ２，３） ＝ － ｘ

２
∂θ
∂ｚ

，

ω２ ＝ １
２
（ｕ１，３ － ｕ３，１） ＝ － ｙ

２
∂θ
∂ｚ

，

ω３ ＝ １
２
（ｕ２，１ － ｕ１，２） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１８）

非零的曲率张量可由式（５）得

　 　

χ
１１ ＝

∂ω１

∂ｘ
＝ － １

２
∂θ
∂ｚ

， χ
２２ ＝

∂ω２

∂ｙ
＝ － １

２
∂θ
∂ｚ

，

χ
３１ ＝

∂ω３

∂ｘ
＝ － ｘ

２
∂２θ
∂ｚ２

， χ
３２ ＝

∂ω３

∂ｙ
＝ － １

２
∂２θ
∂ｚ２

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１９）

由式（１６）代入可求得本构关系：

　 　 ｍ１１ ＝ ｍ２２ ＝ － ２η ∂θ
∂ｚ

， ｍ３１ ＝ － ２ηｘ ∂２θ
∂ｚ２

， ｍ３２ ＝ － ２ηｙ ∂２θ
∂ｚ２

． （２０）

由上述非零的应变分量、应力分量、旋转矢量以及对应的曲率张量，可得到微杆扭转的应

变能为

　 　 Ｕ ＝ ∫
Ｖ

１
２

σｉｊεｉｊ ＋
１
２

ｍｉｊ
χ
ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ ＝

　 　 　 　 １
２ ∫

ｌ

０
ＧＩｐ

∂θ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｚ ＋ ∫ｌ
０
ηＡ ∂θ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｚ ＋ １
２ ∫

ｌ

０
ηＩｐ

∂２θ
∂ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｚ ． （２１）

微杆扭转时其动能可表述为

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫ｖＪｍ

∂θ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｖ ＝ １
２ ∫

ｌ

０
ρＩｐ

∂θ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｚ ． （２２）

考虑自由扭转问题无外力做功，由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理可得

　 　 δＳ ＝ ∫ｔ
０
（δＵ － δＴ）ｄｔ ＝ ０． （２３）
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将式（２０）、（２１）代入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理并分部积分，可得到场方程：

　 　 ｄ２

ｄｚ２
ηＩｐ

∂２θ
∂ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｄ

ｄｚ
２ηＡ ＋ ＧＩｐ( )

∂θ
∂ｚ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｄ

ｄｔ
ρＩｐ

∂θ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （２４）

则其运动微分方程为

　 　 ηＩｐ
∂４θ
∂ｚ４

－ （２ηＡ ＋ ＧＩｐ）
∂２θ
∂ｚ２

＋ ρＩｐ
∂２θ
∂ｔ２

＝ ０． （２５）

上式运动微分方程中略去高次项，有

　 　 － （２ηＡ ＋ ＧＩｐ）
∂２θ
∂ｚ２

＋ ρＩｐ
∂２θ
∂ｔ２

＝ ０． （２６）

同理，经典弹性理论中均质等截面杆扭转的运动微分方程为

　 　 － ＧＩｐ
∂２θ
∂２ｚ

＋ ρＩｐ
∂２θ
∂２ ｔ

＝ ０． （２７）

如图 ２ 所示，考虑匀质等截面细直梁的横向弯曲振动，忽略剪切变形和转动惯量的影响，
取固定端的形心为坐标原点，梁上任意一点的位移分量可表述为［２３］

　 　 ｕ１ ＝ ｗ（ ｚ，ｔ）， ｕ２ ＝ ０， ｕ３ ＝ － ｘ ∂ｗ
∂ｚ

． （２８）

同上扭转变形，其非零的旋转矢量以及对应的曲率张量为

　 　 ω２ ＝ １
２

ｕ１，３ － ｕ３，１( ) ＝ ∂ｗ
∂ｚ

， χ
３２ ＝

∂ω２

∂ｚ
＝ － ∂２ｗ

∂ｚ２
． （２９）

图 ２　 悬臂微梁的弯曲

Ｆｉｇ． ２　 Ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

将式（２９）代入式（１６）可求得本构关系：

　 　 ｍ３２ ＝ ４η ∂２ｗ
∂ｚ２

． （３０）

由此可以得到微梁弯曲的应变能、动能分别为

　 　 Ｕ ＝ ∫
Ｖ

１
２

σｉｊεｉｊ ＋
１
２

ｍｉｊ
χ
ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ ＝ １

２ ∫
ｌ

０
ＥＩ

∂２ｗ
∂ｚ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

ｄｚ ＋ ２ ∫ｌ
０
ηＡ

∂２ｗ
∂ｚ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

ｄｚ， （３１ａ）

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫Ｖρ

∂ｗ
∂ｔ

é

ë
êê

ù

û
úú

２

ｄＶ ＝ １
２ ∫

ｌ

０
ρＡ ∂ｗ

∂ｔ
é

ë
êê

ù

û
úú

２

ｄｚ ． （３１ｂ）

将式（３１ａ）、（３１ｂ）代入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理可得到引入了广义弹性理论的悬臂梁的弯曲方程：

　 　 （ＥＩ ＋ ４ηＡ） ∂４ｗ
∂ｚ４

＋ ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

＝ ０． （３２）

经典弹性理论中均质等截面梁弯曲的运动微分方程为
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　 　 ＥＩ ∂
４ｗ
∂ｚ４

＋ ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

＝ ０． （３３）

图 ３　 悬臂微梁的拉伸

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

如图 ３ 所示，匀质等截面细梁的拉伸，设梁长为 Ｌ， 单位体积的质量为 ρ ．忽略梁的纵向伸

缩引起的横向变形，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 υ 为零．同一横截面上各点仅在 ｚ 方向产生相等的位移，
则任意一点的位移分量为［２３］

　 　 ｕ１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， ｕ３ ＝ Ｚ（ ｚ，ｔ） ． （３４）
引入广义弹性理论，增加旋转变形及其本构关系，可发现悬臂微梁的拉伸中无旋转变形，其旋

转矢量均为零：

　 　

ω１ ＝ １
２
（ｕ３，２ － ｕ２，３） ＝ ０，

ω２ ＝ １
２
（ｕ１，３ － ｕ３，１） ＝ ０，

ω３ ＝ １
２
（ｕ２，１ － ｕ１，２） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３５）

其对应的曲率张量以及偶应力也均为零，微梁拉伸的应变能、动能不发生变化．
二者的运动微分方程均为

　 　 － ＥＡ ∂２Ｚ
∂ｚ２

＋ ρＡ ∂２Ｚ
∂ｔ２

＝ ０． （３６）

３　 悬臂梁固有频率的尺寸效应分析

定义无量纲频率为广义弹性理论与经典弹性理论模型计算所得的固有频率之比．根据式

（２７）、（３３）、（３６）可分别得到扭转、弯曲和拉伸所对应的无量纲频率方程：

　 　 ｆ
ｆ０

＝ １ ＋ ２ηＡ
ＧＩｐ

， （３７ａ）

　 　 ｆ
ｆ０

＝ １ ＋ ４ηＡ
ＥＩ

， （３７ｂ）

　 　 ｆ
ｆ０

＝ １， （３７ｃ）

式中 ｆ， ｆ０ 分别为广义弹性理论模型与经典弹性理论模型所计算的固有频率．
考虑等截面匀质悬臂梁，左端固定，梁长度为 Ｌ，梁截面高度为 Ｈ，柱形杆的扭转截面直径
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为 Ｈ ．取弹性模量 Ｅ ＝ ２０９ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ ＝ ０．３１， 旋转模量 η ＝ ２．８４ Ｐａ·ｍ２ ．
图 ４ 考察了悬臂微梁截面高度对无量纲频率的影响．由图 ４ 可知，不断减小悬臂梁的截面

高度， 广义弹性理论与经典弹性理论模型计算的结果开始出现较大的偏差， 随着微梁结构尺

寸的不断减小， 旋转变形的动力特性效应不断加大，无量纲频率明显增加， 微梁尺寸效应显

著增强．

图 ４　 不同微梁截面高度下无量纲频率的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

图 ５　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理预测 ３ 种模态下的微梁无量纲频率的变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ３ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ ｂｅａｍ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｂｙ Ｈａｍｉｌｔｏｎ’ｓ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

图 ５ 是基于广义弹性理论下，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导的无量纲频率，反映了 ３ 种模态下微

梁截面高度对无量纲频率的影响．图 ６ 给出了采用广义弹性理论建立三维有限元动力学方程，
使用 ＭＡＴＬＡＢ 编制仿真程序得到微梁的无量纲频率．图中横坐标为微梁截面高度的对数，纵
坐标为无量纲频率．随着微梁截面高度的降低，弯曲和扭转模态所对应的无量纲频率出现不同

程度的增幅．悬臂梁结构尺寸较大时，由两种理论预测的扭转、弯曲和拉压状态所对应的一阶

固有频率基本保持一致；随着微梁尺寸的不断减小，广义弹性理论计算所得到的扭转和弯曲模

态所对应的一阶固有频率相比经典弹性理论所得到的结果出现较明显的增幅，其中扭转与弯
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曲模态包含了旋转变形，所对应的无量纲频率有显著提高，而拉伸模态不存在旋转变形，故其

所对应的频率并未产生明显变化．

图 ６　 ＭＡＴＬＡＢ 仿真程序预测 ３ 种模态下微梁无量纲频率的变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ３ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ ｂｅａｍ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｂｙ ＭＡＴＬＡＢ

４　 结　 　 论

本文基于广义弹性理论，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了不同模态下的悬臂微梁振动微分方

程，对微梁固有频率的尺寸效应进行了分析，分析结果表明，不同模态显示出了对结构的尺寸

效应敏感性的差异．由于扭转和弯曲模态包含了旋转变形，随着微梁截面厚度的不断减小，二
者对应的固有频率显著提高，表现出显著的尺寸效应；而拉压模态不包含旋转变形，微梁厚度

的减小对其固有频率未产生明显影响，其固有频率不存在尺寸效应．本文通过引入连续旋转变

形的广义弹性理论，弥补了经典弹性理论无法分析解释尺寸效应的缺陷，分析了微纳米结构广

泛存在的悬臂微梁结构在不同运动状态下的尺寸效应，对 ＭＥＭＳ 等微纳米结构的材料力学响

应分析以及结构设计具有指导意义．
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