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摘要：　 基于参变量变分原理，提出了一种求解具有大量间隙弹簧的周期性分段线性系统动态响

应的高效率数值方法．通过参变量变分原理来描述间隙弹簧，将复杂的非线性动力问题转化为线性

互补问题求解，避免了求解过程中的迭代和刚度阵更新，该算法能准确判断间隙弹簧的压缩和松

弛状态．基于结构的周期性和能量传播速度的有限性，提出了一种求解系统动态响应的高效率精细

积分方法．该算法指出周期结构的矩阵指数中存在大量的相同元素和零元素，从而不需要重复计算

和存储这部分元素，节省了计算量并降低了计算机存储要求．分析了一个五自由度分段线性系统在

简谐荷载作用下的动力学行为，包括稳定的周期运动、准周期运动和混沌运动．通过与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
方法的比较，该文方法的正确性和高效率得到了验证．
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引　 　 言

在自然科学和工程技术中广泛存在着各种非线性问题，为了简化非线性问题，常常采用分

段线性理论来近似系统的非线性行为．在众多领域中，均能发现很多非线性动力学问题的理论

模型中含有分段线性，例如电力工程［１］、生物工程［２］、航空航天工程［３］等．在工程结构系统中较

为常见的是分段线性刚度或阻尼，如由压杆和绳索组成的 ｔｅｎｓｅｇｒｉｔｙ 结构［４］、含有间隙的振动

机械［５］和振动压实系统［６］等．由于分段线性系统的动力学特性有利于工程设计和应用［７］，因此

其被广泛应用于工程实践中．各种理论和实践分析表明，含有分段线性特点的动力学系统，受
周期荷载作用将会展现非常复杂的动力学行为［８⁃９］ ．

尽管一些分段线性动力学系统的自由振动可以被解析求解，但是要解析求解一个分段线

性系统的强迫振动是非常困难的，即使是很简单的分段线性系统．一些经典的解析方法和近似

解析法，如摄动法、平均法、谐波平衡法和增量谐波平衡法等［１０⁃１２］，常常被用于求解分段线性
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动力学系统的稳态响应．Ｎａｒｉｍａｎｉ 等［１３］和 Ｄｅｓｈｐａｎｄｅ 等［１４］采用平均法求解了两段线性系统在

稳态情况下的频率响应．Ｍｏｕｓｓｉ 等［１５］结合谐波平衡法和渐进数值方法提出了一种求解双自由

度分段线性系统正则问题的计算方法．Ｘｕ 等［１６］ 采用增量谐波平衡法给出了具有分段线性黏

性阻尼特性动力系统的周期解．但是这些方法应用范围仅限于弱非线性系统，对于具有强非线

性特点的分段线性系统则很难给出准确解．此外，对于具有大量自由度和非线性的分段线性系

统，这些方法也很难给出准确解．
对于多自由度的强非线性系统，通常只能采用数值方法求解．若给定初值，很多数值方法

如 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法、直接积分法结合 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 方法等都能给出分段线性系统的高精

度瞬态响应和稳态响应．但这些算法通常需要反复迭代计算，使得计算效率非常低，特别是收

敛精度设置得很高时．Ｚｈｏｎｇ（钟万勰）等［１７］ 提出的参变量变分原理对于分段线性分析具有明

显优势．因此，采用参变量变分原理来描述分段线性问题，将其转化为线性互补问题［１８⁃１９］，可以

避免求解过程中的反复迭代．针对结构的周期性特点，基于精细积分方法［２０］，建立一种求解分

段线性系统动态响应的高效率数值积分方法．该算法指出周期结构的矩阵指数中存在大量的

相同元素与零元素，从而不需要重复计算和存储这部分元素，节省了计算量并降低了计算机存

储要求．数值结果验证了本文方法的正确性．分析了一个五自由度不对称分段线性系统稳态运

动的动力学行为，如稳定的周期运动、准周期运动和混沌运动．此外，通过求解一个含有 １ ０００
个自由度和 １ ０００ 个间隙弹簧的分段线性系统在周期荷载作用下的动态响应，比较了本文方

法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的计算时间，证明了本文方法对于求解大规模周期性分段线性系统动态

响应的高效率．

图 １　 多自由度分段线性系统

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ

１　 基于参变量变分原理的动力学控制方程

考虑一个如图 １ 所示具有大量间隙弹簧的多自由度分段线性系统．该系统含有 ｎ 个质量

块， ｎ 个正常连接的弹簧和 ｎ 个阻尼器，在每个质量块的右端都有一根刚度为 ｋ２ 的弹簧，质量

块与该弹簧之间存在一个初始间隙 Δ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ．每个质量块均受一简谐荷载 ｆｉ（ ｔ） ＝
Ａｉｓｉｎ（ωｉ ｔ） 作用．间隙弹簧只有在质量块的位移超过初始间隙 Δ ｉ 时才会受力，而当质量块的位

移小于初始间隙时，该弹簧处于松弛状态，而刚度为 ｋ１ 的弹簧则始终提供弹性恢复力．于是该

分段线性系统的动力平衡方程可以写作

　 　 Ｍｘ ＋ Ｃｘ ＋ Ｋ１ｘ ＋ Ｐ（ｘ） ＝ ｆ， （１）
其中， ｘ，ｘ和 ｘ分别为系统的位移、速度和加速度向量，Ｍ为质量阵， Ｃ为阻尼阵， Ｋ１ 是所有刚

度为 ｋ１ 的弹簧组成的刚度阵， ｆ 为外荷载向量， Ｐ（ｘ） 为刚度为 ｋ２ 的间隙弹簧提供的弹性恢复

力，即
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式中， Ｉｎ 是一个 ｎ × ｎ 维的单位矩阵．
对于第 ｉ 根间隙弹簧，其本构关系如图 ２ 所示，当质量块的位移未超过初始间隙时，该弹

簧处于松弛状态，其提供的弹性恢复力为 ０；当质量块的位移超过初始间隙时，该弹簧处于压

缩状态，提供的弹性恢复力为一个正值．其物理方程可以表示为

　 　 Ｐ ｉ ＝ Ｐ（ｘｉ） ＝
０， ｘｉ ≤ Δ ｉ，
ｋ２（ｘｉ － Δ ｉ）， ｘｉ ＞ Δ ｉ ．{ （３）

从式（３）可以看出，这是一个分段线性刚度问题，其本构关系在 ｘｉ ＝ Δ ｉ 处存在转折点．因此，在
求解方程（１）的过程中，在每个积分步内都必须准确判断质量块的位移是否超过了初始间隙，
然后更新间隙弹簧的刚度阵．这使得求解分段线性系统动态响应的效率非常低下，尤其是该系

统还含有大量自由度和大量间隙弹簧．因此，有必要发展一种求解具有大量间隙弹簧的多自由

度分段线性动力学系统动态响应的高效率算法．在本文中，将采用参变量变分原理［１７］ 来描述

间隙弹簧的分段线性特点，从而避免在积分过程中更新间隙弹簧的刚度阵．

图 ２　 间隙弹簧的本构关系

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｇａｐ⁃ａｃｔｉｖａｔｅｄ ｓｐｒｉｎｇ

显然，式（３）中间隙弹簧的弹性恢复力 Ｐ ｉ 是一个非负的值．引入一个非负的松弛变量 ν ｉ，
其本构关系（３）可以写作如下互补关系式：

　 　 Ｐ ｉ － ｋ２（ｘｉ － Δ ｉ） － ν ｉ ＝ ０，　 　 Ｐ ｉ ≥ ０， ν ｉ ≥ ０， Ｐ ｉν ｉ ＝ ０． （４）
将运动平衡方程（１）中间隙弹簧的弹性恢复力作为外力项移到方程右边，并结合互补关系式，
可以得到分段线性系统的动力学控制方程为

　 　 Ｍｘ ＋ Ｃｘ ＋ Ｋ１ｘ ＝ － Ｐ ＋ ｆ， （５）
　 　 Ｐ － Ｋ２（ｘ － Δ） － ν ＝ ０， （６）

式中， Ｐ ｉ ≥０， ν ｉ ≥０， Ｐ ｉν ｉ ＝ ０，Δ是初始间隙向量， Ｋ２ 是间隙弹簧压缩刚度组成的刚度阵，即

９３７求解周期性分段线性系统动态响应的高效数值方法



　 　 Ｋ２ ＝ ｋ２Ｉｎ ． （７）
间隙弹簧的应力状态由其弹性恢复力 Ｐ ｉ 来表征，即当 Ｐ ｉ ＞ ０ 时，间隙弹簧处于压缩状态；当 Ｐ ｉ

＝ ０ 时，间隙弹簧为松弛状态．因此，在实际求解过程中，只需计算 Ｐ ｉ 的值即可，避免了不断判

断间隙弹簧的状态，从而避免了其刚度矩阵的更新．

２　 基于周期性的高效率精细积分方法

基于参变量变分原理，分段线性动力学方程（１）被转换成了由线性动力学方程（５）和互补

关系式（６）组成的动力学控制方程．对于方程（５），可以采用直接积分法求解，如 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ、
Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ β 或 Ｗｉｌｓｏｎ⁃ θ 方法等．由于稳定性和精度的要求，这些方法的积分步长都需要取得

很小，这使得问题的计算规模非常大、效率非常低．由 Ｚｈｏｎｇ（钟万勰）等［２０］ 提出的精细积分方
法允许采用很大的积分步长，并具有精度高和稳定性好的特点［２１］ ．对于小规模结构，精细积分

方法可以高效精确地求解其动态响应，但是这种方法在处理规模很大的系统时，矩阵指数的计

算量非常大．因此有必要发展一种求解多自由度分段线性系统响应的高效率积分方法．
方程（５）在状态空间中可以写作

　 　 ｖ ＝ Ｈｖ ＋ Ｆ（ ｔ）， （８）
其中 ｖ 是状态向量，且

　 　 ｖ ＝ ｘ
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将积分区间等分为步长为 η 的时间区间，即 ｔ０，ｔ１ ＝ ｔ０ ＋ η，…，ｔｋ ＝ ｔ０ ＋ ｋη，… ．若记 ｖｋ ＝ ｖ（ ｔｋ），
那么方程（８）的解为

　 　 ｖｋ＋１ ＝ Ｔｖｋ ＋ ∫η
０
ｅｘｐ［Ｈ（η － ξ）］Ｆ（ ｔｋ ＋ ξ）ｄξ， （１０）

其中 Ｔ 是系统的矩阵指数，其定义如下：
　 　 Ｔ ＝ ｅｘｐ（Ｈη） ． （１１）

假设在一个积分步长 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 内，参数变量 Ｐ（ ｔ） 采用线性近似，即
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则方程（１０）中积分可以解析求得

　 　 ｖｋ＋１ ＝ ｖ－ ｋ＋１ ＋ φＰｋ＋１， （１３）
其中
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式中， Ｔ１２ 和 Ｔ２２ 分别是矩阵指数 Ｔ 中对应的分块矩阵，即
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Ｔ１１ Ｔ１２

Ｔ２１ Ｔ２２

é
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． （１５）

当得到方程（１３）中的积分格式后，现在的主要问题是求解矩阵指数 Ｔ ．对于自由度数目

较少的结构，其矩阵指数可以采用精细积分方法［２０⁃２１］快速精确地求解．但是当结构的自由度数

目很多时，原始精细积分方法的计算量将非常大．在本文中，考虑的结构可以被看作是一个周

期结构，两个相邻质量块之间的部分可以作为一个原胞，其包含一根间隙弹簧．本文将利用结

构的周期性和结构动态响应的物理特点发展一种计算周期结构矩阵指数的高效率方法．
若方程（８）中外力 Ｆ（ ｔ） ＝ ０， 则方程（１３）可以写作如下分块形式：

　 　
ｘｋ＋１ ＝ Ｔ１１ｘｋ ＋ Ｔ１２ ｘｋ，
ｘｋ＋１ ＝ Ｔ２１ｘｋ ＋ Ｔ２２ ｘｋ ．

{ （１６）

方程（１６）中矩阵指数的分块矩阵中元素的物理意义如下：仅第 ｊ 个自由度上有单位位移，经过

一个时间积分步长 η 后，第 ｉ 个自由度的位移和速度分别为 Ｔ１１（ ｊ，ｉ） 和 Ｔ２１（ ｊ，ｉ） ．同理，仅第 ｊ
个自由度上有单位速度，经过一个时间积分步长 η 后，第 ｉ 个自由度的位移和速度分别为

Ｔ１２（ ｊ，ｉ） 和 Ｔ２２（ ｊ，ｉ） ．假设一个原胞的自由度数目为 ｄ， 若仅在第 ｄ ＋ ｉ 个自由度上给定单位位

移，则经过一个时间积分步长 η 后，第 ｄ ＋ ｊ 个自由度的位移为 Ｔ１１（ｄ ＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ） 和速度为 Ｔ２１（ｄ
＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ） ．根据结构的周期性，两个位移 Ｔ１１（ ｊ，ｉ） 和 Ｔ１１（ｄ ＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ） 相同，两个速度 Ｔ２１（ ｊ，ｉ）
和 Ｔ２１（ｄ ＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ） 也相同，即

　 　 Ｔ１１（ ｊ，ｉ） ＝ Ｔ１１（ｄ ＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ）， Ｔ２１（ ｊ，ｉ） ＝ Ｔ２１（ｄ ＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ）， （１７）
同理

　 　 Ｔ１２（ ｊ，ｉ） ＝ Ｔ１２（ｄ ＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ）， Ｔ２２（ ｊ，ｉ） ＝ Ｔ２２（ｄ ＋ ｊ，ｄ ＋ ｉ） ． （１８）
方程（１７）和（１８）表明，在周期结构对应的矩阵指数中有大量相同的元素，为了提高计算效率，
这些相同的元素不需要重复计算和存储．

众所周知，在一段时间内，能量在结构中只能传递有限距离．假设在某一个自由度上施加

一外力，在一个较小的时间步长内，该外力显然只能影响附近有限自由度的响应，而不能影响

到所有自由度．因此，矩阵指数的结构特点一定是带状分布．总结起来，基于结构的周期性和能

量在结构中传播速度的有限性，周期结构的矩阵指数的结构特点是周期性和带状分布，即

　 　 Ｔ１１ ＝

⋱
⋱ ｂ１

⋱ ａ１ ｂ２

ｃ１ ａ２ ⋱
ｃ２ ⋱ ｂｄ

⋱ ａｄ ｂ１

ｃｄ ａ１ ｂ２

ｃ１ ａ２ ⋱
ｃ２ ⋱ ｂｄ

⋱ ａｄ ⋱
ｃｄ ⋱

⋱

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （１９）
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其中标量 ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｄ） 对应于矩阵指数的对角线元素，向量 ｂｉ 的第一个元素不为零，向量

ｃｉ 的最后一个元素不为零．显然，式（１５）中矩阵指数的其他分块矩阵 Ｔ１２，Ｔ２１ 和 Ｔ２２ 均具有上述

结构特点．因此，只需要几个原胞组成的子结构对应的矩阵指数即可得到完整结构对应的矩阵

指数的全部信息．相对于完整结构，几个原胞的自由度少很多，可以快速计算出其对应的矩阵

指数．因此，采用上述方法可以提高整体结构矩阵指数的计算效率并降低存储要求．

图 ３　 周期结构

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

考虑如图 ３ 所示的结构，并假设在一个积分步长内，能量传播距离不超过 ３ 个节点．提取

出子结构①，并计算其对应的矩阵指数．假设仅节点 ６ 上有单位位移，一个积分步长后，其能量

不能传播到节点 ２，因而其边界对结构的响应不产生影响．显然，子结构①与完整结构②对应节

点的位移和速度相同，而完整结构多出的左右两节点的响应都为 ０．因此，只需计算子结构①的

矩阵指数，并从矩阵指数中恰当位置提取节点 １ 对应的数据，即可得到式（１９）中需要的 ａｉ，ｂｉ

和 ｃｉ ．
以上给出了计算周期结构对应矩阵指数的主要思想．但是，以上讨论基于预知了能量传播

的速度，但对于复杂问题，能量传播速度很难事先计算．因此，本文采用如下的处理方法．为了

计算周期结构的矩阵指数，首先，给定两个参数，一个是期望采用的时间步长 η １， 另一个是一

个整数 ｑ， 它表示在一个时间步长内能量不能传递出 ｑ 个单胞．假设能量传递出 ｑ 个单胞所需

最小时间为 η ２， 则最后采用 η ＝ ｍｉｎ（η １，η ２） 作为时间步长．先将 η １ 作为时间步长，并形成 ２ｑ
＋ １ 个单胞组成的子结构对应的系统矩阵，再执行精细积分方法．在执行精细积分法的计算过

程中，由于将时间步长 η １ 划分为 ２Ｎ 份，再计算时间区段 η １ ／ ２Ｎ 对应的矩阵指数，此时 η １ ／ ２Ｎ 是

一个非常小的时间区段，能量不可能传递出 ｑ 个单胞．然后，执行精细积分法的增量加法定理，
每执行一次相当于时间步长比上一次加倍，这个过程中检查能量是否传递出 ｑ 个单胞．如果执

行完 Ｎ 次加法定理后，能量没有传递出 ｑ 个单胞，则采用 η １ 作为最终的时间步长，此时矩阵指

数也已经计算出．如果在执行完第 Ｎ
－
≤ Ｎ 次加法定理后，检测到能量传递超出 ｑ 个单胞，则取

η ２ ＝ ２Ｎ
－
－Ｎ－１η １ 作为最终的时间步长，对应的矩阵指数在上一次的加法定理中也已经计算出．

采用这样的方法，仅需用很少的单胞组成质量、阻尼和刚度矩阵．然后计算对应的矩阵指

数，提取一些矩阵元素，即可得到周期结构对应矩阵指数的全部信息．从而可以高效地计算周

期结构的动态响应．

３　 分段线性系统的线性互补方程

由间隙弹簧的参数变量 λ ｋ＋１ 表征的分段线性系统动态响应已经在方程（１３）中给出，通过

分块，即可得到系统位移的速度为

　 　
ｘｋ＋１ ＝ ｘ－ ｋ＋１ ＋ φ１Ｐｋ＋１，

ｘｋ＋１ ＝ ｘ－ ｋ＋１ ＋ φ２Ｐｋ＋１ ．
{ （２０）
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将位移代入到互补关系（６）中，得到间隙弹簧的线性互补问题：
　 　 ν － Ｚ１Ｐｋ＋１ － Ｚ２ ＝ ０，　 　 Ｐ ｉ，ｋ＋１ν ｉ ＝ ０， ν ｉ ≥ ０， Ｐ ｉ，ｋ＋１ ≥ ０， （２１）

其中

　 　 Ｚ１ ＝ Ｉｎ ＋ φ１， Ｚ２ ＝ Ｋ２（Δ － ｘ－ ｋ＋１） ． （２２）
采用 Ｌｅｍｋｅ 方法［２２］，方程（２１）中间隙弹簧的参数变量很容易计算得到．对于第 ｉ 根弹簧，

其应力状态由其参数变量 Ｐ ｉ 来表征，即 Ｐ ｉ ＝ ０ 表明间隙弹簧处于松弛状态，而 Ｐ ｉ ＞ ０ 表明间

隙弹簧处于压缩状态．将参数变量 Ｐｋ＋１ 代入方程（１３），则可得到分段线性系统在 ｔｋ＋１ 时的响应．

４　 数 值 结 果

４．１　 五自由度分段线性系统的动力学行为

考虑图 １ 所示的分段线性系统，取 ｎ ＝ ５， 研究其复杂的动力学行为．系统的初始位移和速

度均为 ０，在第 １ 个、第 ３ 个和第 ５ 个节点作用外荷载 Ａｓｉｎ（ωｔ）， 在第 ２ 个和第 ４ 个节点作用

外荷载 － Ａｓｉｎ（ωｔ） ．为了方便分析分段线性系统各参数对其动力学行为的影响，将动力学控

制方程（５）和（６）写作如下无量纲形式：
　 　 ｘ ＋ ζＣ ｘ ＋ Ｋｘ ＝ － Ｐ ＋ Ｑｓｉｎ（θτ）， （２３）
　 　 ν － Ｐ － α（Δ － ｘ） ＝ ０， （２４）

其中

　 　

Ｐ ｉν ｉ ＝ ０， ν ｉ ≥ ０， Ｐ ｉ ≥ ０，

τ ＝ ω ０ ｔ， θ ＝ ω
ω ０

， ω ０ ＝
ｋ１

ｍ
， α ＝

ｋ２

ｋ１
， ζ ＝ ｃ

ｋ１ｍ
，

ｘ ＝
ｋ１

Ａ
ｘ， Δ ＝

ｋ１

Ａ
Δ， Ｐ ＝ １

Ａ
Ｐ， ν ＝ １

Ａ
ν， Ｑ ＝ １ － １ １{ } Ｔ，

Ｃ ＝

２ － １
－ １ ２ － １

－ １ ⋱ ⋱
⋱ ２ － １

－ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

， Ｋ１ ＝

２ － １
－ １ ２ － １

－ １ ⋱ ⋱
⋱ ２ － １

－ １ １
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ê
ê
ê
ê
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（２５）

可以发现，该五自由度分段线性系统的动力学行为由 α，ζ，Δ 和 θ 这 ４ 个无量纲参数确定．
对这 ４ 个无量纲参数取 ４ 组不同的值，分别采用本文方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法来计算该系统的

动态响应，计算时间区间为 ［０， １ ０００Ｔ］， 其中 Ｔ ＝ ２π ／ θ 是外荷载的周期．由于仅有 ５ 个自由

度，本文方法计算完整结构的矩阵指数，时间步长取为 η ＝ Ｔ ／ ２００．Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法采用 ＭＡＴ⁃
ＬＡＢ 的 Ｏｄｅ４５ 函数作为求解器，并将容差设置为 δ ＝ １０ －１０ ．

先积分 ５００ 个周期使系统响应达到稳态，记录系统在外荷载作用 ５００ 个周期以后（即
５００Ｔ － １ ０００Ｔ） 的响应．当 α ＝ ２，ζ ＝ ０．２，Δ ＝ ０ 和 θ ＝ １ 时，以及 α ＝ ８，ζ ＝ ０．２，Δ ＝ ０．１ 和 θ ＝
１ 时，两种方法得到的系统第 ５ 个节点稳态运动的相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射如图 ４ 所示．可以发

现，本文方法与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法得到的相轨迹都是一条闭合曲线，并且完全重合，表明本文方

法的正确性．图 ４（ａ）和（ｂ）中 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射分别为 ２ 个和 ７ 个不动点，这表明当 α ＝ ２，ζ ＝ ０．２，
Δ ＝ ０ 和 θ ＝ １ 时系统出现 ２ 倍周期运动，当 α ＝ ８，ζ ＝ ０．２，Δ ＝ ０．１ 和 θ ＝ １ 时系统出现 ７ 倍周

期运动．当 α ＝ ５，ζ ＝ ０．２，Δ ＝ ０ 和 θ ＝ ２ 时，本文方法积分得到的系统第 ５ 个节点稳态运动的相
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轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射如图 ５ 所示．可以发现，相轨迹是在有界区域里的一条杂乱曲线，而
Ｐｏｉｎｃａｒé 映射为分布在一条闭合曲线上的点集，这表明此时系统出现了准周期运动．当 α ＝ １５，
ζ ＝ ０．２，Δ ＝ ０ 和 θ ＝ １．５ 时，图 ６ 给出了本文方法积分得到的系统第 ５ 个节点稳态运动的相轨

迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射，可以发现，相轨迹是在有界区域里的一条杂乱曲线，而 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射为分

布在一个杂乱无章的点集，这表明系统在这组参数下出现了混沌运动．比较图 ５ 和图 ６，仅从相

轨迹上很难区分准周期运动和混沌运动，而在 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图上很容易区分．以上结果表明本

文方法的正确性，并且分段线性系统在周期荷载作用下会产生非常复杂的动力学行为．

（ａ） α ＝ ２， ζ ＝ ０．２， Δ ＝ ０， θ ＝ １ （ｂ） α ＝ ８， ζ ＝ ０．２， Δ ＝ ０．１， θ ＝ １
图 ４　 本文方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法给出的相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

（ａ） 相轨迹 （ｂ） Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

（ａ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ （ｂ） Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ

图 ５　 当 α ＝ ５， ζ ＝ ０．２， Δ ＝ ０ 和 θ ＝ ２ 时，本文方法给出的相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

Ｆｉｇ． ５　 Ｗｈｅｎ α ＝ ５， ζ ＝ ０．２， Δ ＝ ０ ａｎｄ θ ＝ ２ ， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ａｎｄ ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ
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４．２　 计算效率比较

考虑图 １ 所示的不对称分段线性系统，取 ｎ ＝ １ ０００， 即有 １ ０００ 个自由度和 １ ０００ 根间隙

弹簧，取 ｍ ＝ １ ｋｇ，ｋ１ ＝ １ Ｎ ／ ｍ，ｋ２ ＝ １ Ｎ ／ ｍ，ｃ ＝ ０．２ （Ｎ·ｓ） ／ ｍ 和 Δ ＝ ０ ｍ ．初始位移和速度均为

０，从左至右在奇数节点作用外荷载 ｆｉ（ ｔ）＝ ｓｉｎ（３ｔ） Ｎ（ ｉ ＝ １，３，…，９９９），在偶数节点作用外荷载

ｆｉ（ ｔ） ＝ － ２ｓｉｎ（５ｔ） Ｎ（ ｉ ＝ ２，４，…，１ ０００） ．分别采用本文方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法计算该系统的

动态响应，积分区间为［０， ２００］ ｓ ．对于本文方法，选取 １１ 个自由度作为基本结构，由算法确

定的积分步长为 η ＝ ０．０２ ｓ ．Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法采用 ＭＡＴＬＡＢ 的 Ｏｄｅ４５ 函数作为求解器，并分别

取 ２ 组容差 δ ＝ １０ －５ 和 δ ＝ １０ －１０ 来控制其精度．

（ａ） 相轨迹 （ｂ） Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

（ａ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ （ｂ） Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ

图 ６　 当 α ＝ １５， ζ ＝ ０．２， Δ ＝ ０ 和 θ ＝ １．５ 时，本文方法给出的相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

Ｆｉｇ． ６　 Ｗｈｅｎ α ＝ １５， ζ ＝ ０．２， Δ ＝ ０ ａｎｄ θ ＝ １．５， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ａｎｄ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

图 ７　 本文方法给出的相轨迹

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

将 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法取容差 δ ＝ １０ －１０ 积分得到的结果作为参考解，分别计算本文方法和
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Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法取容差 δ ＝ １０ －５ 的绝对误差．位移和速度的绝对误差分别定义为

　 　 δ ｘ ＝ ｘ（ ｔ） － ｘＲＫ（ ｔ）， δ ｖ ＝ ｖ（ ｔ） － ｖＲＫ（ ｔ）， （２６）
其中， ｘＲＫ（ ｔ） 和 ｖＲＫ（ ｔ） 分别表示 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法取容差 δ ＝ １０ －１０ 得到的第一个质量块的位

移和速度； ｘ（ ｔ） 和 ｖ（ ｔ） 分别表示本文方法或 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法取容差 δ ＝ １０ －５ 得到的第一个

质量块的位移和速度．

（ａ） 位移的绝对误差 （ｂ） 速度的绝对误差

（ａ） Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ
图 ８　 本文方法的绝对误差

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

（ａ） 位移的绝对误差 （ｂ） 速度的绝对误差

（ａ） Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

图 ９　 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法取容差 δ ＝ １０ －５ 的绝对误差

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ δ ＝ １０ －５

由本文方法积分得到的结构第一个节点在 ｔ∈［１００， ２００］ ｓ 的相轨迹如图 ７ 所示．本文方

法和容差为 δ ＝ １０ －５ 的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的绝对误差分别如图 ８ 和 ９ 所示．可以发现， 本文方

法的精度非常高， 比容差为 δ ＝ １０ －５ 的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法高约 １０ 倍， 这说明了本文方法的正

确性．本文方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法取不同容差的计算时间如表 １ 所示，可以发现，本文方法的

６４７ 何　 冬　 东　 　 　 高　 　 强　 　 　 钟　 万　 勰



计算效率分别约是 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法取容差 δ ＝ １０ －５ 和 δ ＝ １０ －１０ 的 ５ 倍和 ５６ 倍．以上结果说

明：本文方法对于求解具有大量自由度和大量间隙弹簧的分段线性系统的动态响应具有高精

度和高效率．
表 １　 计算效率比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｉ７－５６００Ｕ ｌａｐｔｏｐ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

δ ＝ １０ －５ δ ＝ １０ －１０

ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ ８．３ ４１．４ ４６２．７

５　 结　 　 论

本文提出一种求解具有大量间隙弹簧的周期性分段线性系统在简谐荷载作用下动态响应

的高效率时域数值积分方法．通过采用参变量变分原理来描述间隙弹簧，分段线性问题被转化

为线性互补问题，从而可以通过 Ｌｅｍｋｅ 方法很容易求解．该算法避免了计算过程中的迭代和刚

度阵更新，并能准确判断间隙弹簧的压缩和松弛状态．基于结构的周期性和能量传播速度的有

限性，提出一种求解系统动态响应的高效率精细积分方法．该方法利用周期结构的周期性和能

量传播有限性特点，指出周期结构的矩阵指数中存在大量的相同元素与零元素，从而不需要重

复计算和存储这部分相同的元素，并避免计算和存储零元素，节省了计算量并降低了计算机存

储要求．分析一个五自由度不对称分段线性系统，其在周期荷载作用下会发生非常复杂的动力

学行为，如稳定的周期运动、准周期运动和混沌运动．通过求解一个大自由度的分段线性系统

在周期荷载下的动态响应，比较了本文方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的计算结果与计算时间，本文

方法的正确性和高效率得到了验证．
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