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摘要：　 针对构造正交各向异性周期性正弦凸起结构凹凸板的等效刚度问题，根据经典弹性薄板

理论，基于对单胞结构力学特性分析和单胞结构在板宏观结构上周期性均匀化分布的特点，推导

了正弦凸起凹凸板的等效刚度解析公式．以四边简支周期性正弦凸起结构凹凸板为例，将该文计算

结果与有限元模拟结果进行对比，验证了该文等效刚度的合理性和精确性．最后，分析了正弦凸起

凹凸板几何参数对等效刚度特性的影响，给出了结构几何参数与等效刚度之间的关系．结果表明：
应用该文方法可以有效计算周期性正弦凸起凹凸板的等效刚度；由于凹凸板在构造上的几何结构

变化，与基础平板相比其弯曲刚度和抗扭刚度都有明显的提升．该研究结果对凹凸板静力学和动力

学的进一步研究以及实际工程应用具有指导意义．
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引　 　 言

周期性凸起凹凸板是一种新型的板型构件，它通过对普通的基础薄板用滚压或冲压工艺

加工使其具有特定的周期性凹凸结构的板材．凹凸板从形貌上具有单胞凸起结构周期性排列

的特征，根据凸起结构的不同，包括有正弦凸起、三角形、梯形和圆台形等各种凸起类型的周期

性凸起凹凸板．研究表明：凹凸板重量较轻，同时具有较高的抗弯能力以及较强的可靠性，其整

体的强度和承载能力相比普通的基础薄板有了明显的提高［１⁃２］；同时具有优秀的平面压缩和能

量吸收性能，以及优秀的高温稳定性和可设计性［３⁃７］ ．凹凸板凭借这些优良的性能，在汽车船

舶、航空航天等领域得到大量的应用，是近年来新兴的热门研究方向．
针对周期性正弦凸起凹凸板的力学性能，许多学者对其以及相似类型的板壳结构进行了

研究，使用了多种方法来对它们进行力学分析．文献［８］通过给正弦凹凸板表面施加载荷作用，
观察其结构压缩破坏过程，应用塑性铰理论分析了其压缩过程，描述了在不同载荷情况下的失

效形式．渐进均匀化方法可以用来求解周期性板壳结构，在该理论基础上分析了一系列具有周

期性单胞板壳结构的等效性质［９⁃１１］，但是其数值实现至今仍是个困难的问题［１２］ ．文献［１３⁃１５］
应用有限元方法研究了周期性正弦凸起凹凸板的拉伸性能、弯曲性能和在不同边界条件下的

吸能能力，研究结果表明各种几何参数的凹凸板均展现出优异的性能．拟板法通过将具有复杂
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结构形式的构造正交各向异性板简化为理想的正交各向异性板，通过弹性力学分析得到该简

化板在各方向的刚度，进而得到等效的材料参数［１６］，文献［１７⁃１８］采用拟板法计算带有肋板的

构造正交各向异性板．
周期性正弦凸起凹凸板具有鲜明的结构特征，板材的宏观结构是由具有典型单元形貌特

征的单胞结构平移阵列组成，由于单胞尺寸比板的宏观尺寸小很多，在宏观尺寸上可以看作是

周期性均匀化分布，因此通过对单胞结构进行力学特性分析可以得到结构的宏观力学特

性［１９⁃２０］ ．本文选取一个典型单元形貌特征的单胞结构进行分析，依据截面的连续线性变化将其

等效为均质的薄板，推导了单胞的三个主向刚度，此三个主向刚度即为宏观上板的三个主向刚

度，随后应用有限元模拟进行验证．最后基于本文等效刚度方法，分析了不同几何参数的周期

性正弦凸起凹凸板的刚度特性，获得其结构几何参数与刚度特性之间的关系，可用于实现面向

使用需求的板材形貌设计．该研究结果对周期性凸起凹凸板的研究和工程应用具有指导意义．

１　 周期性正弦凸起凹凸板刚度等效

１．１　 波纹截面惯性矩推导

对于周期性凸起凹凸板这种构造正交各向异性板，其抗弯刚度比平板大的主要原因来自

于它的构造．几何参数的变化使其面积矩和惯性矩产生变化，而惯性矩是确定抗弯刚度的主要

因素．参照基础平板的抗弯刚度公式［２１］：

　 　 Ｄ ＝ ｔ３·１
１２

· Ｅ
１ － μ２， （１）

式中 Ｅ 为板材料的弹性模量； ｔ 为板的厚度； μ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．第一分式可视为单位宽度板的惯

性矩， 第二分式是材料的弹性常数．研究周期性凸起凹凸板的刚度问题可以从讨论其惯性矩

着手．

图 １　 周期性正弦凸起凹凸板 图 ２　 一个波长正弦波纹板截面

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｍｐｌｅｄ ｐｌａｔｅ Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｓｉｎｅ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ ｓｉｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｐｌｅｄ ｐｌａｔｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

图 １ 所示为周期性正弦凸起凹凸板形貌，可以看出其边缘截面由波纹正弦曲线构成，为了

研究其惯性矩，首先要研究波纹截面惯性矩的推导．
图 ２ 所示为一个波长的正弦波纹板截面，其中 ｆ 为半波幅，ｌ 为半波长，ｔ 为板厚，根据图示

建立坐标系．在截面上取一微面积元 ｄＡ，该微元的面积为 ｄＡ ＝ ｄｘｄｚ ．该微元对 ｘ 轴的惯性矩为

ｄＩｘ ＝ ｚ２ｄＡ，沿 ｘ 对一个波长积分，可得该截面对 ｘ 轴的惯性矩为［２２］

　 　 Ｉｘ ＝ ∫∫
Ａ
ｚ２ｄＡ ＝ ∫２ｌ

０
ｄｘ∫ｚ＋ｃ ／ ２

ｚ－ｃ ／ ２
ｚ２ｄｚ， （２）
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式中 ｚ 为 ｘ 处截面中线的 ｚ 坐标，ｃ 为 ｘ 处波纹板的高度，由截面的几何关系可得

　 　 ｃ ＝ ｔ １ ＋ ｄｚ
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将式（３）代入式（２）可得

　 　 Ｉｘ ＝ ∫∫
Ａ
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将式（３）化简后得到
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１．２　 单胞等效刚度推导

周期性正弦凸起凹凸板选取单胞如图 ３（ａ）、（ｂ）所示，宏观板结构可视为由多个单胞结

构平移阵列组成．其主要几何参数包括凹凸板相对厚度 ２ｆ，单胞结构的周期间距 ２ｌ，基础平板

的厚度 ｔ ．本文中的周期性正弦凸起凹凸板在 ｘ，ｙ 两个方向具有相同的周期间距及形貌．

图 ３　 单胞结构参数

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ

由图 ３（ａ）、（ｂ）可知单胞结构其外缘截面正弦曲线函数为

　 　 ｆ（ｙ） ＝ ｆｃｏｓ πｙ
ｌ

． （６）

从图 ３（ｂ）可以看出，单胞的几何结构以波长 ２ｌ为一个周期，且其几何结构成对称性，对称

长度为半波长 ｌ，故只需求出半波长 ｌ范围内的等效刚度，即为单胞的等效刚度．在半波长 ｌ范围

内，将式（６）代入式（５）有
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根据微积分的定义，将单胞截面惯性矩在 ｙ 方向沿半波长 ｌ 长度内进行积分，可以得到其
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半波长 ｌ 长度内平均截面惯性矩 Ｉ
－
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由于双向正弦凸起凹凸板为正交各向异性板， ｘ 和 ｙ 两个方向的形貌相同， 故 Ｄｘ ＝ Ｄｙ ．因
此有

　 　 Ｄｘ ＝ Ｄｙ ＝
Ｅ

１ － μ２·
Ｉ
－

ｘ

２ｌ
． （９）

关于构造正交各向异性板的综合抗扭刚度 Ｈ 的计算，胡肇滋和钱寅泉［１７］给出了一个综合

公式：

　 　 Ｈ ＝ Ｄ０ ＋
ＧＪＴｘ

２ｂ１

＋
ＧＪＴｙ

２ａ１
， （１０）

式中 Ｄ０ 由式（１） 给出，即平板对自身形心轴的刚度；Ｇ 为切变模量；ＪＴｘ，ｂ１（ＪＴ ｙ，ａ１） 为纵肋（横
肋） 的抗扭惯性矩和构造间距或翼缘宽度．则本文综合抗扭刚度 Ｈ 为

　 　 Ｈ ＝ Ｄ０ ＋
ＧＩ

－

ｘ

２·２ｌ
＋

ＧＩ
－

ｙ

２·２ｌ
＝ Ｄ０ ＋

ＧＩ
－

ｘ

２ｌ
． （１１）

２　 刚度等效结果验证

为验证本文等效刚度计算结果的正确性，建立三维有限元模型，并和本文等效刚度计算结

果进行对比．本文计算分为两块不同几何尺寸的正弦凸起凹凸板情况，单胞几何尺寸分别为：模
型 １（ ｌ ＝ ０．０１４ ｍ， ｆ ＝ ０．００３ ｍ，ｔ ＝ ０．００１ ｍ） 和模型 ２（ ｌ ＝ ０．０２ ｍ， ｆ ＝ ０．００５ ｍ，ｔ ＝ ０．００２ ｍ） ．这
两种几何尺寸下的正弦凸起凹凸板各主刚度都会发生变化并对结果产生影响，用其对等效刚

度进行验证．

图 ４　 有限元网格划分

Ｆｉｇ． ４　 Ｍｅｓｈｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｐｌｅｄ ｐｌａｔｅ

有限元模型如图 ４ 所示，单胞结构在 ｘ 和 ｙ
两个方向各有 １０ 个单胞，则板的大小为 ａ ＝ ｂ ＝
１０ × ２ｌ ．板模型的边界条件为简支边，集中载荷

Ｆ ＝ １０～１００ Ｎ 施加在板的中心，即板 ａ ／ ２ 和 ｂ ／ ２
处，因此最大挠度也在此处．不同载荷情况下本

文计算和有限元模拟的最大挠度结果如图 ５
（ａ）、（ｂ）所示．

图 ５（ａ）、（ｂ）分别为模型 １ 和模型 ２ 验证结

果．可以看出，本文等效计算结果与有限元模拟

结果具有较好的一致性，验证了该方法的正确

性．经对比可发现，图 ５（ｂ）较图 ５（ａ）误差大，主
要原因是模型 ２ 的半波高 ｆ 比模型 １ 大，即正弦

凸起更高，此时凹凸板的薄板特性就不明显，故误差随着凸起高度的增加呈增大趋势，其原因

是没有考虑剪切效应．
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（ａ） 模型 １ （ｂ） 模型 ２

（ａ） Ｍｏｄｅｌ １ （ｂ） Ｍｏｄｅｌ ２

图 ５　 本文结果的验证

Ｆｉｇ． ５　 Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

图 ６　 相对厚度 ｆ 对本文等效刚度的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｅｐｔｈ ｆ

ｏｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

为进一步验证所推导公式的正确性，检验

其对正弦凹凸板几何形状改变的依赖程度，本
文采用两周期间距相同、基础平板厚度相同和

集中载荷大小相同，但相对厚度不同的板进行

比较．取正弦凹凸板尺寸 ｌ ＝ ０．０１６ ｍ， ｆ ＝ ０．００３
～０．００６ ｍ， ｔ ＝ ０．００１ ｍ，单胞结构在 ｘ和 ｙ两个

方向各有 ８ 个，集中载荷 Ｆ ＝ ２０ Ｎ 施加板中心

处，最大挠度结果如图 ６ 所示．
由图 ６ 可知，随着相对厚度 ｆ 的增大，误差

呈增大趋势．分析可知，其仍是凹凸板的薄板

特性随着相对厚度的增加愈发不明显，故误差

会增大．
在上述模型中，实体有限元模型共划分了

６ 万个网格单元，计算时间为 １００ ｓ，加上建模

所需的时间，计算一个模型需要较多时间．而应用本文等效刚度公式通过 ＭＡＴＡＬＢ 科学计算

软件计算时间仅为 １ ｓ，极大地提高了计算效率，从而可以实现各种尺寸的正弦凸起凹凸板等

效刚度及位移响应的高效率计算．

３　 不同几何参数的正弦凸起凹凸板等效刚度特性分析

在分析讨论前，首先对正弦凸起凹凸板的几何参数和等效刚度进行无量纲化，视本文等效

刚度特性与基础平板刚度特性的比值为变量，自变量以基础平板的厚度 ｔ 为基准，讨论不同几

何参数下正弦凸起凹凸板 ｌ ／ ｔ 和 ｆ ／ ｔ 对等效刚度的影响．几何参数的变化使正弦凸起凹凸板的

形貌特征产生了不同，ｌ ／ ｔ 的变化在形貌上可视为凹凸板波纹周期长度的变化，ｆ ／ ｔ 的变化在形

貌上可视为凹凸板相对厚度的变化．
图 ７ 为 ｆ ／ ｔ ＝ ４ 时正弦凸起凹凸板的等效刚度随 ｌ ／ ｔ 的变化规律．可以看出，当 ｌ ／ ｔ 由小变大

４９４ 周期性正弦凸起凹凸板等效刚度的研究



时，即正弦凸起凹凸板的波纹周期变长，弯曲刚度 Ｄｘ，Ｄｙ 和抗扭刚度 Ｈ 降低．分析这一规律可

知，当 ｆ ／ ｔ 固定时，随着 ｌ ／ ｔ 的增大使得单胞凸起结构的形貌更趋近于基础平板，其等效刚度也

逐渐趋近于基础平板，实际结果与理论结果相符．

图 ７　 ｌ ／ ｔ 对等效刚度的影响 图 ８　 ｆ ／ ｔ 对等效刚度的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｌ ／ ｔ ｏｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｆ ／ ｔ ｏｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

图 ８ 为 ｌ ／ ｔ ＝ １５ 时正弦凸起凹凸板等效刚度随 ｆ ／ ｔ 的变化规律．可以看出，随着 ｆ ／ ｔ 的增大，
弯曲刚度 Ｄｘ，Ｄｙ 和抗扭刚度 Ｈ 不断提升，且弯曲刚度比抗扭刚度提高更大．分析可知，当 ｌ ／ ｔ 固
定时，随着 ｆ ／ ｔ 增大，正弦凸起凹凸板的半波高即凸起高度不断增大，板的构造异性越发明显，
从而使弯曲刚度和抗扭刚度增大．不过需要注意的是，随着 ｆ ／ ｔ 增大，凹凸板的薄板特性越不明

显，此时误差也会呈增大趋势，需要考虑剪切效应的影响．

４　 结　 　 论

１） 本文基于弹性薄板的基本假设，通过对单胞结构的力学特性分析，并利用单胞结构在

板结构的宏观周期性均匀化分布的特点，得到了周期性正弦凸起凹凸板三个主方向的等效刚

度，并应用有限元模拟验证了本文等效刚度的正确性．基于该等效刚度，可以应用弹性薄板理

论计算凹凸板的弯曲问题，实现周期性正弦凸起凹凸板作为复杂构件位移响应的高效计算．
２） 对不同几何参数的正弦凸起凹凸板等效刚度特性分析表明， 构造上几何结构的复杂

变化相对于基础平板比较其弯曲刚度和抗扭刚度都有明显的提升，正弦波纹周期的增大会导

致其等效刚度减小， 凹凸板相对厚度的增加会增大等效刚度， 且弯曲刚度比抗扭刚度变化更

大．本文给出了其结构几何参数与刚度特性之间的关系， 可用于实现面向使用需求的板材形

貌设计．
本文的结果为进一步研究构造正交各向异性凹凸板的力学性能奠定了一定的基础，进一

步可对其压缩吸能、承载能力和隔声隔热等性能开展研究，为凹凸板在各个领域的实际应用提

供了一定的理论依据．
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