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摘要：　 基于近年来提出的辛⁃叠加方法，解析求解了弹性地基上自由矩形中厚板的弯曲问题．首先

将原问题拆分为 ３ 类子问题，在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下，运用辛几何方法推导出子问题对应的弹性地基

上对边滑支矩形板弯曲问题的辛解析解；以此为基础，通过叠加法思想，求出弹性地基上四边自由

矩形中厚板的弯曲解．与半逆法等传统解析方法相比，辛⁃叠加方法兼备了辛方法理性和叠加法规

律性的优点，在求解过程中不需要预先假定解的形式，而是由弹性力学基本方程出发，经过逐步严

格推导获得解析解，因而大大拓展了可求解问题的范围，成为一种求解以矩形板问题为代表的弹

性力学高阶偏微分方程复杂边值问题的有效解析方法．
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引　 　 言

弹性地基上的矩形中厚板是土木工程、机械工程、航空航天及海洋工程中的一种常见的结

构形式，主要用于刚性路面、桥面板、舰船甲板等承重结构．由于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理论忽略了板在

弯曲时的横向剪切变形，其应用于实际工程中较厚的板时往往会产生较大误差．于是学者们相

继建立了若干中厚板理论，其中 Ｍｉｎｄｌｉｎ 中厚板理论是应用最为广泛的理论之一［１］，自其建立

以来，不断有学者致力于求解相应的弯曲问题．然而，由于中厚板的偏微分控制方程阶次较高，
其边值问题的解析求解成为一类难题：除了半逆法容易处理的对边简支情况以外，其余边界条

件下矩形中厚板的弯曲问题都不易获得解析解，其中尤以含自由边的板难以求解．上述状况引

得学者们采用多种数值方法求解相关问题，例如 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法［２］、有限差分法［３］、有限元

法［４］、样条元法［５］、边界元法［６］、微分求积法［７］、微分容积法［８］、离散奇异卷积法［９］、小波配点
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法［１０］、状态空间法［１１］等．
各类有效的数值方法无疑可以获得工程上可接受的中厚板问题的解，但这并未动摇解析

解的地位．首先，由于能够精确反映各参量之间的关联，解析解在力学研究中具有重要价值．例
如，解析解可以作为检验各类近似 ／数值方法的基准，能为快速参数分析和优化提供有力的工

具，也是高效指导复杂实验设计的重要理论基础．此外，有限元等数值方法本身就是一种近似

解，其在求解板壳问题时也存在着一些问题，例如边界条件不能总是精确满足、应力等位移的

高阶导数结果不够精确等．可以说，解析解的获得不仅对板壳力学求解理论的发展和完善具有

重要价值，而且对工程结构分析与设计具有重要的指导意义．
近年来，基于钟万勰院士、姚伟岸教授等开创的辛弹性力学求解体系［１２］，李锐等提出了一

种板壳力学求解新方法：辛⁃叠加方法（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ），获得了若干矩形薄板、
中厚板弯曲、振动和稳定性问题的新解析解［１３⁃２１］ ．辛⁃叠加方法的基本思路是：将待求问题导入

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，形成 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程边值问题；将原问题拆分为若干子问题，对这些子问题，
运用辛数学方法构建相应的本征值问题，解析地获得本征解，进而利用辛本征展开等手段，精
确表征子问题中板的挠度（弯曲问题）、振型（振动问题）或屈曲模态（稳定性问题）等控制变

量；通过叠加子问题的解，获得原问题的解．通过该方法，对于静力问题，将直接得到结构的位

移场解析解；对于振动问题，将解析获得结构的固有频率和相应的振型；对于稳定性问题，将解

析得到结构的临界屈曲载荷和相应的屈曲模态．辛⁃叠加方法兼备了辛数学方法无需事先假定

解形式的优点以及叠加法程式化的优点，具有统一的数学结构，不受问题具体类型的限制．该
方法一方面克服了其他传统方法求解过程中遇到的分离变量、半逆法失效等难题，同时规避了

运用传统辛数学方法所出现的本征值方程无法解析求解等问题，在解析求解板壳力学问题中

展现出独特的优势．
本文首次应用辛⁃叠加方法解析求解了基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论的弹性地基上四边自由矩形中厚

板的弯曲问题．由于边界约束最弱，因此该类问题实际上是各类边界条件下矩形板问题中最难

求解的情况之一．最终的数值算例表明，无论是所关心的位移还是内力解，本文结果均与精细

有限元分析结果吻合得很好，从而证明了该方法对于求解中厚板问题的适用性．

１　 控制方程的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系表达

在 ｘＯｙ 直角坐标系下，弹性地基上中厚板的平衡方程为

　 　
∂Ｑｘ

∂ｘ
＋

∂Ｑｙ

∂ｙ
＋ ｑ － ＫＷ ＝ ０， （１）

　 　
∂Ｍｘ

∂ｘ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｙ
－ Ｑｘ ＝ ０， （２）

　 　
∂Ｍｙ

∂ｙ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
－ Ｑｙ ＝ ０， （３）

其中， ｑ为横向分布外载荷； Ｋ为地基刚度；板内单位长度的内力包括弯矩Ｍｘ 和Ｍｙ，扭矩Ｍｘｙ，
以及剪力 Ｑｘ 和 Ｑｙ ．上述各内力可以由广义位移（挠度 Ｗ、转角 ψｘ 和 ψｙ） 表达为

　 　 Ｍｘ ＝ － Ｄ
∂ψｘ

∂ｘ
＋ ν

∂ψｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

　 　 Ｍｙ ＝ － Ｄ
∂ψｙ

∂ｙ
＋ ν

∂ψｘ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）
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　 　 Ｍｘｙ ＝ －
Ｄ（１ － ν）

２
∂ψｘ

∂ｙ
＋

∂ψｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （６）

　 　 Ｑｘ ＝ Ｃ ∂Ｗ
∂ｘ

－ ψｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （７）

　 　 Ｑｙ ＝ Ｃ ∂Ｗ
∂ｙ

－ ψｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （８）

其中，板的抗弯刚度 Ｄ 和剪切刚度 Ｃ 与弹性模量 Ｅ、厚度 ｈ 以及 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 存在以下关系：
　 　 Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ ［１２（１ － ν２）］， Ｃ ＝ ５Ｅｈ ／ ［１２（１ ＋ ν）］，

剪切修正系数取为 ５ ／ ６．
由式（２）、（３）、（７）和（８），可得

　 　 Ｑｘ ＝ － Ｄ ∂
∂ｘ

∂ψｘ

∂ｘ
＋

∂ψｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １ － ν

２
∂
∂ｙ

∂ψｙ

∂ｘ
－

∂ψｘ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （９）

　 　 Ｑｙ ＝ － Ｄ ∂
∂ｙ

∂ψｘ

∂ｘ
＋

∂ψｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １ － ν

２
∂
∂ｙ

∂ψｙ

∂ｘ
－

∂ψｘ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１０）

令

　 　
∂ψｘ

∂ｘ
＋

∂ψｙ

∂ｙ
＝ Ｍ， （１１）

　 　
∂ψｙ

∂ｘ
－

∂ψｘ

∂ｙ
＝ Ψ， （１２）

可得

　 　 Ｑｘ ＝ － Ｄ ∂Ｍ
∂ｘ

－ １ － ν
２

∂Ψ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１３）

　 　 Ｑｙ ＝ － Ｄ ∂Ｍ
∂ｙ

＋ １ － ν
２

∂Ψ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１４）

将式（１３）和（１４）代入式（１），可得

　 　 Ñ２Ｍ ＝ ｑ － ＫＷ
Ｄ

． （１５）

将式（７）代入式（１３），可得

　 　 Ｃ ∂Ｗ
∂ｘ

－ ψｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ ∂Ｍ

∂ｘ
－ １ － ν

２
∂Ψ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１６）

将式（８）代入式（１４），可得

　 　 Ｃ ∂Ｗ
∂ｙ

－ ψｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ ∂Ｍ

∂ｙ
＋ １ － ν

２
∂Ψ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７）

对式（１６）两边关于 ｘ 求导，得

　 　 Ｃ ∂２Ｗ
∂ｘ２

－
∂ψｘ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ

∂２Ｍ
∂ｘ２

－ １ － ν
２

∂２Ψ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１８）

对式（１７）两边关于 ｙ 求导，得

　 　 Ｃ ∂２Ｗ
∂ｙ２

－
∂ψｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ

∂２Ｍ
∂ｙ２

＋ １ － ν
２

∂２Ψ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１９）

利用式（１１）和（１５），对式（１８）和（１９）求和，可给出
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　 　 Ｃ（Ñ２Ｗ － Ｍ） ＝ ＫＷ － ｑ ． （２０）
对式（１６）两边关于 ｙ 求导，得

　 　 Ｃ ∂２Ｗ
∂ｘ∂ｙ

－
∂ψｘ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ

∂２Ｍ
∂ｘ∂ｙ

－ １ － ν
２

∂２Ψ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

对式（１７）两边关于 ｘ 求导，得

　 　 Ｃ ∂２Ｗ
∂ｘ∂ｙ

－
∂ψｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ

∂２Ｍ
∂ｘ∂ｙ

＋ １ － ν
２

∂２Ψ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）

利用式（１２），将式（２１）和（２２）相减，可给出

　 　 Ñ２Ψ ＝ ２Ｃ
Ｄ（１ － ν）

Ψ ． （２３）

综上，求解弹性地基上中厚板的弯曲问题可归结为求解关于控制函数 Ｍ，Ｗ 和 Ψ 的方程

组（１５）、（２０）和（２３）：所有关键力学量均可经式（１６）、（１７）连同式（４） ～ （８），由上述 ３ 个函数

表达．
为将所求问题导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，令

　 　 ∂Ｍ
∂ｙ

＝ － Ｋ
Ｄ

β， （２４）

　 　 ∂Ｗ
∂ｙ

＝ α， （２５）

　 　 ∂Ψ
∂ｙ

＝ θ ． （２６）

由式（２３），注意到 ２Ｃ ／ ［Ｄ（１ － ν）］ ＝ １０ ／ ｈ２， 可得

　 　 ∂β
∂ｙ

＝ Ｄ
Ｋ

∂２Ｍ
∂ｘ２

－ ｑ
Ｋ

＋ Ｗ ． （２７）

由式（１５）和（２０），可得

　 　 ∂α
∂ｙ

＝ Ｍ ＋ Ｋ
Ｃ

Ｗ － ∂２Ｗ
∂ｘ２

－ ｑ
Ｃ
， （２８）

　 　 ∂θ
∂ｙ

＝ １０
ｈ２ Ψ － ∂２Ψ

∂ｘ２ ． （２９）

式（２４） ～ （２９）可以写成如下矩阵形式：

　 　 ∂Ｚ
∂ｙ

＝ ＨＺ ＋ ｆ， （３０）

其中

　 　 Ｈ ＝
０ Ｆ
Ｇ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｆ ＝

－ Ｋ
Ｄ

０ ０

０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

， Ｇ ＝

Ｄ
Ｋ

∂２

∂ｘ２ １ ０

１ Ｋ
Ｃ

－ ∂２

∂ｘ２ ０

０ ０ １０
ｈ２

－ ∂２

∂ｘ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｚ ＝ ［Ｍ，Ｗ，Ψ，β，α，θ］ Ｔ， ｆ ＝ ０，０，０， － ｑ
Ｋ
， － ｑ

Ｃ
，０é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

．
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矩阵 Ｈ 满足 ＨＴ ＝ ＪＨＪ， 其中 Ｊ ＝
０ Ｉ３

－ Ｉ３ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

是单位辛矩阵， Ｉ３ 是三阶单位矩阵，因此 Ｈ 是一

个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵［１２］，而式（３０）即为弹性地基上中厚板弯曲问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程．容
易看出，该对偶方程形式非常简洁，因此对后续求解非常有利．

需要指出，式（３０）仅是所求问题控制方程的一种 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系表达，采用其他推导方法

（例如基于 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理）也可以导出其他形式的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程．当然，此时

的状态向量 Ｚ 所包含的元素也将有所不同．

２　 弹性地基上对边滑支矩形中厚板的辛解析解

本节利用辛数学方法求解弹性地基上对边滑支矩形中厚板的弯曲问题，从而为子问题的

求解奠定基础．
方程（３０）的齐次方程为

　 　 ∂Ｚ
∂ｙ

＝ ＨＺ ． （３１）

在辛数学求解框架下，分离变量法有效［１２］，因此令

　 　 Ｚ ＝ Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ）， （３２）
其中

　 　 Ｘ（ｘ） ＝ ［Ｍ（ｘ），Ｗ（ｘ），Ψ（ｘ），β（ｘ），α（ｘ），θ（ｘ）］ Ｔ ．
将式（３２）代入式（３１），得

　 　 ＨＸ（ｘ） ＝ μＸ（ｘ）， （３３）

　 　 ｄＹ（ｙ）
ｄｙ

＝ μＹ（ｙ）， （３４）

其中 μ 为本征值， Ｘ（ｘ） 为本征向量．
与式（３３）对应的特征方程为

　 　

－ μ ０ ０ ｋ ０ ０
０ － μ ０ ０ １ ０
０ ０ － μ ０ ０ １

－ λ ２ ／ ｋ １ ０ － μ ０ ０
１ － λ ２ － ｋδ ０ ０ － μ ０
０ ０ １０ ／ ｈ２ － λ ２ ０ ０ － μ

＝ ０， （３５）

其中 ｋ ＝ － Ｋ ／ Ｄ，δ ＝ Ｄ ／ Ｃ ．展开式（３５），得

　 　 { （λ ２ ＋ μ ２） ２ ＋ ｋ［δ（λ ２ ＋ μ ２） － １］ } λ ２ ＋ μ ２ － １０
ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （３６）

方程（３６）的根为

　 　
λ １，２ ＝ ± α１ ｉ，
λ ３，４ ＝ ± α２，
λ ５，６ ＝ ± α３，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３７）

其中为 ｉ 为虚数单位，

９７８求解弹性地基上自由矩形中厚板弯曲问题的辛⁃叠加方法



　 　

α１ ＝ １
２

ｋ（４ ＋ ｋδ ２） ＋ ｋδ
２

＋ μ ２ ，

α２ ＝ １
２

ｋ（４ ＋ ｋδ ２） － ｋδ
２

－ μ ２ ，

α３ ＝ １０
ｈ２

－ μ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３８）

因此可以写出方程通解：

　 　

Ｍ（ｘ） ＝ Ａ１ｃｏｓ（α１ｘ） ＋ Ｂ１ｓｉｎ（α１ｘ） ＋ Ｃ１ｃｏｓｈ（α２ｘ） ＋ Ｄ１ｓｉｎｈ（α２ｘ） ＋
　 　 Ｅ１ｃｏｓｈ（α３ｘ） ＋ Ｆ１ｓｉｎｈ（α３ｘ），
Ｗ（ｘ） ＝ Ａ２ｃｏｓ（α１ｘ） ＋ Ｂ２ｓｉｎ（α１ｘ） ＋ Ｃ２ｃｏｓｈ（α２ｘ） ＋ Ｄ２ｓｉｎｈ（α２ｘ） ＋
　 　 Ｅ２ｃｏｓｈ（α３ｘ） ＋ Ｆ２ｓｉｎｈ（α３ｘ），
Ψ（ｘ） ＝ Ａ３ｓｉｎ（α１ｘ） ＋ Ｂ３ｃｏｓ（α１ｘ） ＋ Ｃ３ｓｉｎｈ（α２ｘ） ＋ Ｄ３ｃｏｓｈ（α２ｘ） ＋
　 　 Ｅ３ｓｉｎｈ（α３ｘ） ＋ Ｆ３ｃｏｓｈ（α３ｘ），
β（ｘ） ＝ Ａ４ｃｏｓ（α１ｘ） ＋ Ｂ４ｓｉｎ（α１ｘ） ＋ Ｃ４ｃｏｓｈ（α２ｘ） ＋ Ｄ４ｓｉｎｈ（α２ｘ） ＋
　 　 Ｅ４ｃｏｓｈ（α３ｘ） ＋ Ｆ４ｓｉｎｈ（α３ｘ），
α（ｘ） ＝ Ａ５ｃｏｓ（α１ｘ） ＋ Ｂ５ｓｉｎ（α１ｘ） ＋ Ｃ５ｃｏｓｈ（α２ｘ） ＋ Ｄ５ｓｉｎｈ（α２ｘ） ＋
　 　 Ｅ５ｃｏｓｈ（α３ｘ） ＋ Ｆ５ｓｉｎｈ（α３ｘ），
θ（ｘ） ＝ Ａ６ｓｉｎ（α１ｘ） ＋ Ｂ６ｃｏｓ（α１ｘ） ＋ Ｃ６ｓｉｎｈ（α２ｘ） ＋ Ｄ６ｃｏｓｈ（α２ｘ） ＋
　 　 Ｅ６ｓｉｎｈ（α３ｘ） ＋ Ｆ６ｃｏｓｈ（α３ｘ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３９）

将其代入式（３３），得到各常数之间的关系：

　 　

Ａ１ ＝ ｋＲＡ２， Ａ４ ＝ ＲμＡ２， Ａ５ ＝ μＡ２， Ａ３ ＝ Ａ６ ＝ ０，
Ｂ１ ＝ ｋＲＢ２， Ｂ４ ＝ ＲμＢ２， Ｂ５ ＝ μＢ２， Ｂ３ ＝ Ｂ６ ＝ ０，
Ｃ１ ＝ ｋＳＣ２， Ｃ４ ＝ ＳμＣ２， Ｃ５ ＝ μＣ２， Ｃ３ ＝ Ｃ６ ＝ ０，
Ｄ１ ＝ ｋＳＤ２， Ｄ４ ＝ ＳμＤ２， Ｄ５ ＝ μＤ２， Ｄ３ ＝ Ｄ６ ＝ ０，
Ｅ６ ＝ μＥ３， Ｅ１ ＝ Ｅ２ ＝ Ｅ４ ＝ Ｅ５ ＝ ０，
Ｆ６ ＝ μＦ３， Ｆ１ ＝ Ｆ２ ＝ Ｆ４ ＝ Ｆ５ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（４０）

其中

　 　 Ｒ ＝ １
２ δ － ４

ｋ
＋ δ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｓ ＝ １

２ δ ＋ ４
ｋ

＋ δ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４１）

对于 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 边滑支的矩形中厚板，其 ｘ 方向的边界条件为

　 　
ψ ｘ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０，
Ｑｘ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０，
Ｍｘｙ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４２）

将式（３９）和（４０）代入式（４２），令所得方程组的系数矩阵行列式为 ０，即得到弹性地基上对边

滑支矩形中厚板弯曲问题的本征值超越方程：
　 　 ｓｉｎ（α１ａ）ｓｉｎｈ（α２ａ）ｓｉｎｈ（α３ａ） ＝ ０． （４３）

求解得到两组本征值，即
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μ １ ＝ ｋＳ ｉ，

μ ２ ＝ － ｋＳ ｉ，

μ ３ ＝ ｋＲ ｉ，

μ ４ ＝ － ｋＲ ｉ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（４４）

　 　

μｍ１ ＝ （αｍ） ２ － ｋＳ ，

μｍ２ ＝ （αｍ） ２ － ｋＲ ，

μｍ３ ＝ － （αｍ） ２ － ｋＳ ，

μｍ４ ＝ － （αｍ） ２ － ｋＲ ，

μｍ５ ＝ （αｍ） ２ ＋ １０
ｈ２ ，

μｍ６ ＝ － （αｍ） ２ ＋ １０
ｈ２ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（４５）

其中　 　 αｍ ＝ ｍπ ／ ａ　 　 （ｍ ＝ １，２，３，…） ．
本征值 μ １～ μ ４ 对应的本征向量分别为

　 　

Ｘ１（ｘ） ＝ ［ｋＲ，１，０，μ １Ｒ，μ １，０］ Ｔ，

Ｘ２（ｘ） ＝ ［ｋＲ，１，０，μ ２Ｒ，μ ２，０］ Ｔ，

Ｘ３（ｘ） ＝ ［ｋＳ，１，０，μ ３Ｓ，μ ３，０］ Ｔ，

Ｘ４（ｘ） ＝ ［ｋＳ，１，０，μ ４Ｓ，μ ４，０］ Ｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（４６）

本征值 μｍ１～ μｍ６ 对应的本征向量分别为

　 　

Ｘｍ１（ｘ） ＝ ［ｋＲｃｏｓ（αｍｘ），ｃｏｓ（αｍｘ），０，μｍ１Ｒｃｏｓ（αｍｘ），μｍ１ｃｏｓ（αｍｘ），０］ Ｔ，

Ｘｍ２（ｘ） ＝ ［ｋＲｃｏｓ（αｍｘ），ｃｏｓ（αｍｘ），０，μｍ２Ｒｃｏｓ（αｍｘ），μｍ２ｃｏｓ（αｍｘ），０］ Ｔ，

Ｘｍ３（ｘ） ＝ ［ｋＳｃｏｓ（αｍｘ），ｃｏｓ（αｍｘ），０，μｍ３Ｓｃｏｓ（αｍｘ），μｍ３ｃｏｓ（αｍｘ），０］ Ｔ，

Ｘｍ４（ｘ） ＝ ［ｋＳｃｏｓ（αｍｘ），ｃｏｓ（αｍｘ），０，μｍ４Ｓｃｏｓ（αｍｘ），μｍ４ｃｏｓ（αｍｘ），０］ Ｔ，

Ｘｍ５（ｘ） ＝ ［０，０，ｓｉｎ（αｍｘ），０，０，μｍ５ｓｉｎ（αｍｘ）］ Ｔ，

Ｘｍ６（ｘ） ＝ ［０，０，ｓｉｎ（αｍｘ），０，０，μｍ６ｓｉｎ（αｍｘ）］ Ｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４７）

本征向量组（４６）及（４７）满足共轭辛正交关系［１２］ ．
非齐次方程（３０）的解可写成

　 　 Ｚ ＝ Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ）， （４８）
其中

　 　 Ｘ（ｘ） ＝ ［Ｘ１（ｘ），Ｘ２（ｘ），Ｘ３（ｘ），Ｘ４（ｘ），…，Ｘｍ１（ｘ），Ｘｍ２（ｘ），
　 　 　 　 Ｘｍ３（ｘ），Ｘｍ４（ｘ），Ｘｍ５（ｘ），Ｘｍ６（ｘ），…］，
　 　 Ｙ（ｙ） ＝ ［Ｙ１（ｙ），Ｙ２（ｙ），Ｙ３（ｙ），Ｙ４（ｙ），…，Ｙｍ１（ｙ），Ｙｍ２（ｙ），
　 　 　 　 Ｙｍ３（ｙ），Ｙｍ４（ｙ），Ｙｍ５（ｙ），Ｙｍ６（ｙ），…］ Ｔ ．

将式（４８）代入式（３０），得到

　 　 Ｘ（ｘ）ｄＹ（ｙ） ／ ｄｙ ＝ ＨＸ（ｘ）Ｙ（ｙ） ＋ ｆ ． （４９）
注意到
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　 　 ＨＸ（ｘ） ＝ Ｘ（ｘ）Ｍ， （５０）
其中 Ｍ ＝ ｄｉａｇ（Ｐ０，…，Ｑｍ，…），Ｐ０ ＝ ｄｉａｇ（μ １，μ ２，μ ３，μ ４），Ｑｍ ＝ ｄｉａｇ（μｍ１，μｍ２，μｍ３，μｍ４，μｍ５，
μｍ６）（ｍ ＝ １，２，３，…） ．而 ｆ 可以按辛本征向量展开为

　 　 ｆ ＝ Ｘ（ｘ）Ｇ， （５１）
其中

　 　 Ｇ ＝ ［ｇ１，ｇ２，ｇ３，ｇ４，…，ｇｍ１，ｇｍ２，ｇｍ３，ｇｍ４，ｇｍ５，ｇｍ６，…］ Ｔ

为展开系数列阵，各元素可通过对式（５１）两边同时左乘 Ｘ（ｘ） ＴＪｄｘ 并关于 ｘ 从 ０ 到 ａ 积分，由
共轭辛正交关系求出．于是式（４９）给出

　 　 ｄＹ（ｙ） ／ ｄｙ － ＭＹ（ｙ） ＝ Ｇ ． （５２）
对于在 （ｘ０，ｙ０） 处作用一集中载荷 ｐ 的板，可得

　 　

Ｙ１（ｙ） ＝ ｃ１ｅｘｐ（ｉ ｋＳ ｙ） －
ｉｐ（Ｒ － δ）ｅｘｐ［ｉ ｋＳ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

２ａＤ（１ ＋ ｋＲ２） ｋＳ
，

Ｙ２（ｙ） ＝ ｃ２ｅｘｐ（ － ｉ ｋＳ ｙ） ＋
ｉｐ（Ｒ － δ）ｅｘｐ［ － ｉ ｋＳ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

２ａＤ（１ ＋ ｋＲ２） ｋＳ
，

Ｙ３（ｙ） ＝ ｃ３ｅｘｐ（ｉ ｋＲ ｙ） －
ｉｐ（Ｓ － δ）ｅｘｐ［ｉ ｋＲ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

２ａＤ（１ ＋ ｋＳ２） ｋＲ
，

Ｙ４（ｙ） ＝ ｃ４ｅｘｐ（ － ｉ ｋＲ ｙ） ＋
ｉｐ（Ｓ － δ）ｅｘｐ［ － ｉ ｋＲ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

２ａＤ（１ ＋ ｋＳ２） ｋＲ
，

Ｙｍ１（ｙ） ＝ ｃｍ１ｅｘｐ（ α２
ｍ － ｋＳ ｙ） －

　 　
ｐ（Ｒ － δ） α２

ｍ － ｋＳ ｅｘｐ［ α２
ｍ － ｋＳ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

ａＤ（１ ＋ ｋＲ２）（ｋＳ － α２
ｍ）

ｃｏｓ（αｍｘ０），

Ｙｍ２（ｙ） ＝ ｃｍ２ｅｘｐ（ － α２
ｍ － ｋＳ ｙ） ＋

　 　
ｐ（Ｒ － δ） α２

ｍ － ｋＳ ｅｘｐ［ － α２
ｍ － ｋＳ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

ａＤ（１ ＋ ｋＲ２）（ｋＳ － α２
ｍ）

ｃｏｓ（αｍｘ０），

Ｙｍ３（ｙ） ＝ ｃｍ３ｅｘｐ（ α２
ｍ － ｋＲ ｙ） －

　 　
ｐ（Ｓ － δ） α２

ｍ － ｋＲ ｅｘｐ［ α２
ｍ － ｋＲ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

ａＤ（１ ＋ ｋＳ２）（ｋＲ － α２
ｍ）

ｃｏｓ（αｍｘ０），

Ｙｍ４（ｙ） ＝ ｃｍ４ｅｘｐ（ － α２
ｍ － ｋＲ ｙ） ＋

　 　
ｐ（Ｓ － δ） α２

ｍ － ｋＲ ｅｘｐ［ － α２
ｍ － ｋＲ （ｙ － ｙ０）］Ｈ（ｙ － ｙ０）

ａＤ（１ ＋ ｋＳ２）（ｋＲ － α２
ｍ）

ｃｏｓ（αｍｘ０），

Ｙｍ５（ｙ） ＝ ｃｍ５ｅｘｐ
１０
ｈ２

＋ α２
ｍ ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｙｍ６（ｙ） ＝ ｃｍ６ｅｘｐ － １０
ｈ２

＋ α２
ｍ ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（５３）

其中 Ｈ（ｙ － ｙ０） 为单位阶跃函数， ｃ１ ～ ｃ４ 以及 ｃｍ１ ～ ｃｍ６ 为待求常数，由板在 ｙ 方向的边界条件
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决定．

３　 弹性地基上四边自由矩形中厚板的辛⁃叠加解析解

如图 １（ａ）所示，弹性地基上四边自由矩形中厚板在 （ｘ０，ｙ０） 处作用一集中载荷 ｐ ．该问题

可由图 １（ｂ）、 （ｃ）、 （ｄ）这 ３ 类子问题叠加求解： 子问题 １ 为集中载荷作用下的四边滑支板

（图 １（ｂ））；子问题 ２ 为四边滑支板在 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ 边分别承受级数 ∑∞

ｍ ＝ ０
Ｅｍｃｏｓ（αｍｘ） 和

∑∞

ｍ ＝ ０
Ｆｍｃｏｓ（αｍｘ） 表示的转角作用（图 １（ｃ））； 子问题 ３ 为四边滑支板在 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 边分

别承受级数 ∑∞

ｍ ＝ ０
Ｇｍｃｏｓ（βｍｙ） 和∑∞

ｍ ＝ ０
Ｈｍｃｏｓ（βｍｙ） 表示的转角作用（图 １（ｄ）），其中 βｍ ＝

ｍπ ／ ｂ ．

图 １　 弹性地基上四边自由矩形中厚板弯曲问题的辛⁃叠加方法

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅ
ｗｉｔｈ ａｌｌ ｅｄｇｅｓ ｆｒｅｅ ａｎｄ ｒｅｓｔｉｎｇ ｏｎ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

对于子问题 １， ｙ 方向的边界条件为

　 　 ψ ｙ ｙ ＝ ０，ｂ ＝ ０， Ｑｙ ｙ ＝ ０，ｂ ＝ ０， Ｍｘｙ ｙ ＝ ０，ｂ ＝ ０． （５４）
将式（４６）、（４７）及（５３）代入式（４８），求出 ψ ｙ，Ｑｙ，Ｍｘｙ 的表达式，然后代入式（５４），求出常数 ｃ１
～ ｃ４ 以及 ｃｍ１ ～ ｃｍ６， 最终得到集中载荷作用下弹性地基上四边滑支矩形中厚板弯曲问题的辛

解析解：

　 　
Ｗ１（ｘ，ｙ）

ａ
＝ ϕｐ－

Ｒδ

ξ １
［２Ｈ（ｙ）ｓｉｎｈ（ｙξ １） － ｃｓｃｈ（ξ １）ｃｏｓｈ（ ｙξ １）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξ １）］{ ＋

　 　 　 　
Ｓδ

ξ ２
［２Ｈ（ｙ）ｓｉｎｈ（ｙξ ２） － ｃｓｃｈ（ξ ２）ｃｏｓｈ（ ｙξ ２）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξ ２）］} ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
２ϕｐ－ｃｏｓ（ｍπｘ）ｃｏｓ（ｍπｘ ０） ×

　 　 　 　
Ｒδ

ξｍ１
［Ｈ（ｙ）ｓｉｎｈ（ｙξｍ１） － ｃｓｃｈ（ξｍ１）ｃｏｓｈ（ ｙξｍ１）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξｍ１）］{ ＋

　 　 　 　
Ｓδ

ξｍ２
［Ｈ（ｙ）ｓｉｎｈ（ｙξｍ２） － ｃｓｃｈ（ξｍ２）ｃｏｓｈ（ ｙξｍ２）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξｍ２）］} ， （５５）

其中

　 　 ϕ ＝ ｂ ／ ａ， ｙ ＝ ｙ ／ ｂ， ｙ－ ０ ＝ （ｂ － ｙ０） ／ ｂ， ｙ ＝ （ｙ － ｙ０） ／ ｂ，
　 　 ｘ ＝ ｘ ／ ａ， ｘ ０ ＝ ｘ０ ／ ａ， ｐ－ ＝ ｐａ ／ Ｄ， Ｒδ ＝ （Ｒ － δ） ／ ［ａ２（１ ＋ ｋＲ２）］，
　 　 Ｓδ ＝ （Ｓ － δ） ／ ａ２（１ ＋ ｋＳ２）[ ] ， ξ １ ＝ ｂ ｋＳ ｉ， ξ ２ ＝ ｂ ｋＲ ｉ，

　 　 ξｍ１ ＝ ｂ ｍ２π ２ ／ ａ２ － ｋＳ ， ξｍ２ ＝ ｂ ｍ２π ２ ／ ａ２ － ｋＲ ．
对于子问题 ２，代入相应的边界条件，同理可得问题的解：

　 　
Ｗ２（ｘ，ｙ）

ｂ
＝ １
ξ １ξ ２

{ ［Ｒ
－
ξ １ｃｓｃｈ（ξ ２）ｃｏｓｈ（ ｙξ ２） － Ｓ

－
ξ ２ｃｓｃｈ（ξ １）ｃｏｓｈ（ ｙξ １）］Ｆ０ －

３８８求解弹性地基上自由矩形中厚板弯曲问题的辛⁃叠加方法



　 　 　 　 ［Ｒ
－
ξ １ｃｓｃｈ（ξ ２）ｃｏｓｈ（ｙ

－ξ ２） － Ｓ
－
ξ ２ｃｓｃｈ（ξ １）ｃｏｓｈ（ｙ

－ξ １）］Ｅ０ } ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １

ｃｏｓ（ｍπｘ）
ξｍ１ξｍ２

{ ［Ｓａ
ｍξｍ２ｃｓｃｈ（ξｍ１）ｃｏｓｈ（ ｙξｍ１） －

　 　 　 　 Ｒａ
ｍξｍ１ｃｓｃｈ（ξｍ２）ｃｏｓｈ（ ｙξｍ２）］Ｆｍ －

　 　 　 　 ［Ｓａ
ｍξｍ２ｃｓｃｈ（ξｍ１）ｃｏｓｈ（ｙ

－ξｍ１） － Ｒａ
ｍξｍ１ｃｓｃｈ（ξｍ２）ｃｏｓｈ（ｙ

－ξｍ２）］Ｅｍ } ， （５６）
其中

　 　 Ｒ
－
＝ Ｒ ／ （Ｒ － Ｓ）， Ｓ

－
＝ Ｓ ／ （Ｒ － Ｓ）， Ｓａ

ｍ ＝ （ｈ２ｍ２π ２ － ５ｋδＳａ２） ／ ［５δｋａ２（Ｒ － Ｓ）］，
　 　 Ｒａ

ｍ ＝ （ｈ２ｍ２π ２ － ５ｋδＲａ２） ／ ［５ｋδａ２（Ｒ － Ｓ）］， ｙ－ ＝ （ｂ － ｙ） ／ ｂ ．
对于子问题 ３，其解为

　 　
Ｗ３（ｘ，ｙ）

ａ
＝ １

ξ
－

１ξ
－

２

{ ［Ｒ
－
ξ
－

１ｃｓｃｈ（ξ
－

２）ｃｏｓｈ（ ｘξ
－

２） － Ｓ
－
ξ
－

２ｃｓｃｈ（ξ
－

１）ｃｏｓｈ（ ｘξ
－

１）］Ｈ０ －

　 　 　 　 ［Ｒ
－
ξ
－

１ｃｓｃｈ（ξ
－

２）ｃｏｓｈ（ｘ
－ξ
－

２） － Ｓ
－
ξ
－

２ｃｓｃｈ（ξ
－

１）ｃｏｓｈ（ｘ
－ξ
－

１）］Ｇ０ } ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １

ｃｏｓ（ｍπｙ）

ξ
－

ｍ１ξ
－

ｍ２

{ ［Ｓｂ
ｍξ

－

ｍ２ｃｓｃｈ（ξ
－

ｍ１）ｃｏｓｈ（ ｘξ
－

ｍ１） －

　 　 　 　 Ｒｂ
ｍξ

－

ｍ１ｃｓｃｈ（ξ
－

ｍ２）ｃｏｓｈ（ ｘξ
－

ｍ２）］Ｈｍ －

　 　 　 　 ［Ｓｂ
ｍξ

－

ｍ２ｃｓｃｈ（ξ
－

ｍ１）ｃｏｓｈ（ｘ
－ξ
－

ｍ１） － Ｒｂ
ｍξ

－

ｍ１ｃｓｃｈ（ξ
－

ｍ２）ｃｏｓｈ（ｘ
－ξ
－

ｍ２）］Ｇｍ } ， （５７）
其中

　 　 ｘ－ ＝ （ａ － ｘ） ／ ａ， ξ
－

１ ＝ ａ ｋＳ ｉ， ξ
－

２ ＝ ａ ｋＲ ｉ，

　 　 ξ
－

ｍ１ ＝ ａ ｍ２π ２ ／ ｂ２ － ｋＳ ， ξ
－

ｍ２ ＝ ａ ｍ２π ２ ／ ｂ２ － ｋＲ ，
　 　 Ｓｂ

ｍ ＝ （ｈ２ｍ２π ２ － ５ｋＳδｂ２） ／ ［５ｋδｂ２（Ｒ － Ｓ）］，
　 　 Ｒｂ

ｍ ＝ （ｈ２ｍ２π ２ － ５ｋＲδｂ２） ／ ［５ｋδｂ２（Ｒ － Ｓ）］ ．
通过以上推导给出了 ３ 个子问题的挠度解，其余力学量容易类似求出．
为满足 ｘ ＝ ０边自由的边界条件，叠加以上３个子问题在 ｘ ＝ ０ 边的弯矩，并令其等于零，化

简后得到第一组方程：

　 　 ϕ［ｋＳＲ
－
ξ
－

２ｃｏｔｈ（ξ
－

２） － ｋＲＳ
－
ξ
－

１ｃｏｔｈ（ξ
－

１）］Ｇ０ ＋

　 　 　 　 ϕ［ｋＲＳ
－
ξ
－

１ｃｓｃｈ（ξ
－

１） － ｋＳＲ
－
ξ
－

２ｃｓｃｈ（ξ
－

２）］Ｈ０ ＋ ν（Ｅ０ － Ｆ０） －

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
［２ｐ－ｍ２π ２ϑαｍｃｏｓ（ｍπｘ ０） － ｋαｍ（Ｅｍ － Ｆｍ）］ ＝ ０， （５８）

　 　 １０νｐ－ϕ２ ｉ２π ２ϑβｉｃｏｓ（ ｉπｙ ０） － １０νϑβｉｋ［Ｅ０ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｆ０］ ＋

　 　 　 　 ϕ ν－ξ
－

ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｓｃｈ（ξ
－

ｉ５） －
５γ ｂ

ｉ１ｃｓｃｈ（ξ
－

ｉ１）

ξ
－

ｉ１（Ｒ － Ｓ）
＋

５γ ｂ
ｉ２ｃｓｃｈ（ξ

－

ｉ２）

ξ
－

ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｈｉ －

　 　 　 　 ϕ ν－ξ
－

ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｏｔｈ（ξ
－

ｉ５） －
５γ ｂ

ｉ１ｃｏｔｈ（ξ
－

ｉ１）

ξ
－

ｉ１（Ｒ － Ｓ）
＋

５γ ｂ
ｉ２ｃｏｔｈ（ξ

－

ｉ２）

ξ
－

ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｇ ｉ ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
２

ν－ｍ２π ２ϕ２ξ ２
ｍ５

ξ ２
ｍ５ ＋ ｉ２π ２

＋
５ γ－ ａ

ｍ１（ξ ２
ｍ２ ＋ ｉ２π ２） － γ－ ａ

ｍ２（ξ ２
ｍ１ ＋ ｉ２π ２）[ ]

（Ｒ － Ｓ）（ξ ２
ｍ１ ＋ ｉ２π ２）（ξ ２

ｍ２ ＋ ｉ２π ２）{ } ×{
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　 　 ［Ｅｍ － Ｆｍｃｏｓ（ ｉπ）］ ＋

　 　
２０ｐ－（４ ＋ ｋ

－
δ ２）（ｍ２π２ ＋ νｉ２π２ϕ

－ ２）ｃｏｓ（ｍπｘ０）ｃｏｓ（ｉπｙ０）

（２ ＋ ｋ
－
Ｓδ）（ｋ

－
Ｓ － ｍ２π２ － ϕ

－ ２ｉ２π２） ２ － ｋ
－
δ（Ｓ － δ）[ ] ［ｍ２π２ ＋ ｋ

－
（Ｓ － δ） ＋ ϕ

－ ２ｉ２π２］} ＝ ０，

（５９）
其中　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ．

为满足 ｘ ＝ ａ边自由的边界条件，叠加子问题在 ｘ ＝ ａ边的弯矩，并令其等于零，得到第二组

方程：

ϕ［ｋＳＲ
－
ξ
－

２ｃｓｃｈ（ξ
－

２） － ｋＲＳ
－
ξ
－

１ｃｓｃｈ（ξ
－

１）］Ｇ０ ＋

　 　 ϕ［ｋＲＳ
－
ξ
－

１ｃｏｔｈ（ξ
－

１） － ｋＳＲ
－
ξ
－

２ｃｏｔｈ（ξ
－

２）］Ｈ０ ＋ ν（Ｅ０ － Ｆ０） －

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
{ ２ｐ－ϑαｍｍ２π ２ｃｏｓ（ｍπ）ｃｏｓ（ｍπｘ ０） － ｋαｍｃｏｓ（ｍπ）（Ｅｍ － Ｆｍ） } ＝ ０， （６０）

１０νｐ－ϑβｉ ｉ２π ２ϕ２ｃｏｓ（ ｉπｙ ０） － １０νｋϑβｉ［Ｅ０ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｆ０］ ＋

　 　 ϕ ν－ξ
－

ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｏｔｈ（ξ
－

ｉ５） －
５γ ｂ

ｉ１ｃｏｔｈ（ξ
－

ｉ１）

ξ
－

ｉ１（Ｒ － Ｓ）
＋

５γ ｂ
ｉ２ｃｏｔｈ（ξ

－

ｉ２）

ξ
－

ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｈｉ －

　 　 ϕ ν－ξ
－

ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｓｃｈ（ξ
－

ｉ５） －
５γ ｂ

ｉ１ｃｓｃｈ（ξ
－

ｉ１）

ξ
－

ｉ１（Ｒ － Ｓ）
＋

５γ ｂ
ｉ２ｃｓｃｈ（ξ

－

ｉ２）

ξ
－

ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｇ ｉ ＋

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
２ｃｏｓ（ｍπ）

ν－ｍ２π ２ϕ２ξ ２
ｍ５

ξ ２
ｍ５ ＋ ｉ２π ２

＋
５ γ－ ａ

ｍ１（ ｉ２π ２ ＋ ξ ２
ｍ２） － γ－ ａ

ｍ２（ ｉ２π ２ ＋ ξ ２
ｍ１）[ ]

（Ｒ － Ｓ）（ξ ２
ｍ１ ＋ ｉ２π ２）（ξ ２

ｍ２ ＋ ｉ２π ２）{ }{ ×

　 　 ［Ｅｍ － Ｆｍｃｏｓ（ ｉπ）］ ＋

　 　
２０ｐ－（４ ＋ ｋ

－
δ ２）（ｍ２π２ ＋ νｉ２π２ϕ

－ ２）ｃｏｓ（ｍπ）ｃｏｓ（ｍπｘ０）ｃｏｓ（ｉπｙ０）

（２ ＋ ｋ
－
Ｓδ）（ｋ

－
Ｓ － ｍ２π２ － ϕ

－ ２ｉ２π２） ２ － ｋ
－
（Ｓ － δ）δ[ ] ［ｍ２π２ ＋ ｋ

－
（Ｓ － δ） ＋ ϕ

－ ２ｉ２π２］} ＝ ０，

（６１）
其中　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ．

为满足 ｙ ＝ ０ 边自由的边界条件，叠加子问题在 ｙ ＝ ０ 边的弯矩，并令其等于零，得到第三

组方程：
　 　 ϕｐ－［ｋＲＲδξ １ｃｓｃｈ（ξ １）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξ １） ＋ ｋＳＳδξ ２ｃｓｃｈ（ξ ２）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξ ２）］ ＋

　 　 　 　 ν（Ｇ０ － Ｈ０） ＋ ϕ
－
［ｋＳξ ２Ｒ

－
ｃｏｔｈ（ξ ２） － ｋＲξ １Ｓ

－
ｃｏｔｈ（ξ １）］Ｅ０ ＋

　 　 　 　 ϕ
－
［ｋＲξ １Ｓ

－
ｃｓｃｈ（ξ １） － ｋＳξ ２Ｒ

－
ｃｓｃｈ（ξ ２）］Ｆ０ ＋ ∑

∞

ｍ ＝ １
ｋβｍ（Ｇｍ － Ｈｍ） ＝ ０， （６２）

　 　 １０ϕｐ－ｃｏｓ（ ｉπｘ ０）
ｋＲＲδξ ｉ１（ｋ

－
Ｓ ＋ ν－ ｉ２π ２）ｃｓｃｈ（ξ ｉ１）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξ ｉ１）

（ｋ
－
Ｓ － ｉ２π ２）

＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　
ｋＳＳδξ ｉ２（ｋ

－
Ｒ ＋ ν－ ｉ２π ２）ｃｓｃｈ（ξ ｉ２）ｃｏｓｈ（ｙ

－
０ξ ｉ２）

（ｋ
－
Ｒ － ｉ２π ２）

ù

û

ú
ú
－

１０νδ ｉｋ
－
［Ｇ０ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｈ０］

（ｋ
－
Ｒ － ｉ２π ２）（ｋ

－
Ｓ － ｉ２π ２）

＋

　 　 　 　 ϕ
－

ν－ξ ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｏｔｈ（ξ ｉ５） －
５γ ａ

ｉ１ｃｏｔｈ（ξ ｉ１）
ξ ｉ１（Ｒ － Ｓ）

＋
５γ ａ

ｉ２ｃｏｔｈ（ξ ｉ２）
ξ ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｅ ｉ －
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　 　 　 　 ϕ
－

ν－ξ ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｓｃｈ（ξ ｉ５） －
５γ ａ

ｉ１ｃｓｃｈ（ξ ｉ１）
ξ ｉ１（Ｒ － Ｓ）

＋
５γ ａ

ｉ２ｃｓｃｈ（ξ ｉ２）
ξ ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｆ ｉ －

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
２

ν－ｍ２π ２ϕ２ξ
－ ２
ｍ５

ξ
－ ２
ｍ５ ＋ ｉ２π ２

＋
５γ－ ｂ

ｍ１

（Ｒ － Ｓ）（ξ
－ ２
ｍ１ ＋ ｉ２π ２）

－
５γ－ ｂ

ｍ２

（Ｒ － Ｓ）（ξ
－ ２
ｍ２ ＋ ｉ２π ２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
×

　 　 　 　 ［Ｇｍ － Ｈｍｃｏｓ（ ｉπ）］ ＝ ０， （６３）
其中　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ．

为满足 ｙ ＝ ｂ边自由的边界条件，叠加子问题在 ｙ ＝ ｂ 边的弯矩，并令其等于零，得到第四组

方程：
　 　 ϕｐ－［ｋＲＲδξ １ｃｓｃｈ（ξ １）ｃｏｓｈ（ ｙ ０ξ １） ＋ ｋＳＳδξ ２ｃｓｃｈ（ξ ２）ｃｏｓｈ（ ｙ ０ξ ２）］ ＋

　 　 　 　 ν（Ｇ０ － Ｈ０） ＋ ϕ
－
［ｋＳξ ２Ｒ

－
ｃｓｃｈ（ξ ２） － ｋＲξ １Ｓ

－
ｃｓｃｈ（ξ １）］Ｅ０ ＋

　 　 　 　 ϕ
－
［ｋＲξ １Ｓ

－
ｃｏｔｈ（ξ １） － ｋＳξ ２Ｒ

－
ｃｏｔｈ（ξ ２）］Ｆ０ ＋ ∑

∞

ｍ ＝ １
ｋβｍｃｏｓ（ｍπ）（Ｇｍ － Ｈｍ） ＝ ０， （６４）

　 　 １０ϕｐ－ｃｏｓ（ ｉπｘ ０）
ｋＲＲδξ ｉ１（ｋ

－
Ｓ ＋ ν－ ｉ２π ２）ｃｓｃｈ（ξ ｉ１）ｃｏｓｈ（ ｙ ０ξ ｉ１）

（ｋ
－
Ｓ － ｉ２π ２）

é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　
ｋＳＳδξ ｉ２（ｋ

－
Ｒ ＋ ν－ ｉ２π ２）ｃｓｃｈ（ξ ｉ２）ｃｏｓｈ（ ｙ ０ξ ｉ２）

（ｋ
－
Ｒ － ｉ２π ２）

ù

û

ú
ú
－

１０νδ ｉｋ
－

Ｇ０ － ｃｏｓ（ ｉπ）Ｈ０[ ]

（ｋ
－
Ｒ － ｉ２π ２）（ｋ

－
Ｓ － ｉ２π ２）

＋

　 　 　 　 ϕ
－

ν－ξ ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｓｃｈ（ξ ｉ５） －
５γ ａ

ｉ１ｃｓｃｈ（ξ ｉ１）
ξ ｉ１（Ｒ － Ｓ）

＋
５γ ａ

ｉ２ｃｓｃｈ（ξ ｉ２）
ξ ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｅ ｉ －

　 　 　 　 ϕ
－

ν－ξ ｉ５ ｉ２π ２ϕ２ｃｏｔｈ（ξ ｉ５） －
５γ ａ

ｉ１ｃｏｔｈ（ξ ｉ１）
ξ ｉ１（Ｒ － Ｓ）

＋
５γ ａ

ｉ２ｃｏｔｈ（ξ ｉ２）
ξ ｉ２（Ｒ － Ｓ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｆ ｉ －

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
２Ｄ

ν－ｍ２π ２ϕ２ξ
－ ２
ｍ５

ξ
－ ２
ｍ５ ＋ ｉ２π ２

＋
５γ－ ｂ

ｍ１

（Ｒ － Ｓ）（ξ
－ ２
ｍ１ ＋ ｉ２π ２）

－é

ë

ê
ê

　 　 　 　
５γ－ ｂ

ｍ２

（Ｒ － Ｓ）（ξ
－ ２
ｍ２ ＋ ｉ２π ２）

ù

û

ú
ú
ｃｏｓ（ｍπ） Ｇｍ － Ｈｍｃｏｓ（ ｉπ）[ ] ＝ ０， （６５）

其中

　 　 ｉ ＝ １，２，３，…，

　 　 ｙ ０ ＝ ｙ０ ／ ｂ， ν－ ＝ － １ ＋ ν， ϕ
－
＝ ａ ／ ｂ， ϕ ＝ ｈ ／ ｂ， ϕ ＝ ｈ ／ ａ， ｋ

－
＝ ｋａ４， ｋ ＝ ｋｂ４，

　 　 Ｒ ＝ Ｒ ／ ａ２， Ｓ ＝ Ｓ ／ ａ２， Ｒ ＝ Ｒ ／ ｂ２， Ｓ ＝ Ｓ ／ ｂ２， δ ＝ δ ／ ａ２， Ｒδ ＝ （Ｒ － δ） ／ ［ｂ２（１ ＋ ｋＲ２）］，
　 　 Ｓδ ＝ （Ｓ － δ） ／ ［ｂ２（１ ＋ ｋＳ２）］， ｋＲ ＝ １ ＋ ｋＲδ， ｋＳ ＝ １ ＋ ｋＳδ，
　 　 ｋαｍ ＝ （５ｋδν ＋ ｋδζα２

ｍ － ζα４
ｍ） ／ ［５δ（ｋ ＋ ｋδα２

ｍ － α４
ｍ）］，

　 　 ｋβｍ ＝ （５ｋδν ＋ ｋδζβ ２
ｍ － ζβ ４

ｍ） ／ ［５δ（ｋ ＋ ｋδβ ２
ｍ － β ４

ｍ）］，

　 　 ζ ＝ ｈ２ － ５δ（１ － ν）， ξｍ５ ＝ ｂ １０ ／ ｈ２ ＋ ｍ２π ２ ／ ａ２ ，

　 　 ξ
－

ｍ５ ＝ ａ １０ ／ ｈ２ ＋ ｍ２π ２ ／ ｂ２ ， ϑαｍ ＝ １ ／ ［ａ４（ｋ ＋ ｋδα２
ｍ － α４

ｍ）］，
　 　 ϑβｍ ＝ １ ／ ［ｂ４（ｋ ＋ ｋδβ ２

ｍ － β ４
ｍ）］， δｍ ＝ － ｋＲＳ ＋ （Ｒ ＋ Ｓ ＋ ｋＲＳδ）α２

ｍ，
　 　 γ ａ

ｍ１ ＝ （１ ＋ ｋＲδ）（ｈ２α２
ｍ － ５ｋＳδ）［ｋＳ － α２

ｍ（１ － ν）］ ／ （５ｋδ），
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　 　 γ ａ
ｍ２ ＝ （１ ＋ ｋＳδ）（ｈ２α２

ｍ － ５ｋＲδ）［ｋＲ － α２
ｍ（１ － ν）］ ／ （５ｋδ），

　 　 γ ｂ
ｍ１ ＝ （１ ＋ ｋＲδ）（ｈ２β ２

ｍ － ５ｋＳδ）［ｋＳ － β ２
ｍ（１ － ν）］ ／ （５ｋδ），

　 　 γ ｂ
ｍ２ ＝ （１ ＋ ｋＳδ）（ｈ２β ２

ｍ － ５ｋＲδ）［ｋＲ － β ２
ｍ（１ － ν）］ ／ （５ｋδ），

　 　 γ－ ａ
ｍ１ ＝ （１ ＋ ｋＲδ）（ｈ２α２

ｍ － ５ｋＳδ）［ｋＳν ＋ （１ － ν）α２
ｍ］ ／ （５ｋδ），

　 　 γ－ ａ
ｍ２ ＝ （１ ＋ ｋＳδ）（ｈ２α２

ｍ － ５ｋＲδ）［ｋＲν ＋ （１ － ν）α２
ｍ］ ／ （５ｋδ），

　 　 γ－ ｂ
ｍ１ ＝ （１ ＋ ｋＲδ）（ｈ２β ２

ｍ － ５ｋＳδ）［ｋＳν ＋ （１ － ν）β ２
ｍ］ ／ （５ｋδ），

　 　 γ－ ｂ
ｍ２ ＝ （１ ＋ ｋＳδ）（ｈ２β ２

ｍ － ５ｋＲδ）［ｋＲν ＋ （１ － ν）β ２
ｍ］ ／ （５ｋδ） ．

求解式（５８） ～ （６５）所示联立方程，解出各常数，将它们代回式（５６）和（５７），连同式（５５）
进行求和，即得到弹性地基上四边自由矩形中厚板弯曲解：

　 　 Ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
Ｗｉ（ｘ，ｙ） ． （６６）

当然，由于计算机求解的限制，对于本是无穷联立方程的式（５８） ～ （６５），实际当中必须取

有限组进行计算：本文对各组常数均取 Ｎ ＋ １ 项求解，即令式（５９）、（６１）、（６３）、（６５）对于 ｉ ＝
１，２，３，…，Ｎ 成立，通过求解 ４Ｎ ＋ ４ 组方程，得到 Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｍ 和 Ｈｍ（ｍ ＝ ０，１，２，…，Ｎ）， 进而通

过式（６６）得到最终解．

４　 算　 　 例

为了验证本文求解的正确性， 表 １ 给出了中心集中载荷 ｐ 作用下弹性地基上不同宽厚比

的四边自由正方形中厚板（ν ＝ ０．３， Ｋ ／ Ｄ ＝ １００） 弯曲解．计算中取 Ｎ ＝ １００， 以使得所有计算结

果均具有四位有效数字的精度．通过与精细有限元分析（采用 ＡＢＡＱＵＳ 软件中 Ｓ８Ｒ 单元，４００×
４００ 网格）的收敛结果进行对比可见， 不同厚宽比下板的挠度、 弯矩、 扭矩及剪力解均与有限

元结果吻合得很好， 从而证明了本文求解方法的精确性．需要指出， 当前理论下集中载荷作用

处的力学量不收敛， 有限元分析也证实了这一点， 因此表 １ 中并未给出 （０．５ａ， ０．５ａ） 处的计

算结果．图 ２ 给出了 ｈ ／ ａ ＝ ０．０５ 时中心集中载荷作用下弹性地基上四边自由正方形中厚板的挠

度图．

图 ２　 ｈ ／ ａ ＝ ０．０５ 时中心集中载荷作用下弹性地基上四边自由正方形中厚板的挠度图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ ｏｆ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａｌｌ ｅｄｇｅｓ ｆｒｅｅ ａｎｄ ｒｅｓｔｉｎｇ ｏｎ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ，
ｗｉｔｈ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ ａｐｐｌｉｅｄ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ （ｈ ／ ａ ＝ ０．０５）

７８８求解弹性地基上自由矩形中厚板弯曲问题的辛⁃叠加方法



表 １　 中心集中载荷 ｐ 作用下弹性地基上四边自由正方形中厚板的弯曲解

Ｔａｂｌｅ １　 Ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａｌｌ ｅｄｇｅｓ ｆｒｅｅ ａｎｄ ｒｅｓｔｉｎｇ ｏｎ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ，
ｗｉｔｈ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ ｐ ａｐｐｌｉｅｄ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ

ｒｅｓｕｌｔ ｌｏｃａｔｉｏｎ
ｈ ／ ａ ＝ ０．０５

ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ

ｈ ／ ａ ＝ ０．１

ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ

ｈ ／ ａ ＝ ０．２

ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ

１００ＤＷ ／ （ｐａ２）

（０，０） ０．４１０ ８ ０．４１０ ８ ０．４０７ ３ ０．４０７ ３ ０．３８８ ２ ０．３８８ ２

（０．１２５ａ，０．１２５ａ） ０．７１９ ９ ０．７１９ ９ ０．７１３ ７ ０．７１３ ７ ０．６８８ ５ ０．６８８ ５

（０．２５ａ，０．２５ａ） １．０４３ １．０４３ １．０４０ １．０４０ １．０２７ １．０２７

（０．３７５ａ，０．３７５ａ） １．３７３ １．３７３ １．３８５ １．３８５ １．４３２ １．４３２

（０．５ａ，０．５ａ） － － － － － －

Ｍｘ ／ ｐ

（０．５ａ，０） ０．０４２ ８７ ０．０４２ ８６ ０．０４３ ４０ ０．０４３ ４０ ０．０４３ ８２ ０．０４３ ８２

（０．５ａ，０．１２５ａ） ０．０５０ ７６ ０．０５０ ７６ ０．０５０ ２８ ０．０５０ ２８ ０．０４８ ８２ ０．０４８ ８２

（０．５ａ，０．２５ａ） ０．０７６ ６３ ０．０７６ ６３ ０．０７６ １９ ０．０７６ １９ ０．０７４ ３９ ０．０７４ ３９

（０．５ａ，０．３７５ａ） ０．１３８ ０ ０．１３８ ０ ０．１３７ ５ ０．１３７ ５ ０．１３５ ４ ０．１３５ ４

（０．５ａ，０．５ａ） － － － － － －

Ｍｙ ／ ｐ

（０，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．１２５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．２５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．３７５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｍｘｙ ／ ｐ

（０， ０．２５ａ） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．１２５ａ， ０．２５ａ） －０．０１０ １６ －０．０１０ １６ －０．０１０ ４６ －０．０１０ ４６ －０．０１０ ６５ －０．０１０ ６５

（０．２５ａ， ０．２５ａ） －０．０１６ ０５ －０．０１６ ０５ －０．０１６ ２６ －０．０１６ ２６ －０．０１６ ６８ －０．０１６ ６８

（０．３７５ａ， ０．２５ａ） －０．０１５ ８９ －０．０１５ ８９ －０．０１５ ９８ －０．０１５ ９８ －０．０１６ １９ －０．０１６ ２０

（０．５ａ， ０．２５ａ） ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｑｘａ ／ ｐ

（０．２５ａ，０） －０．２５１ ４ －０．２５０ ８ －０．０９６ ７７ －０．０９６ ６８ －０．０１７ １８ －０．０１７ １７

（０．２５ａ，０．１２５ａ） ０．０９９ ４０ ０．０９９ ４０ ０．０９７ ６３ ０．０９７ ６３ ０．０８７ ３４ ０．０８７ ３４

（０．２５ａ，０．２５ａ） ０．１７７ ４ ０．１７７ ４ ０．１７７ ０ ０．１７７ ０ ０．１７２ ３ ０．１７２ ３

（０．２５ａ，０．３７５ａ） ０．３３８ ４ ０．３３８ ４ ０．３３６ ５ ０．３３６ ５ ０．３２９ ７ ０．３２９ ７

（０．２５ａ，０．５ａ） ０．４５４ ６ ０．４５４ ６ ０．４５２ １ ０．４５２ １ ０．４４３ ６ ０．４４３ ６

Ｑｙａ ／ ｐ

（０，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．１２５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．２５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．３７５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０．５ａ，０） ０ ０ ０ ０ ０ ０

５　 结　 论

四边自由板弯曲问题的解析求解通常被认为是各类边界条件下矩形板问题中最难求解的

情况之一．本文基于笔者近年来提出的辛⁃叠加方法，解析求解了弹性地基上自由矩形中厚板

的弯曲问题．与经典的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系相比，本文的求解框架基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，通过辛数学方

法推导出子问题的解析解，进而通过叠加获得原问题的解．由于求解中无需假定解的形式，而
是从基本控制方程出发，逐步严格推导，因此本文解法拓展了可求解问题的范围，可以得到一

些经典解析方法难以获得的新结果．数值算例表明，本文获得的解析解与精细有限元分析结果
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吻合得很好，从而证实了所采用方法的有效性和计算结果的准确性，为检验各类近似 ／数值方

法提供了对比基准．本文仅以自由板为例进行了求解，其他许多类似的板壳力学问题同样可以

基于本文方法进行求解．
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