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摘要：　 该文将传递矩阵方法引入悬索桥竖向自由振动求解．首先，提出了悬索桥竖向自由振动微

分方程的求解方法，由此求解方法可直接得到结构自由振动解析式．在此基础上，得出了悬索桥竖

向自由振动分析的传递矩阵．应用此方法，该文研究了等截面悬索桥及变截面悬索桥竖向自由振动

问题．研究结果表明，传递矩阵法能高效地进行悬索桥竖向自由振动分析，并对变截面问题的处理

有独特的优势．研究工作对悬索桥在方案设计阶段的动力学分析有一定的参考价值和借鉴意义．
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引　 　 言

悬索桥是大跨度桥梁的常见桥型，由于其刚度偏小，动力响应往往成为设计的控制性因

素．随着有限元技术的高度发展，数值分析已成为悬索桥等大型结构动力分析的首选方法．但
是，经典悬索桥振动微分方程理论对于深层次理解结构的动力特性仍具有不可替代的学术价

值．同时，在结构的方案设计阶段，利用经典振动微分方程可以进行大量的参数比较分析，同样

具有非常重要的工程实用价值．
悬索桥的竖向自由振动对于研究车桥耦合振动［１⁃５］ 与气动稳定［６⁃８］ 等动力学问题有重要

的学术价值．李国豪［９］给出了悬索桥竖向自由振动的微分方程组，该方程组由一个微分方程和

一个积分方程构成，且二者成耦合关系，并采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对该微分方程组进行了近似求解．
传递矩阵法是在微分方程求解的基础上发展起来的一种数值方法［１０⁃１４］ ．对于变截面和变

刚度问题，传递矩阵法具有内存消耗小、计算速度快及解析精度高等优点．对于采用钢箱梁作

为加劲梁的大跨度悬索桥，为了提高其气动稳定性，钢箱梁往往采用分离式结构．这时，加劲梁

刚度沿跨度方向不再为常数，对于这一问题可以方便地用传递矩阵方法加以解决．
本文通过数学推演，直接给出了悬索桥竖向自由振动的解析解，相比 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法等半解析

数值手段，具有精度更高等优点．并且在此基础上，本文引入传递矩阵方法，得到悬索桥竖向自

由振动的传递矩阵解．通过算例分析，验证了本文方法的有效性．同时，本文分析了某分离式钢

箱梁大跨度悬索桥的竖向自由振动问题，讨论了加劲梁刚度变化对结构自振特性的影响．
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１　 悬索桥竖向自由振动微分方程解析解

文献［９］给出了如图 １ 所示的悬索桥，其自由振动方程为

　 　 ＥＩη″″ － Ｈ０η″ － ｙ″Ｈｐ ＋ ｍη ＝ ０， （１）

图 １　 单跨悬索桥

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｐａｎ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ

　 　 Ｈｐ ＝ － １
ΔＬ ∫

Ｌ

０
ｙ″ηｄｘ， （２）

其中

　 　 ｙ ＝ ４ｆ
Ｌ２ ｘ（Ｌ － ｘ）， （３）

　 　 Ｈ０ ＝ － ｇ
ｙ″

＝ ｇＬ２

８ｆ
， （４）

式中， Ｅ是加劲梁弹性模量，Ｉ是加劲梁惯性矩，η是加劲梁竖向挠度，ｍ是加劲梁线容重，Ｈｐ 是

大缆水平拉力， ｆ 是大缆垂度，ΔＬ 是大缆因 Ｈｐ ＝ １ 引起的伸长量，Ｌ 是跨度，ｙ 是按照抛物线方

程确定的大缆线形．
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 等［１５］给出式（２）中 ΔＬ 的表达式为

　 　 ΔＬ ＝ １
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式中， ϕ 是大缆与水平 ｘ 轴的夹角，Ｅｃ 是大缆弹性模量，Ａｃ 是大缆截面积．
对于自由振动，可以令

　 　 η ＝ η０ｓｉｎ（ωｔ）， （６）
其中， ω 和 η０ 分别为自由振动的频率和振型．将式（６）代入式（１）可得

　 　 ＥＩη″″０ － Ｈ０η″０ － ｙ″Ｈｐ － ｍω２η０ ＝ ０． （７）
在式（７）中，由于存在积分项，过去的研究中一般采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法的近似方法进行求解［９］ ．

本文采用如下方法对式（７）进行求解．首先，将积分项移至方程右端得

　 　 ＥＩη″″０ － Ｈ０η″０ － ｍω２η０ ＝ ｙ″Ｈｐ， （８）
式中，方程左端的第一项为加劲梁振动的弹性力，第二项为恒载作用下大缆水平拉力对弹性力

的贡献，第三项为惯性力．方程右端代表了振动引起的大缆水平拉力变化对弹性力的影响，由
于振动引起的大缆水平拉力变化远小于恒载引起的水平拉力，本文将其移至右端，转化为一个

非齐次方程进行求解．
式（８）的通解为

　 　 η－ ＝ Ｃ１ｓｉｎｈ（ｋ１ｘ） ＋ Ｃ２ｃｏｓｈ（ｋ１ｘ） ＋ Ｃ３ｓｉｎ（ｋ２ｘ） ＋ Ｃ４ｃｏｓ（ｋ２ｘ）， （９）
式中

　 　 ｋ１ ＝
Ｈ２

０ ＋ ４ＥＩｍω２ ＋ Ｈ０

２ＥＩ
， （１０）

　 　 ｋ２ ＝
Ｈ２

０ ＋ ４ＥＩｍω２ － Ｈ０

２ＥＩ
． （１１）

在已知 η的情况下，由式（２） 可知，Ｈｐ 为一常数，因而其对应的特解也为一常量，只是其值
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的大小一直在发生改变．对于常量而言，其二阶导数和四阶导数均为 ０，所以，式（８）中的第一

项与第二项均不参与特解的求解．由式（９）所示的通解求出第一步特解 η∗
１ ：

　 　 η∗
１ ＝ ｙ″２

ｍω２·ΔＬ ∫
Ｌ

０
η－ｄｘ ． （１２）

则式（８）的解可以写为

　 　 η０１ ＝ η－ ＋ η∗
１ ． （１３）

将式（１３）代入式（２）和（８）可得第二步迭代解为

　 　 η０２ ＝ η－ ＋ η∗
１ ＋ δ·η∗

１ ， （１４）
其中

　 　 δ ＝ ｙ″２Ｌ
ｍω２·ΔＬ

． （１５）

由上述过程可知，方程的第 ｉ 步迭代解为

　 　 η０ｉ ＝ η－ ＋ η∗
１ ＋ δ·η∗

１ ＋ δ２·η∗
１ ＋ … ＋ δｉ －１·η∗

１ ． （１６）
上式右端从第二项到第 ｉ 项为一等比数列，从物理意义上讲，式（８）有稳态解而不发散，需满足

δ ＜ １．则式（１６）取无穷阶级数后的等比数列求和解为

　 　 η０ ＝ η－ ＋ １
１ － δ

η∗
１ ． （１７）

从数学意义上讲，式（１７）可视为式（８）的解析解．将式（９）与（１２）代入式（１７）中，可得式

（８）的解析式为

　 　 η０ ＝ Ｃ１ ｓｉｎｈ（ｋ１ｘ） ＋ ｙ″２

ｋ１ｍω２ΔＬ
· １

１ － δ
［ｃｏｓｈ（ｋ１Ｌ） － １］{ } ＋

　 　 　 　 Ｃ２ ｃｏｓｈ（ｋ１ｘ） ＋ ｙ″２

ｋ１ｍω２ΔＬ
· １

１ － δ
ｓｉｎｈ（ｋ１Ｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

　 　 　 　 Ｃ３ ｓｉｎ（ｋ２ｘ） ＋ ｙ″２

ｋ２ｍω２ΔＬ
· １

１ － δ
［１ － ｃｏｓ（ｋ２Ｌ）］{ } ＋

　 　 　 　 Ｃ４ ｃｏｓ（ｋ２ｘ） ＋ ｙ″２

ｋ２ｍω２ΔＬ
· １

１ － δ
ｓｉｎ（ｋ２Ｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１８）

从式（１８）可以看出，虽然本文将自由振动转化为一个非齐次微分方程进行求解，但是可

以发现该非齐次方程的特解项仍然与待定系数 Ｃ１ ～ Ｃ４ 有关．因此，本文的数学求解方法并未

根本上改变自由振动的特征值求解问题．
由式（１８）求出悬索桥自由振动加劲梁转角、弯矩及剪力的解析式为

　 　 θ ＝
ｄη０

ｄｘ
＝ Ｃ１ｋ１ｃｏｓｈ（ｋ１ｘ） ＋ Ｃ２ｋ１ｓｉｎｈ（ｋ１ｘ） ＋ Ｃ３ｋ２ｃｏｓ（ｋ２ｘ） － Ｃ４ｋ２ｓｉｎ（ｋ２ｘ）， （１９）

　 　 Ｍ ＝－ ＥＩ
ｄ２η０

ｄｘ２
＝ － ＥＩＣ１ｋ２

１ｓｉｎｈ（ｋ１ｘ） － ＥＩＣ２ｋ２
１ｃｏｓｈ（ｋ１ｘ） ＋

　 　 　 　 ＥＩＣ３ｋ２
２ｓｉｎ（ｋ２ｘ） ＋ ＥＩＣ４ｋ２

２ｃｏｓ（ｋ２ｘ）， （２０）

　 　 Ｑ ＝－ ＥＩ
ｄ３η０

ｄｘ３
＝ － ＥＩＣ１ｋ３

１ｃｏｓｈ（ｋ１ｘ） － ＥＩＣ２ｋ３
１ｓｉｎｈ（ｋ１ｘ） ＋

　 　 　 　 ＥＩＣ３ｋ３
２ｃｏｓ（ｋ２ｘ） － ＥＩＣ４ｋ３

２ｓｉｎ（ｋ２ｘ） ． （２１）
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２　 悬索桥竖向自由振动传递矩阵解

采用传递矩阵求解时，需将悬索桥划分为若干个单元，记第 ｉ 个单元左右两端的状态向量为

　 　 ｔ１ｉ ＝ （η １
０ｉ θ １

ｉ Ｍ１
ｉ Ｑ１

ｉ ） Ｔ， （２２）

　 　 ｔ２ｉ ＝ （η ２
０ ｉ θ ２

ｉ Ｍ２
ｉ Ｑ２

ｉ ） Ｔ， （２３）
式中，上标 １ 和 ２ 分别代表单元的左右两端．将 ｘ ＝ ０，ｌｉ 代入式（１８） ～ （２１）可得

　 　 ｔ１ｉ ＝ Ｔ０，ｉ

Ｃ１

Ｃ２

Ｃ３

Ｃ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， ｔ２ｉ ＝ Ｔ１，ｉ

Ｃ１

Ｃ２

Ｃ３

Ｃ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （２４）

由上式进一步推导得

　 　 ｔ２ｉ ＝ Ｔ１，ｉＴ
－１
０，ｉ ｔ１ｉ ＝ Ｔ ｉ ｔ１ｉ ， （２５）

式中， Ｔ ｉ 为单元 ｉ 的单元传递矩阵．
应用传递矩阵原理，将所有首尾相连的单元传递矩阵连乘，得到总体传递矩阵：

　 　 Ｔ ＝ ∏
ｉ ＝ １

Ｔ ｉ， （２６）

然后引入边界条件，得到相应的特征方程， 求解此特征方程， 即可求得悬索桥竖向自由振动

的自振频率和振型．

３　 算　 　 例

３．１　 等截面加劲梁悬索桥［９］

某跨度 Ｌ ＝ ７５０ ｍ、大缆垂度 ｆ ＝ ８７．３ ｍ 的公铁两用悬索桥，恒载集度 ｇ ＝ ５００ ｋＮ ／ ｍ，大缆弹

性模量 Ｅｃ ＝ １６ ０００ Ｎ ／ ｍｍ２，截面面积 Ａｃ ＝ １．１５ ｍ２，加劲梁弹性模量 Ｅ ＝ ２１ ０００ Ｎ ／ ｍｍ２，抗弯惯

性矩 Ｉ ＝ １３．５ ｍ４ ．
采用本文的传递矩阵计算方法（ＴＭＡ）与 ＡＮＳＹＳ 有限元分析得到的频率结果对比如表 １

所示，前 ６ 阶振型结果对比如图 ２ 所示．
表 １　 频率计算结果（等截面）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ
（ｕｎｉｆｏｒｍ⁃ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ）

　
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

ＡＮＳＹＳ ＴＭＡ

１ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ０．６７ ０．７２

２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ０．７７ ０．７６

３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ １．１６ １．２０

４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ １．５６ １．６３

５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ２．０３ ２．１３

６ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ２．５５ ２．６９

表 ２　 频率计算结果（变截面）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

（ｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍ⁃ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ）

　
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

ＡＮＳＹＳ ＴＭＡ

１ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ０．６５ ０．７１

２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ０．７５ ０．７７

３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ １．１６ １．２１

４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ １．５９ １．７０

５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ２．０７ ２．２３

６ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ２．６９ ２．９０

　 　 对比图 ２ 可以发现，传递矩阵解与有限元解吻合良好，证明了本文方法的有效性．同时，传
递矩阵法具有计算方便快速的优点，在悬索桥方案设计阶段可以进行大量的参数比选．
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（ａ） 第一阶振型 （ｂ） 第二阶振型

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ

（ｃ） 第三阶振型 （ｄ） 第四阶振型

（ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ （ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ

（ｅ） 第五阶振型 （ｆ） 第六阶振型

（ｅ） Ｔｈｅ ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ （ｆ） Ｔｈｅ ６ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ
图 ２　 振型计算结果（等截面）

Ｆｉｇ． ２　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ（ｕｎｉｆｏｒｍ⁃ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ）

３．２　 变截面加劲梁悬索桥［１６⁃１７］

目前，为了减轻大跨度悬索桥加劲梁的重量和保持其空气动力学稳定性，有采用分离式钢

箱梁作为加劲梁的趋势．对于分离式钢箱梁，其抗弯刚度沿桥长不再是一个定值．
仍以 ３．１ 小节中的悬索桥为例，研究分离式钢箱梁悬索桥的自由振动问题．除箱梁的抗弯

惯性矩外，其余参数取值同 ３．１ 小节．当 ｘ ＝ ６０ ～ ９０，２１０ ～ ２４０，３６０ ～ ３９０，５１０ ～ ５４０，６６０ ～ ６９０ ｍ
的范围内为分离式箱梁，其抗弯惯性矩 Ｉ１ ＝ １９．４３３ ｍ４，其余部分为整体式箱梁，其抗弯惯性矩

Ｉ２ ＝ ２１．５３３ ｍ４ ．
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采用本文的传递矩阵计算方法与 ＡＮＳＹＳ 有限元分析得到的频率结果对比如表 ２ 所示，前
６ 阶振型结果对比如图 ３ 所示．

（ａ） 第一阶振型 （ｂ） 第二阶振型

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ

（ｃ） 第三阶振型 （ｄ） 第四阶振型

（ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ （ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ

（ｅ） 第五阶振型 （ｆ） 第六阶振型

（ｅ） Ｔｈｅ ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ （ｆ） Ｔｈｅ ６ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ
图 ３　 振型计算结果（变截面）

Ｆｉｇ． ３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ（ｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍ⁃ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ）

对比图 ３ 可以发现，变截面悬索桥中的传递矩阵解也与有限元解吻合良好．
作为参数分析，本文研究了分离式钢箱梁设置方式对悬索桥自振特性的影响．保持其余参

数不变，分别计算分离式箱梁无连接处的宽度为 ０，１５，３５ ｍ 三种情况下的悬索桥前 ６ 阶自振

频率．计算结果如图 ４ 所示．
由图 ４ 可以看出，当分离式箱梁无连接处宽度为 ０ ｍ（方案 １）和 １５ ｍ（方案 ２）时，两种情
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况的结构竖向自振频率基本一致，表明在此范围内，箱梁竖向抗弯刚度的变化对结构自振特性

影响甚小．进一步增大无连接处宽度，可以发现，结构自振频率明显降低，且随着振型阶数的提

高，频率降低越明显．

图 ４　 频率随无连接宽度变化规律

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｕｎｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｗｉｄｔｈ

４　 结　 　 论

本文主要研究了悬索桥的竖向自由振动微分方程的解析解问题，并通过传递矩阵方法求

解等截面与变截面悬索桥的竖向自由振动问题，通过研究发现以下结论：
１） 本文在数学理论上进一步研究了悬索桥竖向自由振动的求解问题，直接给出了解析

解，相比于在悬索桥经典理论中常采用的数值分析方法，解析方法更具有理论价值．
２） 在微分方程求解的基础上，本文引入传递矩阵方法求解悬索桥自由振动问题，并通过

与有限元的对比，证明传递矩阵解的可行性与精确性．利用该方法把研究对象从等截面悬索桥

扩展到变截面悬索桥，研究了分离式钢箱梁悬索桥的竖向自由振动问题．本文所做的研究对于

悬索桥初步设计阶段的动力问题分析有工程应用价值．
３） 本文在悬索桥竖向自由振动微分方程求解及传递矩阵方法应用中所得到的技术方法，

还可应用于悬索桥扭转以及横向振动的解析分析，笔者将在进一步的研究中对这一问题进行

深入探讨．
４） 本文根据悬索桥竖向振动的经典微分方程，得到其数学解析解，并将其应用于传递矩

阵求解，能用于桥梁方案设计阶段的参数比选分析．同时，由于悬索桥竖向振动的微分方程在

建立时引入了一些假设，如吊杆为刚性的，以及主缆线形为抛物线等，这些假设的引入使得微

分方程解只是数学解析解，而非真实的精确解，在进一步的研究中，有必要继续探讨引入的简

化条件对微分方程数学解析解的计算准确性的影响．
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