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摘要：　 研究了一维六方压电准晶中正六边形孔边裂纹的反平面问题，利用复变函数中的 Ｃａｕｃｈｙ
积分公式，通过构造保角映射函数，在电非渗透型的边界条件下得到了孔边裂纹尖端的应力分布

以及场强度因子的解析解．通过数值算例，讨论了正六边形的边长和裂纹长度以及剪应力对场强度

因子的影响．
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引　 　 言

准晶是 １９８２ 年由实验发现，１９８４ 年才首次报道的不同于晶体和非晶体的固体新型材

料［１］，这一发现被认为是凝聚态物理和材料科学的一项重大进展．迄今在不同合金中已研制出

２００ 多种准晶，其中半数以上热力学性能稳定，因而准晶又是一种具有良好应用前景的新型材

料．由于准晶存在缺陷［２］，而其缺陷与准晶材料的应用密切相关，所以关于准晶缺陷问题的研

究备受关注［３⁃４］ ．
近年来，Ｆａｎ（范天佑） ［５］ 系统地总结了若干准晶平面弹性与断裂力学问题的复变方法，

推导出了一维六方准晶的弹性力学方程，求解了一些简单缺陷问题．马晴和李联合等［６］研究了

八次对称二维准晶Ⅱ型单边裂纹的动力学问题．Ｇｕｏ 和 Ｌｕ［７］ 研究了一维六方准晶体中椭圆孔

产生四裂纹的精确解．邵阳和郭俊宏［８］研究了一维六方准晶中正方形孔边双裂纹的反平面问

题．Ｌｉｕ 和 Ｙａｎｇ（刘官厅和杨丽英） ［９］研究了一维六方准晶体中无限多位错与半无限裂纹的相

互作用应力场的解析解．高健和刘官厅［１０］研究了一维正方准晶中半无限裂纹问题的解析解．
准晶材料具有独特的物理结构和优越的力学性能，其中压电效应是准晶材料重要的物理

性质之一．由于准晶中相位子场的存在，导致准晶压电性能比传统晶体要复杂得多．利用严格

算子理论，Ｌｉ 等［１１］研究了一维六方压电准晶的三维通解．李星等［１２］ 分析了一维六方压电准晶

对称条形体中共线双半无限快速传播裂纹的反平面问题，给出了在电非渗透型与电渗透型两

种情况下动态应力强度因子的解析解．Ｙａｎｇ 等［１３］研究了一维六方压电准晶体中三个不等裂纹
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圆孔的反平面问题．徐文帅等［１４］研究了二维十次对称压电准晶含 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹的平面问题．由
于问题的复杂性，目前关于一维六方压电准晶中正六边形孔边裂纹问题的研究尚未见报道．

本文运用复变函数 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式，通过构造保角映射函数研究了一维六方压电准晶中

正六边形孔边裂纹的反平面问题，获得了应力强度因子和电位移强度因子的解析解， 并用数

值算例分析了影响因素与等效场强度因子的变化规律．

１　 一维六方压电准晶的基本理论

取坐标轴方向为点群 ６ ｍｍ 一维六方压电准晶的准周期方向，坐标平面 ｘ１Ｏｘ２ 为垂直于准

周期方向的平面，建立直角坐标系．根据文献［５，１５］，一维六方压电准晶弹性问题的广义

Ｈｏｏｋｅ 定律、变形几何方程、平衡方程分别为

　 　

σ１１ ＝ Ｃ１１ε１１ ＋ Ｃ１２ε２２ ＋ Ｃ１３ε３３ ＋ Ｒ１ｗ３ － ｅ１３１Ｅ３，

σ２２ ＝ Ｃ１２ε１１ ＋ Ｃ１１ε２２ ＋ Ｃ１３ε３３ ＋ Ｒ１ｗ３ － ｅ１３１Ｅ３，

σ３３ ＝ Ｃ１３ε１１ ＋ Ｃ１３ε２２ ＋ Ｃ３３ε３３ ＋ Ｒ２ｗ３ － ｅ１３１Ｅ３，
σ１２ ＝ σ２１ ＝ ２Ｃ６６ε１２，

σ１３ ＝ σ３１ ＝ ２Ｃ４４ε３１ ＋ Ｒ３ｗ１ － ｅ１１５Ｅ１，

σ２３ ＝ σ３２ ＝ ２Ｃ４４ε３２ ＋ Ｒ３ｗ２ － ｅ１１５Ｅ２，

Ｈ３１ ＝ ２Ｒ３ε３１ ＋ Ｋ２ｗ１ － ｅ２１５Ｅ１，

Ｈ３２ ＝ ２Ｒ３ε３２ ＋ Ｋ２ｗ２ － ｅ２１５Ｅ２，

Ｈ３３ ＝ Ｒ１（ε１１ ＋ ε２２） ＋ Ｒ２ε３３ ＋ Ｋ１ｗ３ － ｅ２３１Ｅ３，

Ｄ１ ＝ ２ｅ１１５ε３１ ＋ ｅ２１５ｗ１ ＋ 􀆠１１Ｅ１，

Ｄ２ ＝ ２ｅ１１５ε３２ ＋ ｅ２１５ｗ２ ＋ 􀆠１１Ｅ２，

Ｄ３ ＝ ｅ１３１（ε１１ ＋ ε２２） ＋ ｅ１３３ε３３ ＋ ｅ２３３ｗ３ ＋ 􀆠３３Ｅ３，
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（１）

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（∂ｊｕｉ ＋ ∂ｉｕ ｊ）， ｗ ｊ ＝ ∂ｊｗ， Ｅ ｊ ＝ － ∂ｊϕ　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，３）， （２）

　 　 ∑
３

ｊ ＝ １
∂ｊσｉｊ ＝ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， ∑

３

ｊ ＝ １
∂ｊＨ３ｊ ＝ ０， ∑

３

ｊ ＝ １
∂ｊＤ ｊ ＝ ０， （３）

其中 ∂ｊｕｉ ＝
∂ｕｉ

∂ｘ ｊ
，σｉｊ，εｉｊ，ｕｉ 分别表示声子场的应力、应变与位移分量； Ｈｉｊ，ｗ ｊ，ｗ 分别表示相位子

场的应力、应变与位移分量； Ｅ ｊ，Ｄ ｊ 分别表示电场和电位移； Ｃ１１，Ｃ１２，Ｃ１３，Ｃ３３，Ｃ４４，Ｃ６６ 是 ６ 个声

子场弹性常数； Ｋ１，Ｋ２ 是两个相位子场弹性常数； ｅ１ｉｊ，ｅ２ｉｊ 表示压电常数， 􀆠１１，􀆠３３ 表示介电常数；
Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３ 是 ３ 个声子场与相位子场耦合的独立弹性常数； ϕ 表示电势．

当缺陷沿准晶的准周期方向穿透时，材料的几何性质不随准周期方向改变，则有［１６］

　 　 ∂３ｕｉ ＝ ０， ∂３ｗ ＝ ０， ∂３σｉｊ ＝ ０， ∂３Ｈｉｊ ＝ ０， ∂３Ｄｉ ＝ ０． （４）
那么该问题可转化为平面问题和反平面问题，这里只对反平面问题进行讨论．将式（４）代入式

（１） ～ （３），得到声子场、相位子场耦合的反平面弹性问题为

　 　

Ｃ４４Ñ２ｕ３ ＋ Ｒ３Ñ２ｗ ＋ ｅ１１５Ñ２ϕ ＝ ０，

Ｒ３Ñ２ｕ３ ＋ Ｋ２Ñ２ｗ ＋ ｅ２１５Ñ２ϕ ＝ ０，

ｅ１１５Ñ２ｕ３ ＋ ｅ２１５Ñ２ｗ － 􀆠１１Ñ２ϕ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）
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当式（５）的系数行列式不等于零时，可进一步写为

　 　 Ñ２ｕ３ ＝ ０， Ñ２ｗ ＝ ０， Ñ２ϕ ＝ ０． （６）
则此问题归结为求解 ３ 个调和函数，由复变函数理论［１７］知， ｕ３，ｗ，ϕ 可表示为 ３ 个解析函数的

实部，即
　 　 ｕ３ ＝ Ｒｅ φ（ ｚ）， ｗ ＝ Ｒｅ ψ（ ｚ）， ϕ ＝ Ｒｅ （ ｚ）， （７）

其中　 　 ｚ ＝ ｘ１ ＋ ｉｘ２， ｉ ＝ － １ ．
根据解析函数的性质和 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 方程，由式（１）和式（７）可得

　 　

σ１３ － ｉσ３２ ＝ Ｃ４４φ′ ＋ Ｒ３ψ′ ＋ ｅ１１５ ′，

Ｈ３１ － ｉＨ３２ ＝ Ｒ３φ′ ＋ Ｋ２ψ′ ＋ ｅ２１５ ′，

Ｄ１ － ｉＤ２ ＝ ｅ１１５φ′ ＋ ｅ２１５ψ′ － 􀆠１１ ′，
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（８）

其中

　 　 φ′ ＝ ｄφ
ｄｚ

， ψ′ ＝ ｄψ
ｄｚ

， ′ ＝ ｄ
ｄｚ

．

又由于对任意的 ｆ（ ｚ）， 有 Ｉｍ ｆ（ ｚ） ＝ １
２ｉ

（ ｆ － ｆ　
－
）， 则式（８）可化为

　 　

σ３２ ＝ σ２３ ＝ － １
２ｉ

［Ｃ４４（φ′ － φ′） ＋ Ｒ３（ψ′ － ψ′） ＋ ｅ１１５（ ′ － ′）］，

Ｈ３２ ＝ － １
２ｉ

［Ｒ３（φ′ － φ′） ＋ Ｋ２（ψ′ － ψ′） ＋ ｅ２１５（ ′ － ′）］，

Ｄ２ ＝ － １
２ｉ

［ｅ１１５（φ′ － φ′） ＋ ｅ２１５（ψ′ － ψ′） － 􀆠１１（ ′ － ′）］ ．
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（９）

当初始条件和边界条件给定时，可以确定 φ，ψ， ．进一步地可确定位移场、应力场以及电

位移场．

２　 正六边形孔边裂纹问题

如图 １ 所示，假设一无限大一维六方压电准晶体中包含一正六边形孔边裂纹，裂纹沿准周

期方向穿透，长分别为 Ｌ１ 和 Ｌ２，Ｌ 表示正六边形孔口裂纹．在无穷远处有一电场，电极化的方向

为准周期方向，受到的电载荷力为 Ｐ， 同时在无穷远处还受到沿准周期方向的剪应力 τ ．

图 １　 无限大一维六方压电准晶中正六边形孔边裂纹

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｃｒａｃｋ ｎｅａｒ ａ ｒｅｇｕｌａｒ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｈｏｌｅ ｉｎ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ
１Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ

由线弹性理论分析的结果可知， 利用叠加原理， 图 １ 所示问题可转化为两个线弹性力学
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问题的叠加： ① 无裂纹的无限大压电准晶材料， 在无穷远处作用均布力 σ３２ ＝ － τ１，Ｈ３２ ＝ － τ２，
Ｄ２ ＝ － Ｐ， 其应力强度因子为零，该问题的解为均场解； ② 具有含边长为 ａ 的正六边形孔边裂

纹的无限大压电准晶材料，在无穷远处不受力而仅在正六边形孔口以及裂纹表面上作用着均

布力 σ３２ ＝ － τ１， Ｈ３２ ＝ － τ２， Ｄ２ ＝ － Ｐ ．这两个问题叠加后与无限大压电准晶材料在正六边形孔

口以及裂纹表面不受剪应力而在无穷远处作用着均布力 σ３２ ＝ － τ１， Ｈ３２ ＝ － τ２， Ｄ２ ＝ － Ｐ 的情

况相同．
问题②为无限大压电准晶在无穷远处不受力只在正六边形孔口以及裂纹表面上作用着

σ３２ ＝ － τ１，Ｈ３２ ＝ － τ２，Ｄ２ ＝ － Ｐ 的情况，其边界条件可表示为

　 　 ｘ１
２ ＋ ｘ２

２ → ∞： σ３２ ＝ σ３１ ＝ Ｈ３２ ＝ Ｈ３１ ＝ Ｄ２ ＝ ０，
（ｘ１，ｘ２） ∈ Ｌ： σ３２ ＝ － τ１， Ｈ３２ ＝ － τ２， Ｄ２ ＝ － Ｐ ．{ （１０）

把式（１０）代入式（９）得

　 　

Ｃ４４（φ′ － φ′） ＋ Ｒ３（ψ′ － ψ′） ＋ ｅ１１５（ ′ － ′） ＝ ２τ１ ｉ，

Ｒ３（φ′ － φ′） ＋ Ｋ２（ψ′ － ψ′） ＋ ｅ２１５（ ′ － ′） ＝ ２τ２ ｉ，

ｅ１１５（φ′ － φ′） ＋ ｅ２１５（ψ′ － ψ′） － 􀆠１１（ ′ － ′） ＝ ２Ｐｉ ．
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ï
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（１１）

引入保角变换［１８］

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ Ｒ １
ζ

＋ １
１５

ζ －５ ＋ １
９９

ζ －１１ ＋ １
１ ３７７

ζ －１７ ＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

其中 Ｒ ＝ ０．９２５ ８ａ，ａ 为正六边形的边长．
通过如图 ２ 所示的变换，由式（１３）可将正六边形孔边裂纹外部区域保角变换到单位圆内

部区域

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ Ｒ χ（ζ －１） ＋ １
１５

χ（ζ －１） ５ ＋ １
９９

χ（ζ －１） １１ ＋ １
１ ３７７

χ（ζ －１） １７æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１３）

在式（１３）中，令 ζ ＝ ζ －１， 再将单位圆内部的保角变换变到单位圆外部，得到正六边形外部

区域到单位圆外部区域的共形映射．

图 ２　 含正六边形孔边裂纹的平面到单位圆平面的映射

Ｆｉｇ． ２　 Ｍａｐｐｉｎｇ ｏｆ ａ ｐｌａｎｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｄｏｕｂｌｅ ｃｒａｃｋｓ ａｔ ａ ｒｅｇｕｌａｒ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｈｏｌｅ ｔｏ ａ ｐｌａｎｅ ｗｉｔｈ ａ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｌｅ

那么正六边形孔边裂纹外部区域到单位圆内部区域的保角变换函数［１９］为

　 　 χ（ζ） ＝ １
４ζ

{ ε１（１ ＋ ζ） ２ ＋ ε２（１ － ζ） ２ ＋

　 　 　 　 （ε２
１ － １）（１ ＋ ζ） ４ ＋ ２（ε１ε２ ＋ １）（１ － ζ２） ２ ＋ （ε２

１ － １）（１ ＋ ζ） ４ } ， （１４）
其中 εｉ ＝ （１ ＋ ｌｉ ＋ （１ ＋ ｌｉ）

－１） ／ ２，ｉ ＝ １，２，ｌｉ 为 Ｌｉ 经过保角映射后的长度．保角变换函数式（１３）
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将物理平面上的区域映射到数学平面上的单位圆内部区域，边界 Ｌ 变为 ζ 平面上的单位圆 ｌ，
其中由点的对应关系可得

　 　 ω －１（ａ ＋ Ｌ２） → １， ω －１（ － ａ － Ｌ１） →－ １． （１５）
将式（１４）代入式（１３）进行 Ｌａｕｒｅｎｔ 级数展开，得到 ω（ζ） 的前四项展开式为

　 　 ω（ζ） ＝ ｂ －１
１
ζ

＋ ｂ０ ＋ ｂ１ζ ＋ ｂ２ζ２， （１６）

其中

　 　 ｂ －１ ＝
Ｒ（ε１ ＋ ε２ ＋ （ε１ ＋ ε２） ２ ）

４
， （１７）

　 　 ｂ０ ＝ １
２

Ｒ ε１ － ε２ ＋
（ε２

１ － ε２
２）

（ε１ ＋ ε２） ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （１８）

　 　 ｂ１ ＝ １
４

Ｒ ε１ ＋ ε２ ＋
（ε１ ＋ ε２） ２ （ － ８ ＋ ε２

１ ＋ ２ε１ε２ ＋ ε２
２）

（ε１ ＋ ε２） ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （１９）

　 　 ｂ２ ＝
４Ｒ（ε１ － ε２） （ε１ ＋ ε２） ２

（ε１ ＋ ε２） ３ ． （２０）

令

　 　
Ｇ１（ζ） ＝ φ（ ｚ） ＝ φ（ω（ζ）），
Ｇ２（ζ） ＝ ψ（ ｚ） ＝ ψ（ω（ζ）），
Ｇ３（ζ） ＝ （ ｚ） ＝ （ω（ζ）），

ì

î

í

ï
ï

ïï

则有

　 　 φ′（ ｚ） ＝ Ｇ′１（ζ） ／ ω′（ζ）， ψ′（ ｚ） ＝ Ｇ′２（ζ） ／ ω′（ζ）， ′（ ｚ） ＝ Ｇ′３（ζ） ／ ω′（ζ） ． （２１）
将式（２１）代入式（１１），整理后将边界上的点 ζ ＝ σ ＝ ｅｉθ 代入，得到

　 　

Ｇ′１（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′１（σ） ＋

Ｒ３

Ｃ４４

Ｇ′２（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′２（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　
ｅ１１５
Ｃ４４

Ｇ′３（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′３（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝
２τ１ ｉ
Ｃ４４

ω′（σ），

Ｒ３

Ｋ２

Ｇ′１（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′１（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ Ｇ′２（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′２（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　
ｅ２１５
Ｋ２

Ｇ′３（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′３（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝
２τ２ ｉ
Ｋ２

ω′（σ），

ｅ１１５
􀆠１１

Ｇ′１（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′１（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋
ｅ２１５
􀆠１１

Ｇ′２（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′２（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

　 　 Ｇ′３（σ） － ω′（σ）

ω′（σ）
Ｇ′３（σ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ２Ｐｉ

􀆠１１
ω′（σ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２２）

将式（２２）两边同乘以
ｄσ

２πｉ（σ － ζ）
后沿边界 ｌ 积分，且 ζ ＜ １， 由 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式得

５７０１一维六方压电准晶中正六边形孔边裂纹的反平面问题



　 　

Ｇ′１（ζ） ＋
Ｒ３

Ｃ４４
Ｇ′２（ζ） ＋

ｅ１１５
Ｃ４４

Ｇ′３（ζ） ＝
２τ１ ｉ
Ｃ４４

· １
２πｉ∫ｌ

ω′（σ）
σ － ζ

ｄσ，

Ｒ３

Ｋ２
Ｇ′１（ζ） ＋ Ｇ′２（ζ） ＋

ｅ２１５
Ｋ２

Ｇ′３（ζ） ＝
２τ２ ｉ
Ｋ２

· １
２πｉ∫ｌ

ω′（σ）
σ － ζ

ｄσ，

ｅ１１５
􀆠１１

Ｇ′１（ζ） ＋
ｅ２１５
􀆠１１

Ｇ′２（ζ） － Ｇ′３（ζ） ＝ ２Ｐｉ
􀆠１１

· １
２πｉ∫ｌ

ω′（σ）
σ － ζ

ｄσ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２３）

式（２３）右边的积分，由式（１６）可知 ω（ζ） 在单位圆内部除一级极点 ζ ＝ ０ 外是解析的，由
留数定理可得

　 　 １
２πｉ∫ｌ

ω′（σ）
σ － ζ

ｄσ ＝ ω′（ζ） －
ｂ －１

ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷
′ ＝ ｂ１ ＋ ２ｂ２ζ ＝ Ｆ（ζ） ． （２４）

将式（２４）代入式（２３），进一步化简为

　 　

Ｇ′１（ζ） ＝ ２ｉ
Δ１

Δ
Ｆ（ζ），

Ｇ′２（ζ） ＝ ２ｉ
Δ２

Δ
Ｆ（ζ），

Ｇ′３（ζ） ＝ ２ｉ
Δ３

Δ
Ｆ（ζ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２５）

其中

　 　 Δ ＝ Ｃ４４（ｅ２１５） ２ － ２ｅ１１５ｅ２１５Ｒ３ ＋ Ｋ２（ｅ１１５） ２ － Ｒ２
３􀆠１１ ＋ Ｃ４４􀆠１１Ｋ２，

　 　 Δ１ ＝ ｅ１１５Ｋ２Ｐ ＋ （ｅ２１５） ２τ１ ＋ 􀆠１１Ｋ２τ１ － Ｒ３􀆠１１τ２ － Ｒ３ｅ２１５Ｐ － ｅ１１５ｅ２１５τ２，
　 　 Δ２ ＝ （ｅ１１５） ２τ２ ＋ Ｃ４４􀆠１１τ２ － Ｒ３􀆠１１τ１ ＋ Ｃ４４ｅ２１５Ｐ － ｅ１１５ｅ２１５τ１ － ｅ１１５Ｒ３Ｐ，
　 　 Δ３ ＝ Ｒ３

２Ｐ ＋ ｅ１１５Ｋ２τ１ － Ｒ３ｅ１１５τ２ － Ｒ３ｅ２１５τ１ ＋ Ｃ４４ｅ２１５τ２ － Ｃ４４Ｋ２Ｐ ．
将式（２５）代入式（２１）得

　 　

φ′（ ｚ） ＝
Ｇ′１（ζ）
ω′（ζ）

＝ ２ｉ
Δ１

Δ
Ｆ（ζ）
ω′（ζ）

，

ψ′（ ｚ） ＝
Ｇ′２（ζ）
ω′（ζ）

＝ ２ｉ
Δ２

Δ
Ｆ（ζ）
ω′（ζ）

，

′（ ｚ） ＝
Ｇ′３（ζ）
ω′（ζ）

＝ ２ｉ
Δ３

Δ
Ｆ（ζ）
ω′（ζ）

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２６）

将式（２６）代入式（７）和式（９），再利用保角变换的逆映射就可得到 ｚ 平面内应力场和位移

场的表达式，由于具体表达过于复杂，故不在此列出．

３　 裂尖处的场强度因子

场强度因子是反映裂纹尖端附近应力集中的强弱程度，材料破坏的起点往往是裂尖，所以

计算和测定材料的场强度因子非常重要．由文献［５］可得，在 ｚ 平面内裂纹尖端 ｚ ＝ ａ ＋ Ｌ２ 处，对
应 ζ 平面内 ζ ＝ １ 处的场强度因子分别为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝ ｌｉｍ

ζ→１

２ π τ１Ｆ（ζ）

ω″（ζ）
＝ πＲ τ１

（ε１ ＋ ε２） ２ － ４ ＋
１６（ε１ － ε２）

ε１ ＋ ε２

（ε１ ＋ ε２） ３ ＋ ８（ε１ － ε２）
， （２７）
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　 　 ＫＨ
Ⅲ ＝ ｌｉｍ

ζ→１

２ π τ２Ｆ（ζ）

ω″（ζ）
＝ πＲ τ２

（ε１ ＋ ε２） ２ － ４ ＋
１６（ε１ － ε２）

ε１ ＋ ε２

（ε１ ＋ ε２） ３ ＋ ８（ε１ － ε２）
， （２８）

　 　 ＫＤ
Ⅲ ＝ ｌｉｍ

ζ→１

２ πＰＦ（ζ）
ω″（ζ）

＝ πＲＰ
（ε１ ＋ ε２） ２ － ４ ＋

１６（ε１ － ε２）
ε１ ＋ ε２

（ε１ ＋ ε２） ３ ＋ ８（ε１ － ε２）
． （２９）

为了方便比较，引入等效场强度因子 ｋ ＝ ［Ｋσ
Ⅲ，ＫＨ

Ⅲ，ＫＤ
Ⅲ］ Ｔ ／ （ πＬ′［τ１，τ２，Ｐ］ Ｔ）， 将场强度

因子无量纲化，其中 Ｌ′ ＝ （Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ ２ａ） ／ ２．

４　 数值算例与讨论

观察场强度因子的解析解，发现场强度因子与等效场强度因子、应力、载荷、正六边形边长

以及裂纹长度有关，下面分别讨论它们之间的影响规律．

图 ３　 等效场强度因子随正六边形边长的变化 图 ４　 等效场强度因子随裂纹长度的变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｉｄｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒ ｈｅｘａｇｏｎ ｆａｃｔｏｒ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈ

图 ５　 声子场应力强度因子随剪应力 τ１ 的变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｗｉｔｈ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ１

由图 ３ 可以得到等效场强度因子与正六边形边长的关系．在裂纹长度 Ｌ１，Ｌ２ 不变的情况

下， 等效场强度因子随着正六边形边长 ａ 的增大而增大， 说明正六边形的边长影响裂纹的扩
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展．当正六边形的边长一定时， 随着裂纹长度 Ｌ２ 的增大，裂纹尖端的等效场强度因子逐渐增

大，这与文献［８］的结果一致．
由图 ４ 可以得到等效场强度因子与裂纹长度的关系．在正六边形边长不变的情况下，当左

裂纹 Ｌ１ 的长度不变时，随着右裂纹 Ｌ２ 增大等效场强度因子逐渐减小，说明裂纹扩展到一定长

度会趋于稳定状态；当左裂纹 Ｌ１ 的长度逐渐增大时，右裂纹 Ｌ２ 尖端的等效场强度因子先增大

后趋于一定值，说明左裂纹的扩展可以减缓右裂纹的扩展．
由图 ５ 可以得到剪应力与声子场应力强度因子的关系．在正六边形边长不变的情况下，声

子场应力强度因子随着剪应力的增大而增大；同时当剪应力的大小不变时，声子场应力强度因

子随着裂纹长度的增大而增大，说明剪应力 τ１ 的增大会促进裂纹的扩展．

５　 结　 　 论

本文在电非渗透型的边界条件下借助复变函数方法，解决了一维六方压电准晶中正六边

形孔边裂纹的反平面问题，并得到了场强度因子的解析解．从数值结果可以看出，场强度因子

随着正六边形边长的增大而增大，左右裂纹互相影响，左裂纹的长度影响右裂纹的扩张， 最后

剪应力的增大会导致应力强度因子增大．相应地，也可以得到电载荷对场强度因子的影响规

律．这些结论为工程的实际应用提供了理论基础与指导意义．
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