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摘要：　 考虑了在一个柱形区域上的海洋动力学中二维黏性方程组解的收敛性．在此模型中存在一

个关键的参数就是热源，众多周知，它的存在可能会使流体内层之间出现共振从而导致不稳定．因
此，通过推导方程组的先验界，得到了方程组的解对热源自身的收敛性．
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引　 　 言

为了建立以数学物理方法为基础的数值天气预报，文献［１］首先引入了大气原始方程组

和海洋原始方程组．空间科学技术（雷达）、气象卫星和计算机技术等一大批近代科学技术的日

益成熟，为人们利用大气原始方程组和海洋原始方程组来预报天气和气候提供了强力的技术

保证，数值天气预报迎来蓬勃发展的时代．更多关于大气、海洋原始方程组的发展介绍可以参

看文献［２］．在对基于大气、 海洋原始方程组的数值天气预报模式进行研究时，人们主要关心

的是这些方程组在数学上是否具有内在的逻辑统一性，即适定性．在这方面的研究已经持续了

很长一段时间，出现了大量的成果［３⁃１４］ ．
与上述文献不同，本文研究海洋动力学中二维黏性方程组解对热源的收敛性， 即研究当

热源趋近于零时对方程组的解带来的影响．因为在建立数学模型的过程中不可避免地会出现

一些微小的误差，我们需要知道这些误差会不会引起方程组解的巨大变化．用数学分析的方法

来研究方程组的连续依赖性或收敛性是非常具有实际意义的，并且这种性质已经赢得了一个

名字———结构稳定性．结构稳定性的概念最先由 Ｈｉｒｓｃｈ 和 Ｓｍａｌｅ［１５］提出，有关结构稳定性的本

质可参见文献［１６］．在过去的几十年中，很多文献都在研究各种类型的偏微分方程组的连续依

赖性或收敛性，他们的研究主要集中在 Ｂｒｉｎｋｍａｎ、Ｄａｒｃｙ、Ｆｏｒｃｈｈｅｉｍｅｒ 方程组和 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方

程组［１７⁃２３］ ．据笔者所知，目前几乎还没有文章关注海洋动力学中二维黏性原始方程组的连续依

赖性或收敛性，由于我们研究的模型是高度非线性的，因此本文的分析也是非平凡的，并可为

９３３

应用数学和力学，第 ４１ 卷 第 ３ 期
２０２０ 年 ３ 月 １ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 Ｖｏｌ．４１，Ｎｏ．３，Ｍａｒ．１，２０２０

∗ 收稿日期：　 ２０１９⁃０５⁃３０； 修订日期：　 ２０１９⁃０７⁃２２
基金项目：　 广东省普通高校特色创新类项目（２０１８ＫＴＳＣＸ３３２）；广东省自然科学基金

（２０１７Ａ０３０３１３０３７）
作者简介：　 李远飞（１９８２—）， 博士， 特聘教授（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｌｉｑｆｄ＠ １６３．ｃｏｍ）．
引用格式：　 李远飞． 海洋动力学中二维黏性原始方程组解对热源的收敛性［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２０２０， ４１（３）： ３３９⁃３５２．



其他类型的原始方程组的研究提供借鉴．
二维黏性海洋原始方程组主要由质量、动量、能量守恒方程和盐度守恒方程组成，可以表

示为
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　 　 ｉｎ Ω， （１）

其中 Ω ＝ （０，ｈ１） × （ － ｈ２，０），ｈ１，ｈ２ 是大于零的常数；未知函数（ｕ，ｖ），ｗ，ρ，ｐ，Ｔ 分别表示水平

速度场、垂直速度、密度、压强和温度； ｆ 是地球自转的函数，这里取常数；μｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，３） 是

黏度系数； ρ０，Ｔ０ 是密度和温度的参考值； βＴ 是膨胀系数（常数），Δ ＝ ∂２
ｘ ＋ ∂２

ｚ ； Ｑ是给定热源函

数．海洋原始方程组（１）中还应包括盐度方程，但由于盐度方程和热量方程类似，并不会为本文

带来额外的难度，故方程组（１）中忽略了盐度方程．
区域 Ω 的边界记为 ∂Ω 并分为 ３ 个部分：

　 　 Γ０ ＝ { （ｘ，ｚ） ∈ Ω
－
： ０ ＜ ｘ ＜ ｈ１， ｚ ＝ ０ } ，

　 　 Γ －ｈ２
＝ { （ｘ，ｚ） ∈ Ω

－
： ０ ＜ ｘ ＜ ｈ１， ｚ ＝ － ｈ２ } ，

　 　 Γｓ ＝ { （ｘ，ｚ） ∈ Ω
－
： ｘ ＝ ０ ｏｒ ｘ ＝ ｈ１， － ｈ２ ≤ ｚ ≤ ０ } ．

于是系统（１）的边界条件可以写为

　 　

∂ｕ
∂ｚ

＝ ０， ∂ｖ
∂ｚ

＝ ０， ｗ ＝ ０， ∂Ｔ
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（２）

其中 β 是一个大于零的常数．此外，方程组的初始条件为

　 　 ｕ（ｘ，ｚ，０） ＝ ｕ０（ｘ，ｚ）， ｖ（ｘ，ｚ，０） ＝ ｖ０（ｘ，ｚ）， Ｔ（ｘ，ｚ，０） ＝ Ｔ０（ｘ，ｚ），　 　 ｉｎ Ω， （３）
其中 ｕ０，ｖ０，Ｔ０ 是给定的函数．

本文的结构如下： 第 １ 节给出了一些准备工作，并列举或证明一些本文常用的 Ｓｏｂｌｅｖ 不

等式；第 ２ 节受文献［２４⁃２６］的启发，推导了依赖于方程组的系数、初边值条件以及区域的几何

性质的严格先验界；第 ３ 节推导了方程组对热源的收敛性；最后，第 ４ 节是全文的总结．

１　 准 备 工 作

因为 ｗ ｜ ｚ ＝ －ｈ２
＝ ０，对式（１） 的第四个方程从 － ｈ２ 到 ｚ 积分，可得
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　 　 ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ， － ｈ２，ｔ） － ∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ＝ － ∂
∂ｘ∫

ｚ

－ｈ２
ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ． （４）

又因为 ｗ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０， 则

　 　 ∫０
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ＝ ∂
∂ｘ∫

０

－ｈ２
ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ＝ ０． （５）

所以当 ０ ≤ ｘ ≤ ｈ１ 时，∫０
－ｈ２

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ 是一个常数．再注意到式（２）中的第三个条件，有

　 　 ∫０
－ｈ２

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ＝ ０，　 　 ∀０ ≤ ｘ ≤ ｈ１ ．

对式（１）的第三个方程从 ｚ 到 ０ 积分并利用式（１）的第六个方程以及边界条件（２），有

　 　 ∂
∂ｘ

ｐ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ∂
∂ｘ

ｐｓ － μ∫０
ｚ

∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ， （６）

其中 ｐｓ ＝ ｐ（ｘ，０，ｔ） 表示海洋表面的压强， μ ＝ ρ０βＴ ．把式（４）和（６）代入到式（１） ～ （３）中，不失

一般性，假设 μ ＝ μｉ ＝ １（ ｉ ＝ １，２，３）， 该问题可以写为
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∂ｘ
－

　 　 (∫０
ｚ
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∂ｘ
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∂ｘ
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边界条件为

　 　

∂ｕ
∂ｚ ｚ ＝ ０
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＝ ０， ｕ ｚ ＝ －ｈ２
＝ ｖ ｚ ＝ －ｈ２

＝ ０， （ｕ，ｖ） Γｓ
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∂Ｔ
∂ｚ ｚ ＝ ０
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初始条件为

　 　 （ｕ，ｖ，Ｔ） ｔ ＝ ０ ＝ （ｕ０，ｖ０，Ｔ０） ． （９）
接下来我们给出一些本文常用的微分不等式．
引理 １［２７⁃２８］ 　 若 ω（ｘ） ∈ Ｃ１（０，ｈ） 并且 ω（０） ＝ ω（ｈ） ＝ ０， 则

　 　 ∫ｈ
０
ω２ｄｘ ≤ ｈ２

π２∫ｈ０ (∂ω∂ｘ )
２
ｄｘ ． （１０）

引理 ２　 若 ω（ｘ，ｚ，ｔ） 是区域 Ω ＝ （０，ｈ１） × （ － ｈ２，０） 中充分光滑的函数，且 ω（０，ｚ，ｔ） ＝
ω（ｈ１，ｚ，ｔ） ＝ ０， 则

　 　 (∫ｔ
０
∫
Ω
ω４ｄＡｄη )

１ ／ ２
≤ Ｃ [ (∫ｔ

０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη )

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω
｜ Ñω ｜ ２ｄＡｄη )

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 (∫ｔ
０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη )

１ ／ ４

(∫ｔ
０
∫
Ω
｜ Ñω ｜ ２ｄＡｄη )

３ ／ ４

]，
即

　 　 (∫ｔ
０
∫
Ω
ω４ｄＡｄη )

１ ／ ２
≤ Ｃ [∫ｔ

０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη ＋ δ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñω ｜ ２ｄＡｄη ]，
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其中 Ñ＝ （∂ｘ，∂ｚ），Ｃ 是一个大于零的常数，δ 是一个大于零的任意常数．
证明　 应用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可得

　 　 ∫ｔ
０
‖ω‖４

４ｄη ≤ ∫０
－ｈ２

(∫ｔ
０
∫ｈ１

０
ω６ｄｘｄη )

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫ｈ１

０
ω２ｄｘｄη )

１ ／ ２
ｄｚ ． （１１）

因为

　 　 ω（０，ｚ，ｔ） ＝ ω（ｈ１，ｚ，ｔ） ＝ ０，

　 　 ω３（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ３∫ｘ
０
ω２（ξ，ｚ，ｔ） ∂ω（ξ，ｚ，ｔ）

∂ξ
ｄξ ＝ － ３∫ｈ１

ｘ
ω２（ξ，ｚ，ｔ） ∂ω（ξ，ｚ，ｔ）

∂ξ
ｄξ，

所以

　 　 ｜ ω ｜ ３ ≤ ３
２ ∫

ｈ１

０
ω２（ｘ，ｚ，ｔ） ∂ω（ｘ，ｚ，ｔ）

∂ｘ
ｄｘ ．

于是

　 　 (∫ｔ
０
∫ｈ１

０
ω６ｄｘｄη )

１ ／ ２
≤ ３

２ (∫ｔ
０
∫ｈ１

０
ω２ ∂ω

∂ｘ
ｄｘｄη ) ． （１２）

把式（１２）代入到式（１１），可得

　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω
ω４ｄＡｄη ≤ ３

２ ∫
０

－ｈ２
(∫ｔ

０
∫ｈ１

０
ω２ ∂ω

∂ｘ
ｄｘｄη ) (∫ｔ

０
∫ｈ１

０
ω２ｄｘｄη )

１ ／ ２
ｄｚ ≤

　 　 　 　 ３
２

ｍａｘ
－ｈ２≤ｚ≤０

[ (∫ｔ
０
∫ｈ１

０
ω２ｄｘｄη )

１ ／ ２

]∫ｔ
０
∫
Ω
ω２ ∂ω

∂ｘ
ｄＡｄη ． （１３）

另一方面，有

　 　 ω２（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ２∫ｚ
－ｈ２

ω（ｘ，ζ，ｔ） ∂ω（ｘ，ζ，ｔ）
∂ζ

ｄζ ＋ ω２（ｘ， － ｈ２，ｔ） ＝

　 　 　 　 － ２∫０
ｚ
ω（ｘ，ζ，ｔ） ∂ω（ｘ，ζ，ｔ）

∂ζ
ｄζ ＋ ω２（ｘ，０，ｔ）， （１４）

则

　 　 ω２ ≤ ∫０
－ｈ２

｜ ω ｜ ∂ω
∂ｚ

ｄｚ ＋ １
２
［ω２（ｘ，０，ｔ） ＋ ω２（ｘ， － ｈ２，ｔ）］ ． （１５）

为了控制式（１５）的最后一项，定义一个新函数 ｆ（ｘ２）， 满足

　 　 ｆ（０） ＞ ０， ｆ（ － ｈ２） ＜ ０， ｜ ｆ ′（ ｚ） ｜ ≤ ｍ１， ｜ ｆ（ ｚ） ｜ ≤ ｍ２，　 　 － ｈ２ ≤ ｚ ≤ ０， （１６）
其中 ｍ１，ｍ２ 是大于零的常数．例如， ｆ（ ｚ） ＝ （ｍ１ ／ ２）（ ｚ ＋ ｈ２ ／ ２），ｍ１ｈ２ ＜ ４ｍ２ 满足式（１６）中的所

有条件．再利用散度定理，可得

　 　 ｍｉｎ { ｆ（０）， － ｆ（ － ｈ２） } ［ω２（ｘ，０，ｔ） ＋ ω２（ｘ， － ｈ２，ｔ）］ ≤
　 　 　 　 ｆ（０）ω２（ｘ，０，ｔ） － ｆ（ － ｈ２）ω２（ｘ， － ｈ２，ｔ） ＝

　 　 　 　 ∫０
－ｈ２

∂
∂ｚ

（ ｆω２）ｄｚ ＝ ∫０
－ｈ２

ｆ ′（ ｚ）ω２ｄｚ ＋ ２∫０
－ｈ２

ｆω ∂ω
∂ｚ

ｄｚ ≤

　 　 　 　 ｍ１∫０
－ｈ２

ω２ｄｚ ＋ ２ｍ２∫０
－ｈ２

｜ ω ｜ ∂ω
∂ｚ

ｄｚ ． （１７）

把式（１７）代入到式（１５），有

　 　 ω２ ≤ ｍ３∫０
－ｈ２

ω２ｄｚ ＋ ｍ４∫０
－ｈ２

｜ ω ｜ ∂ω
∂ｚ

ｄｚ， （１８）

其中
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　 　 ｍ３ ＝
ｍ１

２ｍｉｎ { ｆ（０）， － ｆ（ － ｈ２） }
， ｍ４ ＝ １ ＋

ｍ２

ｍｉｎ { ｆ（０）， － ｆ（ － ｈ２） }
．

所以

　 　 ｍａｘ
－ｈ２≤ｚ≤０

(∫ｔ
０
∫ｈ１

０
ω２ｄｘｄη )

１ ／ ２
≤ (ｍ３∫ｔ

０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη ＋ ｍ４∫ｔ

０
∫
Ω
｜ ω ｜ ∂ω

∂ｚ
ｄＡｄη )

１ ／ ２
． （１９）

结合式（１３）和（１９），并利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω
ω４ｄＡｄη ≤ ３

２ [ｍ３∫ｔ
０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 ｍ４ (∫ｔ
０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη )

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω

∂ω
∂ｚ

２
ｄＡｄη )

１ ／ ２

]
１ ／ ２

×

　 　 　 　 (∫ｔ
０
∫
Ω
ω４ｄＡｄη )

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω

∂ω
∂ｘ

２
ｄＡｄη )

１ ／ ２
．

取 δ ＝ １， 对上式简化之后，可得

　 　 (∫ｔ
０
∫
Ω
ω４ｄＡｄη )

１ ／ ２
≤ Ｃ [ (∫ｔ

０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη )

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω
｜ Ñω ｜ ２ｄＡｄη )

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 (∫ｔ
０
∫
Ω
ω２ｄＡｄη )

１ ／ ４

(∫ｔ
０
∫
Ω
｜ Ñω ｜ ２ｄＡｄη )

３ ／ ４

] ． （２０）

应用分部积分，我们易得以下引理．
引理 ３　 若

　 　 ω１（ｘ，ｚ，ｔ） ｜ Γｓ
＝ ０，

∂ω１

∂ｚ ｚ ＝ ０
＝
∂ω１

∂ｚ ｚ ＝ －ｈ２
＝ ０， ∫０

－ｈ２

∂
∂ｘ

ω２（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ＝ ０．

则

　 　 ∫
Ω

[ω２

∂ω１

∂ｘ
－ (∫ｚ

－ｈ２

∂
∂ｘ

ω２（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ )
∂ω１

∂ｚ ]ω１ｄＡ ＝ ０，

　 　 ∫
Ω

∂ｇ（ ｚ，ｔ）
∂ｘ

ω２ｄＡ ＝ ０，

其中 ｇ（ ｚ，ｔ） 是［ － ｈ２，０］ 上不依赖于 ｘ 的连续函数．

２　 先 验 界

引理 ４　 若 Ｔ０， Ｑ ∈ Ｌ∞（Ω），则式（７） 第三个方程的解 Ｔ 满足

　 　 ｓｕｐ
Ω

｜ Ｔ ｜ ≤ Ｔｍ， （２１）

其中　 　 Ｔｍ ＝ ｓｕｐΩ { ‖Ｑ‖∞ ， ‖Ｔ０‖∞ } ．
证明　 在方程（７）第三个方程的两边乘以 Ｔｐ－１，并在 Ω 上积分可得

　 　 １
ｐ

ｄ
ｄｔ∫ΩＴｐｄＡ ＋ ｐ － １

ｐ２ ∫Ω ｜ ÑＴｐ ／ ２ ｜ ２ｄＡ ＝ － β∫１
０
Ｔｐｄｘ ＋ ∫

Ω
ＱＴｐ－１ｄＡ －

　 　 　 　 ∫
Ω

[ｕ ∂Ｔ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂Ｔ
∂ｚ ]Ｔｐ－１ｄＡ ． （２２）

应用引理 ３ 可知式（２２）的右端第三项等于零．由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式，有

　 　 ∫
Ω
ＱＴｐ－１ｄＡ ≤ １

ｐ ∫ΩＱｐｄＡ ＋ ｐ － １
ｐ ∫

Ω
ＴｐｄＡ ． （２３）

所以
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　 　 ｄ
ｄｔ∫ΩＴｐｄＡ ≤ ∫

Ω
ＱｐｄＡ ＋ （ｐ － １）∫

Ω
ＴｐｄＡ ． （２４）

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，可得

　 　 ∫
Ω
ＴｐｄＡ ≤ ∫

Ω
Ｔｐ

０ｄＡｅ（ｐ－１） ｔ ＋ ∫ｔ
０
∫
Ω
ｅ（ｐ－１）（ ｔ －η）ＱｐｄＡｄη ．

所以

　 　 (∫
Ω
ＴｐｄＡ )

１ ／ ｐ
≤ { ∫

Ω
Ｔｐ

０ｄＡｅ（ｐ－１） ｔ ＋ ∫ｔ
０
∫
Ω
ｅ（ｐ－１）（ ｔ －η）ＱｐｄＡｄη }

１ ／ ｐ
． （２５）

在式（２５）中令 ｐ → ∞， 可得

　 　 ｓｕｐ
Ω

｜ Ｔ ｜ ≤ Ｔｍ ． （２６）

在式（２４）中取 ｐ ＝ ２， 有

　 　 ｄ
ｄｔ∫ΩＴ２ｄＡ ＋ １

２ ∫Ω ｜ ÑＴ ｜ ２ｄＡ ≤ ∫
Ω
Ｔ２ｄＡ ＋ ∫

Ω
Ｑ２ｄＡ ． （２７）

再次利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式我们可以得到以下引理．
引理 ５　 假设 Ｔ 是方程组（７） ～ （９）的解，且 Ｔ０， Ｑ ∈ Ｌ２（Ω） ．则

　 　 ∫
Ω
Ｔ２ｄＡ ＋ １

２ ∫
ｔ

０
∫
Ω
｜ ÑＴ ｜ ２ｄＡｄη ≤ Ｆ１（ ｔ），

其中　 　 Ｆ１（ ｔ） ＝ ∫
Ω
Ｔ２

０ｄＡｅｔ ＋ ∫ｔ
０
ｅｔ －ηＱ２ｄＡｄη ．

引理 ６　 设 （ｕ，ｖ） 为方程组（７） ～ （９）的解，且 ｕ０， ｖ０， Ｔ０ ∈ Ｌ２（Ω） ．则

　 　 ∫
Ω
ｕ２ｄＡ ＋ ∫

Ω
ｖ２ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ＋ ２∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡｄη ≤ Ｆ２（ ｔ），

其中　 　 Ｆ２（ ｔ） ＝ ∫
Ω
ｕ２

０ｄＡ ＋ ∫
Ω
ｖ２０ｄＡ ＋ ｈ２

２∫ｔ
０
Ｆ１（η）ｄη ．

证明　 取式（７）中的第一个方程和 ｕ 在 Ｌ２（Ω） 上的内积，有

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ∫Ωｕ２ｄＡ ＋ ∫

Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡ ＝

　 　 　 　 ｆ∫
Ω
ｕｖｄＡ － ∫

Ω
[ｕ ∂ｕ

∂ｘ
－ (∫ｚ

－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂ｕ
∂ｚ ]ｕｄＡ －

　 　 　 　 ∫
Ω

∂ｐｓ

∂ｘ
ｕｄＡ ＋ ∫

Ω
(∫０

ｚ

∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ )ｕｄＡ ． （２８）

应用引理 ３，并对式（２８）的右端第四项实施 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式，可得

　 　 ∫
Ω

(∫０
ｚ

∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ )ｕｄＡ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω

(∫０
ｚ
Ｔ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂ｕ

∂ｘ
ｄＡ ≤ １

２ ∫Ω (∂ｕ∂ｘ )
２
ｄＡ ＋

ｈ２
２

２ ∫ΩＴ２ｄＡ ． （２９）

于是再由引理 ５，有

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ωｕ２ｄＡ ＋ ∫

Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡ ≤ ２ｆ∫

Ω
ｕｖｄＡ ＋ ｈ２

２Ｆ１（ ｔ） ． （３０）

同理由式（７）的第二个方程可得

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ωｖ２ｄＡ ＋ ２∫

Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡ ≤－ ２ｆ∫

Ω
ｕｖｄＡ ． （３１）
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联合式（３０）和（３１）并使用式（８），可得

　 　 ｄ
ｄｔ (∫

Ω
ｕ２ｄＡ ＋ ∫

Ω
ｖ２ｄＡ ) ＋ ∫

Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡ ＋ ２∫

Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡ ≤ ｈ２

２Ｆ１（ ｔ） ． （３２）

对式（３２）从 ０ 到 ｔ 积分，可得

　 　 ∫
Ω
ｕ２ｄＡ ＋ ∫

Ω
ｖ２ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ＋ ２∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡｄη ≤ Ｆ２（ ｔ） ． （３３）

引理 ７　 设 （ｕ，ｖ） 为方程组（７） ～ （９）的解，且 ∂ｚｕ０， ∂ｚｖ０， Ｔ０ ∈ Ｌ２（Ω） ．则

　 　 ∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
２
ｄＡ ＋ ∫

Ω
( ∂ｖ∂ｚ )

２
ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ≤ Ｆ３（ ｔ），

其中　 　 Ｆ３（ ｔ） ＝ ∫
Ω

(
∂ｕ０

∂ｚ )
２
ｄＡ ＋ ∫

Ω
(
∂ｖ０
∂ｚ )

２
ｄＡ ＋ ２Ｆ１（ ｔ）Ｆ２（ ｔ） ＋ ６ ＋ ２

４
Ｆ２（ ｔ） Ｆ２（ ｔ） ．

证明　 将式（７）的第一个方程对 ｚ 求导，并与 ∂ｕ ／ ∂ｚ 在 Ｌ２（Ω） 上取内积，有

　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

∂
∂ｚ [∂ｕ∂ｔ ＋ ｕ ∂ｕ

∂ｘ
－ (∫ｚ

－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂ｕ
∂ｚ

－ ｆｖ ＋
∂ｐｓ

∂ｘ
－

　 　 　 　 (∫０
ｚ

∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) － μ１Δｕ ] ∂ｕ
∂ｚ

ｄＡｄη ＝ ０， （３４）

即

　 　 １
２ ∫Ω (∂ｕ∂ｚ )

２
ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ＝

　 　 　 　 １
２ ∫Ω (

∂ｕ０

∂ｚ )
２
ｄＡ － ∫ｔ

０
∫
Ω

[ｕ ∂２ ｕ
∂ｘ∂ｚ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂２ ｕ
∂ｚ２ ] ∂ｕ

∂ｚ
ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

∂ｖ
∂ｚ

∂ｕ
∂ｚ

ｄＡｄη － ∫ｔ
０
∫
Ω

∂Ｔ
∂ｘ

∂ｕ
∂ｚ

ｄＡｄη ． （３５）

利用引理 ３，并对式（３５）的最后一项实施 Ｈöｌｄｅｒ 不等式以及引理 ５ 和引理 ６，可得

　 　 － ∫ｔ
０
∫
Ω

∂Ｔ
∂ｘ

∂ｕ
∂ｚ

ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

(∂Ｔ∂ｘ )
２
ｄＡｄη∫ｔ

０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
２
ｄＡｄη ≤

Ｆ１（ ｔ）Ｆ２（ ｔ）
２

．

因此

　 　 １
２ ∫Ω (∂ｕ∂ｚ )

２
ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 １
２ ∫Ω (

∂ｕ０

∂ｚ )
２
ｄＡ ＋ ｆ∫ｔ

０
∫
Ω

∂ｖ
∂ｚ

∂ｕ
∂ｚ

ｄＡｄη ＋
Ｆ１（ ｔ）Ｆ２（ ｔ）

２
． （３６）

类似地，重复上述过程可得

　 　 １
２ ∫Ω ( ∂ｖ∂ｚ )

２
ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ＝

　 　 　 　 １
２ ∫Ω (

∂ｖ０
∂ｚ )

２
ｄＡ － ｆ∫ｔ

０
∫
Ω

∂ｖ
∂ｚ

∂ｕ
∂ｚ

ｄＡｄη － ∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ
∂ｖ
∂ｘ

－ ∂ｕ
∂ｘ

∂ｖ
∂ｚ ) ∂ｖ

∂ｚ
ｄＡｄη ． （３７）

应用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式、引理 ２ 和引理 ６，有

　 　 － ∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ
∂ｖ
∂ｘ

－ ∂ｕ
∂ｘ

∂ｖ
∂ｚ ) ∂ｖ

∂ｚ
ｄＡｄη ≤
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　 　 　 　 [∫ｔ
０
∫
Ω

( ∂ｖ∂ｘ )
２
ｄＡｄη ]

１ ／ ２

[∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
４
ｄＡｄη ]

１ ／ ４

[∫ｔ
０
∫
Ω

( ∂ｖ∂ｚ )
４
ｄＡｄη ]

１ ／ ４
＋

　 　 　 　 [∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｘ )
２
ｄＡｄη ]

１ ／ ２

[∫ｔ
０
∫
Ω

( ∂ｖ∂ｚ )
４
ｄＡｄη ]

１ ／ ２
≤

　 　 　 　
Ｆ２（ ｔ）

２ [∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
２
ｄＡｄη ＋ δ１∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ]

１ ／ ２
×

　 　 　 　 [∫ｔ
０
∫
Ω

( ∂ｖ∂ｚ )
２
ｄＡｄη ＋ δ２∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ]

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 Ｆ２（ ｔ） [∫ｔ
０
∫
Ω

( ∂ｖ∂ｚ )
２
ｄＡｄη ＋ δ３∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ] ≤

　 　 　 　 １
２

Ｆ２（ ｔ）
２

Ｆ２（ ｔ） ＋ δ１∫ｔ
０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄηé

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 １
２

Ｆ２（ ｔ）
２

Ｆ２（ ｔ）
２

＋ δ２∫ｔ
０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 Ｆ２（ ｔ）
Ｆ２（ ｔ）

２
＋ δ３∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

　 　 　 　 ６ ＋ ２
４

Ｆ２（ ｔ） Ｆ２（ ｔ） ＋ １
２

Ｆ２（ ｔ）
２

δ１∫ｔ
０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 １
２

Ｆ２（ ｔ）
２

δ２ ＋ Ｆ２（ ｔ） δ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ∫

ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη， （３８）

其中 δ１， δ２， δ３ 是任意的大于零的常数．把式（３８）代入到式（３７）然后令式（３６）和（３７）相加，
并取

　 　 δ１ ＝ ２
Ｆ２（ ｔ）

， δ２ ＝ １
２

２
Ｆ２（ ｔ）

， δ３ ＝ １
４

１
Ｆ２（ ｔ）

，

有

　 　 ∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
２
ｄＡ ＋ ∫

Ω
( ∂ｖ∂ｚ )

２
ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ≤ Ｆ３（ ｔ），

其中

　 　 Ｆ３（ ｔ） ＝ ∫
Ω

(
∂ｕ０

∂ｚ )
２
ｄＡ ＋ ∫

Ω
(
∂ｖ０
∂ｚ )

２
ｄＡ ＋

　 　 　 　 ２
Ｆ１（ ｔ）Ｆ２（ ｔ）

２
＋ ６ ＋ ２

４
Ｆ２（ ｔ） Ｆ２（ ｔ） ． （３９）

利用引理 ３（δ ＝ １）、 引理 ６ 和引理 ７，有

　 　 (∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
４
ｄＡｄη )

１ ／ ２
＋ (∫ｔ

０
∫
Ω

( ∂ｖ∂ｚ )
４
ｄＡｄη )

１ ／ ２
≤

　 　 　 　 Ｃ (∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
２
ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

( ∂ｖ∂ｚ )
２
ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

Ñ
∂ｕ
∂ｚ

２
ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω

Ñ
∂ｖ
∂ｚ

２
ｄＡｄη )

２
≤
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　 　 　 　 Ｃ (Ｆ２（ ｔ） ＋ Ｆ３（ ｔ） )
２
≐ Ｆ４（ ｔ） ． （４０）

３　 对热源的收敛性

设 （ｕ∗，ｖ∗，Ｔ∗，ｐ∗
ｓ ） 是当 Ｑ ＝ ０ 时方程组（７） ～ （９）的一组解．定义

　 　 ｕ ＝ ｕ － ｕ∗， ｖ ＝ ｖ － ｖ∗， Ｔ ＝ Ｔ － Ｔ∗， πｓ ＝ ｐｓ － ｐ∗
ｓ ， （４１）

则 （ｕ，ｖ，Ｔ，πｓ） 满足

　 　

∂ｕ
∂ｔ

－ Δｕ ＋ ｕ ∂ｕ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂ｕ
∂ｚ

＋ ｕ∗ ∂ｕ
∂ｘ

－

　 　 (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ∗（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂ｕ
∂ｚ

－ ｆｖ ＋
∂πｓ

∂ｘ
－ (∫０

ｚ

∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ＝ ０，

∂ｖ
∂ｔ

－ Δｖ ＋ ｕ ∂ｖ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂ｖ
∂ｚ

＋ ｕ∗ ∂ｖ
∂ｘ

－

　 　 (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ∗（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂ｖ
∂ｚ

－ ｆｕ ＝ ０，

∂Ｔ
∂ｔ

－ ΔＴ ＋ ｕ ∂Ｔ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂Ｔ
∂ｚ

＋ ｕ∗ ∂Ｔ
∂ｘ

－

　 　 (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ∗（ｘ，ζ，ｔ）ｄζ ) ∂Ｔ
∂ｚ

＝ Ｑ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（４２）

边界条件可以写为

　 　

∂ｕ
∂ｚ ｚ ＝ ０

＝ ０， ∂ｖ
∂ｚ ｚ ＝ ０

＝ ０， ｕ ｚ ＝ －ｈ２
＝ ｖ ｚ ＝ －ｈ２

＝ ０， （ｕ，ｖ） Γｓ
＝ ０，

∂Ｔ
∂ｚ ｚ ＝ ０

＝ － βＴ， ∂Ｔ
∂ｚ ｚ ＝ －ｈ２

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｘ Γｓ

＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４３）

初始条件为

　 　 （ｕ，ｖ，Ｔ） ｔ ＝ ０ ＝ （０，０，０） ． （４４）
定理 １　 设 （ｕ，ｖ，Ｔ） 是方程组（４２） ～ （４４）的解，且 Ｔ０ ∈ Ｌ∞（Ω） 以及 Ｔ０，ｕ０，ｖ０ ∈ Ｌ２（Ω） ．

则（ｕ，ｖ，Ｔ） 对 γ（ ｔ） ＞ ０ 满足

　 　 ∫
Ω

２ｈ２
２

π２ Ｔ２
ｍ（ｕ２ ＋ ｖ ２） ＋ Ｔ２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＡ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

ｈ２
２

π２ Ｔ
２
ｍ（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ ２ ｜ Ñｖ ｜ ２） ＋｜ ÑＴ ｜ ２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 γ（ ｔ）∫ｔ
０
∫ｓ

０
∫
Ω
ｅ∫

ｔ

ｓ
γ（η）ｄηＱ２ｄＡｄηｄｓ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
Ｑ２ｄＡｄη， （４５）

此式表明了方程组（７） ～ （９）的解对热源 Ｑ 的收敛性．
证明　 取式（４２）中的第二个方程与 ｕ 在 Ｌ２（Ω） 上的内积，有

　 　 １
２ ∫Ωｕ２ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ＝

　 　 　 　 ｆ∫ｔ
０
∫
Ω
ｕｖｄＡｄη － ∫ｔ

０
∫
Ω

∂πｓ

∂ｘ
ｕｄＡｄη ＋

７４３海洋动力学中二维黏性原始方程组解对热源的收敛性



　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

(∫０
ｚ

∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ζ，η）ｄζ )ｕｄＡｄη －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

[ｕ ∂ｕ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂ｕ
∂ｚ ]ｕｄＡｄη －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

[ｕ∗ ∂ｕ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ∗（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂ｕ
∂ｚ ]ｕｄＡｄη ． （４６）

对式（４６）的右端第二项和第五项实施引理 ３，对右端第三项实施分部积分和 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ
不等式，有

　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

(∫０
ｚ

∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ζ，η）ｄζ )ｕｄＡｄη ＝

　 　 　 　 － ∫ｔ
０
∫
Ω

(∫０
ｚ
Ｔ（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂ｕ

∂ｘ
ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 ｈ２
２∫ｔ

０
∫
Ω
Ｔ２ｄＡｄη ＋ １

４ ∫
ｔ

０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｘ )
２
ｄＡｄη ． （４７）

对右端第四项实施 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、引理 ２、引理 ６ 和式（４０），有

　 　 － ∫ｔ
０
∫
Ω

[ｕ ∂ｕ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂ｕ
∂ｚ ]ｕｄＡｄη ≤

　 　 　 　 [∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｘ )
２
ｄＡｄη ]

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω
ｕ４ｄＡｄη )

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 [∫ｔ
０
∫
Ω

(∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ )
２
ｄＡｄη ]

１ ／ ２
×

　 　 　 　 [∫ｔ
０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｚ )
４
ｄＡｄη ]

１ ／ ４

(∫ｔ
０
∫
Ω
ｕ４ｄＡｄη )

１ ／ ４
≤

　 　 　 　 Ｆ２（ ｔ） Ｃ (∫ｔ
０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη ＋ δ４∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ) ＋

　 　 　 　
Ｃｈ２

π
４ Ｆ４（ ｔ） [∫ｔ

０
∫
Ω

(∂ｕ∂ｘ )
２
ｄＡｄη ]

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη ＋ δ４∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη )

１ ／ ２
≤

　 　 　 　 ｂ１（ ｔ）∫ｔ
０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη ＋ ｂ２（ ｔ）δ４∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη， （４８）

其中 ｂ１（ ｔ），ｂ２（ ｔ） 是大于零的可加性函数， δ４ 是一个大于零的任意常数．基于上述结果，取 δ４ ＝
１ ／ （８ｂ２（ ｔ））， 则式（４６）可以写为

　 　 ∫
Ω
ｕ２ｄＡ ＋ ５

４ ∫
ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 ２ｆ∫ｔ
０
∫
Ω
ｕｖｄＡｄη ＋ ２ｈ２

２∫ｔ
０
∫
Ω
Ｔ２ｄＡｄη ＋ ２ｂ１（ ｔ）∫ｔ

０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη ． （４９）

现在取式（４２）中的第二个方程与 ｖ 在 Ｌ２（Ω） 上的内积，有

　 　 １
２ ∫Ω ｖ ２ｄＡ ＋ μ２∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡｄη ＝

　 　 　 　 － ｆ∫ｔ
０
∫
Ω
ｕｖｄＡｄη － ∫ｔ

０
∫
Ω

[ｕ ∂ｖ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂ｖ
∂ｚ ] ｖｄＡｄη －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

[ｕ∗ ∂ｖ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ∗（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂ｖ
∂ｚ ] ｖｄＡｄη ． （５０）

８４３ 李　 　 远　 　 飞



经过与式（４９）同样的计算，易得

　 　 ∫
Ω
ｖ ２ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 － ２ｆ∫ｔ
０
∫
Ω
ｕｖｄＡｄη ＋ ２ｂ３（ ｔ）∫ｔ

０
∫
Ω
ｖ ２ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 ｂ４（ ｔ）δ５∫ｔ
０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη， （５１）

其中 ｂ３（ ｔ），ｂ４（ ｔ） 是一个大于零的函数，δ５ 是一个大于零的任意常数．联合式（４９） 和（５１） 并取

δ５ ＝ １ ／ （８ｂ４（ ｔ））， 可得

　 　 ∫
Ω
ｕ２ｄＡ ＋ ∫

Ω
ｖ ２ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 ２ｈ２
２∫ｔ

０
∫
Ω
Ｔ２ｄＡｄη ＋ ２ｂ１（ ｔ）∫ｔ

０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη ＋ ２ｂ３（ ｔ）∫ｔ

０
∫
Ω
ｖ ２ｄＡｄη ． （５２）

取式（４２）的第三个方程与 Ｔ 在 Ｌ２（Ω） 上的内积，有

　 　 １
２ ∫ΩＴ２ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ ÑＴ ｜ ２ｄＡｄη ＝

　 　 　 　 － ∫ｔ
０
∫
Ω

[ｕ ∂Ｔ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂Ｔ
∂ｚ ]ＴｄＡｄη －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

[ｕ∗ ∂Ｔ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ∗（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂Ｔ
∂ｚ ]ＴｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ＱＴｄＡｄη ． （５３）

利用分部积分、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、引理 ４、引理 ５ 和算术几何平均不等式，有

　 　 － ∫ｔ
０
∫
Ω

[ｕ ∂Ｔ
∂ｘ

－ (∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ ) ∂Ｔ
∂ｚ ]ＴｄＡｄη ＝

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω
ｕＴ ∂Ｔ

∂ｘ
ｄＡｄη － ∫ｔ

０
∫
Ω

(∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ )Ｔ ∂Ｔ
∂ｚ

ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 Ｔｍ (∫ｔ
０
∫
Ω

(∂Ｔ∂ｘ )
２
ｄＡｄη )

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη )

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 Ｔｍ (∫ｔ
０
∫
Ω

(∫ｚ
－ｈ２

∂
∂ｘ

ｕ（ｘ，ζ，η）ｄζ )
２
ｄＡｄη )

１ ／ ２

(∫ｔ
０
∫
Ω

(∂Ｔ∂ｚ )
２
ｄＡｄη )

１ ／ ２
≤

　 　 　 　 １
２ ∫

ｔ

０
∫
Ω

(∂Ｔ∂ｘ )
２
ｄＡｄη ＋ １

２
Ｔ２

ｍ∫ｔ
０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη ＋

　 　 　 　
ｈ２

２

２π２ Ｔ
２
ｍ∫ｔ

０
∫
Ω

( ∂ｕ
∂ｘ )

２
ｄＡｄη ＋ １

２ ∫
ｔ

０
∫
Ω

(∂Ｔ∂ｚ )
２
ｄＡｄη ． （５４）

再由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和算术几何平均不等式，可得

　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω
ＱＴｄＡｄη ≤ １

２ ∫
ｔ

０
∫
Ω
Ｑ２ｄＡｄη ＋ １

２ ∫
ｔ

０
∫
Ω
Ｔ２ｄＡｄη ． （５５）

对式（５３）中的右端第二项实施引理 ３，然后把式（５４）和（５５）代入到式（５３），可得

　 　 ∫
Ω
Ｔ２ｄＡ ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
｜ ÑＴ ｜ ２ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 Ｔ２
ｍ∫ｔ

０
∫
Ω
ｕ２ｄＡｄη ＋

ｈ２
２

π２ Ｔ
２
ｍ∫ｔ

０
∫
Ω

( ∂ｕ
∂ｘ )

２
ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
Ｔ２ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
Ｑ２ｄＡｄη ． （５６）

接下来，在式（５２）的两边乘以 （２ｈ２
２ ／ π２）Ｔ２

ｍ 再和式（５６）相加，可得

９４３海洋动力学中二维黏性原始方程组解对热源的收敛性



　 　 ∫
Ω

２ｈ２
２

π２ Ｔ２
ｍ（ｕ２ ＋ ｖ ２） ＋ Ｔ２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＡ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

ｈ２
２

π２ Ｔ
２
ｍ（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ ２ ｜ Ñｖ ｜ ２） ＋｜ ÑＴ ｜ ２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＡｄη ≤

　 　 　 　 γ（ ｔ）∫ｔ
０
∫
Ω

２ｈ２
２

π２ Ｔ２
ｍ（ｕ２ ＋ ｖ ２） ＋ Ｔ２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＡｄη ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
Ｑ２ｄＡｄη， （５７）

其中

　 　 γ（ ｔ） ＝ ｍａｘ { １ ＋
２ｈ２

４

π２ Ｔ２
ｍ， ２ｂ１（ ｔ） ＋ π２

２ｈ２
２

， ２ｂ３（ ｔ） } ．

所以

　 　 ｄ
ｄｔ ∫

ｔ

０
∫
Ω

２ｈ２
２

π２ Ｔ２
ｍ（ｕ２ ＋ ｖ ２） ＋ Ｔ２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＡｄηｅ －∫ｔ０γ（η）ｄη{ } ≤

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω
ｅ －∫ｔ０γ（η）ｄηＱ２ｄＡｄη ． （５８）

对式（５８）从 ０ 到 ｔ 积分

　 　 ∫ｔ
０
∫
Ω

２ｈ２
２

π２ Ｔ２
ｍ（ｕ２ ＋ ｖ ２） ＋ Ｔ２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＡｄη ≤ ∫ｔ

０
∫ｓ

０
∫
Ω
ｅ∫

ｔ

ｓ
γ（η）ｄηＱ２ｄＡｄηｄｓ ． （５９）

再将式（５９）代入到式（５７）即可完成定理 １ 的证明．

４　 总　 　 结

本文对海洋动力学中原始方程组中的热源进行了收敛性分析．通过推导方程组的先验界，
引入辅助函数，证明了方程组的解对热源具有收敛性．大多文献主要关注原始方程组的适定

性，本文的研究是对文献的一个有益补充，而且这方面的研究还可以持续下去．比如下一步可

以继续研究方程组对黏性系数的收敛性， 在“能量” 函数中必然会缺少‖Ñｕ‖， 这会对式（４８）
的推导带来一定的困难，这将是接下来研究的一个方向．
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