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摘要：　 基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换方法，对移动荷载作用下三维、二维和一维轨道⁃地基模型的振动响应特

征进行了研究，将轨道视为 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁，比较了不同速度和地基厚度下各计算模型之间的响应

差异．研究结果表明：三维模型存在一个地基等效刚度，为波数和频率的函数．二维和三维模型的临

界速度较为接近，但比一维地基梁模型要小得多．荷载速度小于地基临界速度时，三维模型的梁挠

度幅值最小，二维模型次之，一维模型梁挠度最大．当荷载速度达到或超过临界速度时，二维模型的

梁挠度幅值变得最大，此时三者的挠度时程曲线存在明显差别．二维和三维模型的地层水平位移幅

值先随地基深度增加而增大，在某一深度达到最大值后随深度增加逐渐减小，竖向位移幅值则随

深度的增加逐渐减小．
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引　 　 言

轨道交通运行引起的轨道与地基振动一直是人们关注的问题．在软土地区，列车运行速度

较大时有可能超过轨道⁃地基系统的临界速度而引发共振，造成轨道的挠度响应过大，严重威

胁到列车的运行安全［１⁃２］ ．对于列车运行引起的轨道⁃地基响应，前人提出了不同的理论计算模

型，包括一维地基梁模型、二维和三维轨道⁃地基模型．例如，Ｋｅｎｎｅｙ［３］ 首次分析了移动荷载作

用下弹性地基上 Ｅｕｌｅｒ 梁的稳态响应问题；杨燕等［４］采用高阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断分析了车路耦合非

线性振动，将道路模型视为非线性的黏弹性地基梁模型；陈启勇等［５］ 基于声子晶体理论研究

了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基梁的带隙特征，分析了弹性地基梁的减振特性．在轨道⁃地基二维模型方面，
Ｍｅｔｒｉｋｉｎｅ 和 Ｖｒｏｕｗｅｎｖｅｌｄｅｒ［６］、Ｚｈｏｕ 等［７］ 采用梁⁃地层二维平面模型分析了隧道内列车移动引
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起的地层振动响应．三维轨道⁃地基计算模型方面，Ｍｅｔｒｉｋｉｎｅ 等［８］研究了有限厚度半空间上 Ｅｕ⁃
ｌｅｒ 梁的振动响应，对三维地基的等效刚度和轨道⁃地基三维模型的临界速度进行了研究；王常

晶和陈云敏［９］将轨道视为 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁，根据轨道与地基刚度的相对关系，讨论了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎ⁃
ｋｏ 梁⁃半空间地基系统 ４ 种情况下的临界速度．

尽管目前对于移动荷载下轨道⁃地基系统振动响应的研究很多，但对于不同解析计算模型

适用效果及其响应结果差异研究仍较为少见，已有的一些对比研究主要是针对横截面内列车

振动响应差异展开的，例如 Ａｎｄｅｒｓｅｎ 和 Ｊｏｎｅｓ［１０］、Ｘｕ 等［１１］都比较了地铁列车运行引起的二维

模型和三维模型在横断面内的振动响应差异，对于纵向上模型的响应差异没有涉及．列车运行

引起的轨道⁃地基振动响应本质上是一个移动荷载作用下的三维动力问题，由于采用三维模型

计算分析往往较为复杂，计算工作量大，在某些情况下采用纵向二维轨道⁃地基模型或一维地

基梁模型进行简化分析也是一种近似的方法．然而，采用纵向二维或一维轨道⁃地基模型近似

三维模型进行计算时，不同模型的响应计算结果必然存在一定的差异．因此，有必要对二维和

一维模型的近似效果进行对比分析，模型的适用性也需做进一步的验证．基于此，本文拟对移

动荷载作用下三维、二维和一维轨道⁃地基模型的振动响应进行对比分析，对比不同因素下 ３
种计算模型的响应差异，研究结果可为轨道交通环境振动分析模型的选择提供一定的参考．

１　 轨道⁃地基计算模型

在 ３ 种轨道⁃地基计算模型中，轨道都简化为有限宽度的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁（Ｔ 梁），下卧地层

分别为有限厚度的三维黏弹性均匀地基、二维地基和一维黏弹性 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 地基．下面分别对

这 ３ 种计算模型进行简要介绍．
１．１　 Ｔ 梁⁃黏弹性地基三维模型

Ｔ 梁⁃黏弹性三维地基模型如图 １ 所示，轨道为作用在地基表面的 Ｔ 梁，梁的横向宽度为

２ａ，假设梁与地基光滑接触，梁底地基反力均匀分布．梁上作用的总荷载大小为 ｐ０，荷载在梁表

面沿宽度范围内均匀分布，荷载移动速度为 ｖ０，地基厚度为 Ｈ ．

图 １　 三维轨道⁃地基模型

Ｆｉｇ． １　 Ａ ３Ｄ ｔｒａｃｋ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ

采用修正形式的 Ｔ 梁振动方程［１２］，同时参考文献［１３］中弹性半空间上有限宽度梁的振

动表达形式，将 Ｔ 梁的振动方程表示如下：

　 　 ＥＩｚ
∂４Ｗ０

∂ｘ４
＋ ｍｂ

∂２Ｗ０

∂ｔ２
－ ρｂＩｚ ＋
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　 　 　 　 １ －
ＥＩｚ
κＧＡ

∂２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ０δ（ｘ － ｖ０ ｔ）， （１）

式中， ｑｚ（ｘ，ｔ） 是梁底部地基反力，向上为正，Ｎ ／ ｍ； Ｗ０（ｘ，ｔ） 为 Ｔ 梁的挠度，ｍ； ＥＩｚ，ｋＧＡ 分别为 Ｔ
梁的抗弯刚度和抗剪切刚度，Ｎ·ｍ２； ｍｂ 为单位长度梁质量，ｋｇ ／ ｍ； ρｂＩｚ 为梁转动惯性矩，ｋｇ·ｍ ．

式（１）中我们假设梁底地基反力 ｑｚ（ｘ，ｔ） 沿梁的宽度方向均匀分布，则作用在地基表面的

分布荷载 ｑ（ｘ，ｙ，０，ｔ） 可表示为

　 ｑ（ｘ，ｙ，０，ｔ） ＝ － Ｈ（ａ － ｙ ）
ｑｚ（ｘ，ｔ）

２ａ
， （２）

式中， Ｈ（ａ － ｙ ） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，满足

　 　 Ｈ（ａ － ｙ ） ＝
１，　 　 ｙ ≤ ａ，
０，　 　 ｙ ＞ ａ ．{ （３）

事实上，Ｔ 梁作用在地表的分布荷载即为地表法向应力，故
　 　 ｑ（ｘ，ｙ，０，ｔ） ＝ σｚｚ（ｘ，ｙ，０，ｔ），

σｚｚ（ｘ，ｙ，０，ｔ） 为地表竖向正应力，以受拉为正，受压为负．
对于三维黏弹性地基，其振动方程为［９］

　 　 Ｇ Ñ２Ｕ ＋ （λ ＋ Ｇ）Ñ（Ñ·Ｕ） ＝ ρ ｓ
∂２Ｕ
∂ｔ２

， （４）

式中， Ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ （ｕ，ｖ，ｗ）， 为地基纵向、横向和竖向位移； λ，Ｇ 为考虑地基黏弹性特征的刚

度系数，其中

　 　 λ ＝ λ ＋ λ∗（∂ ／ ∂ｔ）， Ｇ ＝ Ｇ ＋ Ｇ∗（∂ ／ ∂ｔ），
λ，Ｇ 为地基 Ｌａｍé 常数， λ∗，Ｇ∗ 为对应的黏性系数， ρ ｓ 为地基密度．

假设地表剪切应力为零，同时假设 Ｔ 梁的挠度等于地表中心线处的竖向位移，则有限厚

度的三维地基⁃梁模型的边界条件可以统一表示如下：

　 　

ｑ（ｘ，ｙ，０，ｔ） ＝ σ ｚｚ（ｘ，ｙ，０，ｔ），
τ ｘｚ（ｘ，ｙ，０，ｔ） ＝ ０，
τ ｙｚ（ｘ，ｙ，０，ｔ） ＝ ０，

Ｗ０（ｘ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，０，０，ｔ），
Ｕ（ｘ，ｙ，Ｈ，ｔ） ＝ （０，０，０） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（５）

本文 Ｔ 梁⁃三维地基接触条件借鉴了文献［１４］中的简化分析方法 １，即假设 Ｔ 梁底部的正

应力在横向上均匀分布，Ｔ 梁挠度等于地基表面中心线竖向位移．根据文献［１４］的研究结果，
在现有的列车速度下，简化分析方法与准确分析方法得到的计算结果差别不大，足以用来分析

移动荷载引起的轨道与地基振动响应．
参考文献［８］的解答，通过引入位移势函数，并对 ｘ，ｙ，ｔ 进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，得到波数⁃频率

域下 Ｔ 梁的位移表达式如下：

　 　 Ｗ０（ｋ１，ω） ＝
１ ＋

ＥＩｚｋ２
１

κＧＡ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ２πｐ０δ（ω ＋ ｋ１ｖ０）

Ｄ（ｋ１，ω） ＋ １ ＋
ＥＩｚｋ２

１

κＧＡ
æ

è
ç

ö

ø
÷ χ ｌａｙｅｒ

ｅｑ

， （６）
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式中

　 　

Ｄ（ｋ１，ω） ＝ ＥＩｚｋ２
１ － ｍｂω ２ － ρ ｂＩｚ ＋

ｍｂＥＩｚ
κＧＡ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ２

１ω ２，

χ ｌａｙｅｒ
ｅｑ （ω，ｋ１） ＝

－ ２π
ｃ ２
Ｔ

ω ２（Ｇ ＋ ｉωＧ∗）

∫＋∞

－∞
ＲＬ

Ｎｕｍ（ｋ２）
Ｄｅｎ（ｋ２）

ｓｉｎ（ａｋ２）
ａｋ２

ｄｋ２

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

　 　

Ｎｕｍ（ｋ２） ＝ Ｋ２ｓｉｎｈ（ＨＲＴ）ｃｏｓｈ（ＨＲＬ） － ＲＬＲＴｓｉｎｈ（ＨＲＬ）ｃｏｓｈ（ＨＲＴ），

Ｄｅｎ（ｋ２） ＝ Ｋ２（４Ｒ２
ＬＲ２

Ｔ ＋ γ ２）ｓｉｎｈ（ＨＲＬ）ｓｉｎｈ（ＨＲＴ） ＋ ４Ｋ２γＲＬＲＴ －

　 　 ＲＬＲＴ（４Ｋ４ ＋ γ ２）ｃｏｓｈ（ＨＲＬ）ｃｏｓｈ（ＨＲＴ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）

然后可得到地基位移的表达式为

　 　

ｕ（ｋ１，ｋ２，ｚ，ω） ＝ ｉｋ１（Ｂ１ｓｉｎｈ（ ｚＲＬ） ＋ Ｂ２ｃｏｓｈ（ ｚＲＬ） ＋

　 　 ＲＴ（Ｂ３ｓｉｎｈ（ ｚＲＴ） ＋ Ｂ４ｃｏｓｈ（ ｚＲＴ））），

ｖ（ｋ１，ｋ２，ｚ，ω） ＝ ｉｋ２（Ｂ１ｓｉｎｈ（ ｚＲＬ） ＋ Ｂ２ｃｏｓｈ（ ｚＲＬ） ＋

　 　 ＲＴ（Ｂ３ｃｏｓｈ（ ｚＲＴ） ＋ Ｂ４ｓｉｎｈ（ ｚＲＴ））），

ｗ（ｋ１，ｋ２，ｚ，ω） ＝ ＲＬ（Ｂ１ｃｏｓｈ（ ｚＲＬ） ＋ Ｂ２ｓｉｎｈ（ ｚＲＬ）） ＋

　 　 （ｋ２
１ ＋ ｋ２

２）（Ｂ３ｃｏｓｈ（ ｚＲＴ） ＋ Ｂ４ｓｉｎｈ（ ｚＲＴ）） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（９）

式（６） ～ （９）中， ｋ１，ｋ２ 为 ｘ，ｙ对应的波数；ω 为圆频率；Ｄ（ｋ１，ω） 为 Ｔ 梁自由振动对应的频

散曲线； χ ｌａｙｅｒ
ｅｑ 为三维地基的等效刚度； Ｂ１ ～ Ｂ４，ＲＬ，ＲＴ，γ，Ｋ 等参数的具体形式详见文献［８］．

１．２　 二维地基⁃梁模型

不考虑地基的横向振动，建立平面应变条件下的纵向二维轨道⁃地基模型，如图 ２ 所示．

图 ２　 二维轨道⁃地基模型

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ２Ｄ ｔｒａｃｋ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ

此时 Ｔ 梁的振动方程变为

　 　 ２ａ １ －
ＥＩｚ
κＧＡ

∂２

∂ｘ２
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è
ç
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ø
÷ σ ｚｚ ｘ，０，ｔ( ) ＝ ＥＩｚ

∂４Ｗ０

∂ｘ４
＋ ｍｂ
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－

　 　 　 　 ρ ｂＩｚ ＋
ｍｂＥＩｚ
κＧＡ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂４Ｗ０

∂ｘ２∂ｔ２
－ １ －

ＥＩｚ
κＧＡ

∂２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ０δ（ｘ － ｖ０ ｔ） ． （１０）

可以看出，二维地基的振动方程与三维地基形式一致，此时 Ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ （ｕ，ｗ）， 没有了横

向位移．Ｌａｍé 常数 λ， Ｇ 为平面应变条件下的取值，其他参数与三维地基模型一致．二维地基模

型应满足如下条件：
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Ｕ（ｘ，Ｈ，ｔ） ＝ （０，０），
τ ｘｚ（ｘ，０，ｔ） ＝ ０，

Ｗ０（ｘ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，０，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１１）

对于二维模型的解答，可借鉴 Ｍｅｔｒｉｋｉｎｅ 和 Ｖｒｏｕｗｅｎｖｅｌｄｅｒ［６］ 的解答，只是这里地层边界条

件有所改变，最终得到地基位移表达式如下：

　 　
ｕ（ｋ１，ｚ，ω） ＝ ｉｋ１（Ａ１ｅｚ Ｒ Ｌ ＋ Ａ２ｅ

－ｚ Ｒ Ｌ） ＋ ＲＴ（Ａ３ｅｚ Ｒ Ｔ ＋ Ａ４ｅ
－ｚ Ｒ Ｔ），

ｗ（ｋ１，ｚ，ω） ＝ ＲＬ（Ａ１ｅｚ Ｒ Ｌ － Ａ２ｅ
－ｚ Ｒ Ｌ） － ｉｋ１（Ａ３ｅｚ Ｒ Ｔ ＋ Ａ４ｅ

－ｚ Ｒ Ｔ） ．{ （１２）

此时，地表 Ｔ 梁的挠度变为

　 　 Ｗ０（ｋ１，ω） ＝ ｗ（ｋ１，０，ω） ＝ ＲＬ（Ａ１ － Ａ２） － ｉｋ１（Ａ３ ＋ Ａ４） ． （１３）
式（１２）、（１３）中，系数 Ａ１ ～ Ａ４，ＲＬ，ＲＴ 的具体形式可见文献［６］．

１．３　 一维地基⁃梁模型

一维轨道⁃地基模型如图 ３ 所示，地基模型选择黏弹性 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 地基，相对于 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地
基模型，该模型可以同时反映地基的压缩刚度和剪切刚度，更为合理．

图 ３　 一维轨道⁃地基模型

Ｆｉｇ． ３　 Ａ １Ｄ ｔｒａｃｋ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ

一维 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 地基梁的振动方程如下：

　 　 ＥＩｚ
∂４Ｗ０

∂ｘ４
＋ ｍｂ

∂４Ｗ０

∂ｘ４
＋ １ －

ＥＩｚ
κＧＡ

∂２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｋｓＷ０ ＋ ｃｓＷ０）２ａ － ２ａＧ０

∂２Ｗ０

∂ｘ２
－

　 　 　 　 ρ ｂＩｚ ＋
ｍｂＥＩｚ
κＧＡ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂４Ｗ０

∂ｘ２∂ｔ２
＝ １ －

ＥＩｚ
κＧＡ

∂２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ０δ（ｘ － ｖ０ ｔ）， （１４）

式中， ｋｓ 为地基压缩刚度； Ｇ０ 为地基剪切刚度； ｃｓ 为地基阻尼，阻尼假设与前面地基黏性系数

一致．根据弹性空间法［１５］，可确定地基刚度 ｋｓ ＝ Ｅｓ ／ Ｈ，Ｇ０ ＝ ＧｓＨ ／ ３， 其中 Ｅｓ，Ｇｓ 为弹性模量和剪

切模量， Ｈ 为地基厚度．
利用双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，即可得到一维轨道⁃地基模型的挠度表达式如下：

　 　 Ｗ０（ｋ１，ω） ＝
１ ＋

ＥＩｚｋ２
１

κＧＡ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ２πｐ０δ（ω ＋ ｋ１ｖ０）

Ｄ（ｋ１，ω） ＋ １ ＋
ＥＩｚｋ２

１

κＧＡ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｋｓ ＋ ｉｃｓω）

． （１５）

２　 计算结果与分析

２．１　 轨道⁃地基模型相关参数

不同轨道⁃地基的计算参数如表 １ 所示，假设 ｐ０ ＝ ８０ ｋＮ，为列车单侧轮对所能承担的最大
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轮轴荷载．地基弹性模量为 ２５ ＭＰａ，为中等压缩性地层．
表 １　 不同轨道⁃地基模型参数［１６］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｒａｃｋ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌｓ［１６］

Ｅｓ ／ ＭＰａ ν λ ／ ＭＰａ Ｇ ／ ＭＰａ λ∗ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－２） Ｇ∗ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－２）

２５ ０．３ １４．４２ ９．６２ ３Ｅ４ ３Ｅ４

ＥＩｚ ／ （Ｎ·ｍ２） κＧＡ ／ ＭＮ ｍｂ ／ （ｋｇ·ｍ－１） ρｂ Ｉｚ ／ （ｋｇ·ｍ） Ｃｐ ／ （ｍ·ｓ－１） Ｃｔ ／ （ｍ·ｓ－１）

４．７３２Ｅ７ １．１８３Ｅ３ １ ０００ ３．３３ １４０．７ ７５．２

ｋｓ ／ （Ｎ·ｍ－２） ｃｓ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－２） Ｇ０ ／ （Ｎ·ｍ－１） ｐ０ ／ ｋＮ ｖ０ ／ （ｍ·ｓ－１） ２ａ ／ ｍ

２．７８Ｅ６ ３Ｅ４ ２．８９Ｅ７ ８０ ２０ ２．０

２．２　 三维黏弹性地基的等效刚度

采用三维地基⁃轨道模型计算梁的挠度时会得到一个地基等效刚度 χ ｌａｙｅｒ
ｅｑ ， 其物理意义为三

维地基近似等效为一维地基弹簧的压缩刚度．从地基等效刚度表达式来看，移动荷载下的地基

等效刚度除与地基自身刚度有关外，还是波数 ｋ１ 和频率 ω 的函数，且受地基厚度的影响．图 ４
给出了不同地基厚度下地基等效刚度与相速度的关系，横坐标为相速度比 Ｖｐｈ ／ Ｃ ｔ，Ｖｐｈ ＝ ω ／ ｋ１，
Ｃ ｔ 为地基的剪切波速．地基等效刚度包含实部和虚部，实部代表地基弹簧的压缩刚度，控制地

基弹性变形；虚部代表地基弹簧的阻尼，控制地基中能量的耗散．可以看出，随着地层厚度的增

加，等效刚度幅值会有轻微减小，地基厚度在 ９，１８，２７ ｍ 对应的初始地基刚度分别为 ２．１５６×
１０７，２．１２６×１０７，２．１００×１０７ Ｎ ／ ｍ ．

（ａ） Ｈ ＝ ９ ｍ

（ｂ） Ｈ ＝ １８ ｍ （ｃ） Ｈ ＝ ２７ ｍ
图 ４　 不同地层厚度下地基等效刚度与相速度的关系

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｇｒｏｕｎｄ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｏｉｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ
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从地基等效刚度实部和虚部曲线变化来看，地基等效刚度都存在一个临界相速度．当速度

达到临界相速度时，实部下降到一极小值，而虚部变化不大，地基等效刚度幅值达到最小，产生

的轨道挠度最大，地基⁃轨道系统发生共振现象．由于本文考虑了地基的阻尼，所以当列车速度

达到临界相速度时，地基等效刚度没有降为零，否则发生共振时梁的挠度将变为无穷大．当荷

载速度超过临界相速度后，地基刚度实部在短暂回升后快速减小，虚部开始快速增大，表明地

基的阻尼显著增加，荷载移动产生的梁振动能都被地基耗散，地基的等效刚度不断增大，轨道

挠度呈现减小趋势．
地基的临界相速度与波数 ｋ１ 有关，比较不同地基厚度下地基临界相速度随波数变化规

律，如图 ５ 所示，不同地层厚度下的临界相速度都随着波数的增加而降低．不过，地层厚度越

大，波数对临界相速度的影响就越小，临界相速度的值变化范围越小．不同波数和地层厚度下

的临界相速度都趋于一稳定值，该稳定值接近于地基的剪切波速．因此，当地基为半无限空间

时，不同波数下的地基临界相速度近似地基的剪切波速．

图 ５　 不同地层厚度下临界相速度比与波数的关系 图 ６　 Ｔ 梁挠度与速度的关系 （Ｈ ＝ ９ ｍ）
Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｈａｓｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ Ｔ ｂｅａｍ

ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｕｎｄｅｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｓｐｅｅｄ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒｏｕｎｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ （Ｈ ＝ ９ ｍ）

２．３　 不同计算模型 Ｔ 梁挠度响应对比

２．３．１　 列车速度的影响

以 Ｈ ＝ ９ ｍ 为例，计算出 ３ 种模型 Ｔ 梁挠度幅值与荷载速度的关系，如图 ６ 所示．各计算模

型的梁挠度都是先随着速度的增加而增加，在临界速度处达到最大值，随后随着列车速度增加

梁挠度减小．３ 种计算模型得到的临界速度明显不同，一维地基⁃轨道模型的临界速度最大，为
２９０ ｍ ／ ｓ，二维地基⁃轨道模型次之，为 ８５ ｍ ／ ｓ，三维轨道⁃地基模型最小，为 ７５ ｍ ／ ｓ，接近地基的

剪切波速；二维和三维轨道⁃地基模型的临界速度较接近，一维模型的变化较大，表明把均匀地

基直接等效为地基弹簧会高估轨道⁃地基系统的临界速度．从挠度结果看，在荷载速度较低时

（本文为小于 ５０ ｍ ／ ｓ），三维 Ｔ 梁⁃地基模型的挠度最小，二维模型次之，一维地基模型最大，这
表明采用一维地基梁模型的挠度误差最大，纵向二维模型次之，轨道⁃地基三维模型计算最为

合理．随着荷载速度的增加，二维平面应变模型的梁挠度增加最快，其临界速度处对应的梁挠

度峰值最大，达到 ３．７８ ｍｍ，远大于三维模型的 １．５６ ｍｍ 和一维模型的 ２．６７ ｍｍ，表明纵向二维

地基⁃轨道模型受荷载速度的影响最明显．
比较不同速度下 ３ 种模型的梁挠度曲线，如图 ７ 所示．当列车速度小于临界速度时，三者

的挠度曲线相似，挠度曲线都类似于静载作用下的结果，挠度曲线在荷载作用点两侧对称分

布，此时三维地基模型的梁挠度峰值最小，挠度影响范围也最小，二维地基模型次之，一维地基

１４７移动荷载作用下黏弹性地基⁃Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁振动响应对比分析



模型计算结果最大．当荷载速度达到三维地基临界速度时，挠度曲线开始变得不对称，挠度峰

值向荷载后方一侧移动，如图 ７（ｂ）所示，二维模型的梁挠度最大，三维模型最小，一维模型因

还未达到临界速度，挠度曲线仍基本呈现对称分布．当荷载速度超过一维模型临界速度时，梁
挠度曲线进一步发生变化，如图 ７（ｃ）和图 ７（ｄ）所示，荷载作用点前后的挠度曲线明显不同，
二维和三维模型荷载后方的梁挠度波动显著增强，影响范围大大增加，荷载前方的挠度被抑

制，但一维地基模型的梁挠度波动程度和影响范围要小得多，仅荷载前方挠度曲线有轻微的波

动．可见，将地层视为均匀地基，二维和三维模型的梁挠度响应规律较为接近，一维模型的挠度

则存在较大差异．

（ａ） ｖ０ ＝ ２０ ｍ ／ ｓ （ｂ） ｖ０ ＝ ８０ ｍ ／ ｓ

（ｃ） ｖ０ ＝ ３５０ ｍ ／ ｓ（３Ｄ， ２Ｄ） （ｄ） ｖ０ ＝ ３５０ ｍ ／ ｓ（１Ｄ）

图 ７　 不同速度下 Ｔ 梁挠度曲线对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ Ｔ ｂｅａｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄ ｓｐｅｅｄｓ

２．３．２　 地基厚度的影响

地基厚度对 Ｔ 梁挠度影响如图 ８ 所示，可以看出，地基厚度对 ３ 种计算模型的影响程度明
显不同．地基厚度对二维和三维轨道⁃地基模型的影响类似，地基厚度增加会使得系统的临界
速度有所降低，地基厚度从 ９ ｍ 增至 ２７ ｍ 时，三维地基临界速度从 ７５ ｍ ／ ｓ 降为 ７０ ｍ ／ ｓ，二维
模型从 ８５ ｍ ／ ｓ 降至 ８０ ｍ ／ ｓ ．不过，三维模型受地基厚度影响要比二维模型弱得多，当地基厚度
从 ９ ｍ 变为 ２７ ｍ 时，三维模型梁挠度增加不大，但二维模型增加较多，特别是临界速度下的挠
度值．可见，采用二维轨道⁃地基模型分析列车振动时，会高估地层挠度．另外，研究发现，地基厚
度增加主要对临界速度前的 Ｔ 梁挠度有影响，对临界速度后的梁挠度改变不大．对于一维 Ｐａｓ⁃
ｔｅｒｎａｋ 地基梁模型，情况则有所不同．地基厚度增加会减少地基弹簧的压缩刚度，但会增加地基
抗剪切刚度，其最终结果是 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 地基梁的临界速度随着地基厚度的增加而增加，与二维
和三维模型规律相反．不过，尽管地基厚度增加，但临界速度对应的梁挠度并没有多大改变，甚
至还有轻微的下降，这应该也与 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 地基剪切刚度增强有关．可见，地基厚度增加对一维
地基梁挠度影响与二维和三维轨道⁃地基模型存在较大差异．
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（ａ） Ｔ 梁⁃地基三维模型

（ａ） ３Ｄ Ｔ ｂｅａｍ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ

（ｂ） Ｔ 梁⁃地基二维模型 （ｃ） Ｔ 梁⁃地基一维模型

（ｂ） ２Ｄ Ｔ ｂｅａｍ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ （ｃ） １Ｄ Ｔ ｂｅａｍ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ
图 ８　 不同地基厚度下 Ｔ 梁挠度与速度的关系

Ｆｉｇ． ８　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ Ｔ ｂｅａｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｓｐｅｅｄ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒｏｕｎｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ

（ａ） 纵向位移 （ｂ） 竖向位移

（ａ） Ｔｈｅ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｍｅｎｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
图 ９　 Ｔ 梁⁃地基二维和三维模型地基位移对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｇｒｏｕｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ２Ｄ ａｎｄ ３Ｄ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌｓ
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２．４　 地层位移响应对比

最后比较二维和三维计算模型的地层位移，以列车速度 ２０ ｍ ／ ｓ 为例，纵向平面内的位移

对比如图 ９ 所示．可以看出，二维和三维模型的地基位移随深度变化规律一致，二维模型计算

结果偏大，纵向和竖向位移最大差距可达 ３９％和 ４３％．地层内部纵向位移和竖向位移随深度的

变化规律不一致，纵向位移幅值先随深度增加而增加，在轨道下某一深度达到峰值后再随深度

的增加而减小，竖向位移幅值则随深度的增加不断减小，最终变为 ０．二维和三维计算模型地表

面的位移差距最大，随着深度增加，差异逐渐减少．
比较两种计算模型某一深度处地基位移沿纵向水平距离的变化，如图 １０ 所示，可见，在列

车速度不大时，地层内部位移分布规律一致，但二维模型的位移幅值偏大，荷载影响范围更广．
因此，采用二维平面模型得到的地基位移明显偏大，其根本原因在于二维模型不能考虑地基横

向上的振动，导致地铁运行引起的振动能量都聚集在平面内，平面内的振动响应增强，在达到

临界速度时，差异会更加明显．

（ａ） 纵向位移 （ｂ） 竖向位移

（ａ） Ｔｈｅ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｍｅｎｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
图 １０　 地层位移沿水平距离变化 （ ｚ ＝ ３ ｍ， ｖ０ ＝ ２０ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｇｒｏｕｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ （ ｚ ＝ ３ ｍ， ｖ０ ＝ ２０ ｍ ／ ｓ）

３　 结　 　 论

本文对移动荷载作用下黏弹性地基上 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁振动响应进行分析，对比了三维、纵
向二维和一维轨道⁃地基模型的响应差异，得到以下结论：

１） 不同轨道梁下三维地基的等效刚度表达式是一致的，有限厚地基的等效刚度除与地基

弹性模量、波数、频率有关外，同时受地基厚度的影响．随着地层厚度增加，地基等效刚度会有

所减小，在地基厚度较大时不同波数下的临界相速度等于地基剪切速度．
２） 在荷载速度小于轨道⁃地基临界速度时，一维轨道⁃地基模型的临界速度最大，二维模

型次之，三维模型最小，３ 种计算模型的梁挠度曲线类似．临界速度下二维模型的梁挠度峰值

最大，一维 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 地基梁模型次之，三维模型的最小．在荷载速度大于临界速度时，二维和

三维模型得到的梁挠度时程曲线类似，一维地基梁挠度曲线明显不同．随着地基厚度增加，二
维和三维计算模型的临界速度有所减少，但一维 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ 地基梁模型的临界速度却增大．

３） 总的来说，二维和三维轨道⁃地基模型的响应规律较为接近，但二维模型计算的梁挠度

与地基位移比三维模型结果大一些，振动影响范围也更广．一维地基梁模型的结果可能存在较

大的误差，且无法准确反映实际地基真实振动响应规律．

４４７ 黄　 强　 　 刘 干 斌　 　 律　 清　 　 黄 宏 伟　 　 郑 荣 跃
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ＨＵＡＮＧ Ｈｏｎｇｗｅｉ３，　 ＺＨＥＮＧ Ｒｏｎｇｙｕｅ１

（１． Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｎｉｎｇｂｏ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｎｉｎｇｂｏ， Ｚｈｅｊｉａｎｇ ３１５２１１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ ａｎｄ Ｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｎｉｎｇｂｏ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｎｉｎｇｂｏ， Ｚｈｅｊｉａｎｇ ３１５２１１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｔｏｎｇｊｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０００９２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ３Ｄ， ２Ｄ ａｎｄ １Ｄ ｔｒａｃｋ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌｓ ｕｎｄｅｒ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ
ｗｅｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ． Ｔｈｅ ｔｒａｃｋ ｗａｓ ｍｏｄｅｌｌｅｄ ａｓ ａ
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ， ａｎｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉｓｃｒｅｐａｎｃｉｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ３ ｍｏｄｅｌｓ ｗｅｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｉｎ ｔｅｒｍｓ
ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄ ｓｐｅｅｄｓ ａｎｄ ｇｒｏｕｎｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ， ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｇｒｏｕｎｄ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｉｎ ｔｈｅ ３Ｄ ｔｒａｃｋ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ． Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ２Ｄ ａｎｄ ３Ｄ ｔｒａｃｋ⁃ｇｒｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌｓ ａｒｅ ａｌｍｏｓｔ ｔｈｅ ｓａｍｅ， ｂｕｔ
ａｒｅ ｍｕｃｈ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ ｍｏｄｅｌ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｓｐｅｅｄ ｉｓ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｐｅｅｄ，
ｔｈｅ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ３Ｄ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｓｔ， ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｔｈｅ ｉｎ⁃
ｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ， ａｎｄ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｌｏａｄ ｓｐｅｅｄ ｒｅａｃｈｅｓ ｏｒ
ｅｘｃｅｅｄｓ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ， ｔｈｅ Ｔ ｂｅａｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ ｍｏｄｅｌ ｂｅｃｏｍｅｓ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ， ａｎｄ
ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｔ ｂｅａｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ３ ｍｏｄｅｌｓ ａｒｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ． Ｉｎ
ｔｈｅ ２Ｄ ａｎｄ ３Ｄ ｍｏｄｅｌｓ， ｔｈｅ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｇｒｏｕｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｉｒｓｔｌｙ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｏｉｌ ｄｅｐｔｈ
ｔｏ ａ ｐｅａｋ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ， ｂｕｔ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｓｏｉｌ ｄｅｐｔｈ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄ； Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ； ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｇｒｏｕｎｄ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ； ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ；
ｇｒｏｕｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ）
（５１７７８３０３）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（Ｋｅｙ Ｐｒｏ⁃
ｇｒａｍ）（５１５３８００９）
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