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摘要：　 讨论激光等离子体产生的波模型，形成了具有初值间断的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，通过

奇摄动展开的方法得到了具有间断初值的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程相应形式的奇摄动渐近解，渐近解包含外

解和内部层矫正两部分．由于初值条件是常数，波在传播的过程中产生特征边界，矫正项为抛物边

界即抛物型特征边界．对外解在特征边界上进行内部层矫正，利用 Ｈｏｐｆ⁃Ｃｏｌｅ 变换、Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换、极
值原理证明了渐近解的存在性、唯一性，得到了形式渐近展开式．证明了形式渐近解的一致有效性．
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引　 　 言

近年来，有许多学者关注于具有间断初值 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的偏微分方程及其在流体力学上

应用的研究，例如 Ｓｅｎ 等［１］研究了一类严格双曲守恒律系统的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题在非线性弹性力

学和气体动力学中的应用，通过黏度消失得到 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题解的存在性和唯一性；Ｇａｌａｋ⁃
ｔｉｏｎｏｖ［２］研究了一维自相似薄膜方程中具有不连续数值的 Ｒｉｅｍａｎｎ 型问题，在＋１ 和－１ 处退

化，各有一个自相似的解；瞿霞［３］研究了 Ｅｕｌｅｒ 方程组的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的解中波之间的连接分

析和几何性质，研究了波线的单调性、凹凸性等性质，并在考虑气体燃烧后，研究了 Ｅｕｌｅｒ 方程

组 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的波之间的连接状态以及几何性质；Ｓｈｅｎ［４］研究了 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦项无压 Ｅｕｌｅｒ
系统的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，并对其进行求解，得到当摩擦项消失时 Ｒｉｅｍａｎｎ 解收敛于无压 Ｅｕｌｅｒ 系
统的相应 Ｒｉｅｍａｎｎ 解；Ｗａｎｇ［５］研究了零压气体动力学中一维系统的质量、动量和能量守恒律

的初始数据 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，在广义 Ｒａｎｋｉｎ⁃Ｈｕｇｏｎｉｏｔ 条件和熵条件下，构造得到了包含三角激

波的广义解的全局存在性．尤其是对于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的研究，近年来取得了

很大的进步，Ｚｈａｎｇ 等［６］研究了具有 Ｒｉｅｍａｎｎ 初始数值的一维可压缩等熵 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程

在两种激波复合情况下的零耗散极限问题，应用多重尺度、近似解构造和能量估计的方法得到

了方程解的存在唯一性；Ｈｕａｎｇ 等［７］ 研究了一类可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程对由激波和稀疏波

叠加组成的 Ｅｕｌｅｒ 方程 Ｒｉｅｍａｎｎ 解黏性消失的极限，证明了可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程存在一系
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列光滑解，并得到这些解从初始层和激波层以黏度和导热系数的速率收敛到 Ｒｉｅｍａｎｎ 解．文献

［８⁃９］研究了一维可压缩的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ⁃Ｋｏｒｔｅｗｅｙ Ｅｕｌｅｒ 系统的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，证明了一类光

滑解的存在性．等离子体作为一个新的研究介质，Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程在等离子体中的应用相当广泛．
Ｙｏｓｈｉａ［１０］对于 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程在单流体动力学、双流体等离子体模型的通道以及鲁棒控制上进行

了奇摄动简单研究；Ｆｅｒｄｏｕｓｉ 等［１１］研究了由惯性离子、非广泛电子和非广泛正电子组成的非磁

化等离子体系统中圆柱形和球形离子声波激波的性质，并利用降维摄动技术导出了一个改进

的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，得到了它的数值解；Ｙａｎｇ 等［１２］ 研究了一类局部分数型二维 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，首
次提出了局部分数 Ｒｉｃｃａｔｉ 微分方程法，给出了不可微型的行波变换，得到了该问题的不可微

精确行波解，为求解数学物理中的局部分数阶非线性偏微分方程（ＬＦＮＰＤＥｓ）提供了一种有效

的方法；Ｓｅａｄａｗｙ［１３］分析了二维非线性离子声孤立波和激波在耗散量子等离子体中的传播，利
用还原微扰理论，将耗散量子等离子体中的二维离子声孤波导出为非线性的 Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ⁃Ｐｅｔｖｉ⁃
ａｓｈｖｉｌｉ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ（ＫＰＢ）方程，利用扩展直接代数映射，扩展 ｓｅｃｈ、ｔａｎｈ 和扩展直接代数 ｓｅｃｈ 方

法，研究了二维非线性 ＫＰＢ 方程的离子孤立行波解，得到了二维非线性 ＫＰＢ 方程的解析解和

数值解．Ｆａｎｇ 等［１４］以辐射流体动力学为背景研究了具有不连续源项的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ
问题，通过考虑不连续源项对 Ｒｉｅｍａｎｎ 波传播的影响，构造了 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的全局解并通过数

值模拟得到解．Ｒａｏ 等［１５］通过构造热方程的自相似解来表示非齐次 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解，得到了

非齐次 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程解的渐近性特征．综上所述，对于初值间断 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的奇摄动解析尚未

有详细报道．
本文讨论了一类具有特征间断初值的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程．当 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数很大时，在高温条件下，

由于激光脉冲信号在金属板表面产生的等离子体所产生的有限振幅波传播的问题，可用一类

具有间断初值的奇摄动 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程来描述．由于初值是常值并且间断，退化解在 ｘ⁃ｔ 平面上产

生两条分界线，将 ｘ⁃ｔ 的正半平面分成三个区域，在分界线上退化解连续而一阶导函数不连续，
应用奇摄动渐近展开的方法得到外解和内部层矫正两部分，外解为一系列一阶偏微分方程．其
中首项是拟线性方程，高阶项为线性方程；矫正函数首项为二阶非线性抛物方程，高阶项为二

阶线性抛物方程满足抛物方程，即得到了抛物型特征边界，通过求解该抛物型特征边界得到矫

正函数．由于得到了抛物型特征边界，因此需要求解二阶非线性抛物方程，并且需要估计解的

一阶导数，从而产生了一定的困难．本文通过综合应用 Ｈｏｐｆ⁃Ｃｏｌｅ 变换、Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换得到相应非

线性抛物方程的解，并对解的一阶导数有界性进行估计，为求高阶项的解奠定了基础．最后进

行余项估计，得到了形式渐近解的一致有效性．

１　 模 型 建 立

当 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数很大时，在高温条件下激光在金属板表面产生等离子体，由于激光脉冲信

号，此问题可用具有间断初值的奇摄动 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程来描述：

　 　

∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＋ ｕ（ｘ，ｔ） ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

－ ε２ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＝ ０，

ｕ（ｘ，０） ＝
ｄ１（ε），　 　 ｘ ＞ ０，
ｄ２（ε），　 　 ｘ ＜ ０，{

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

式中 ｕ 是质点运动的速度，ｘ 是空间变量，ｔ 是时间，ε 是正的小参数．
现在做如下的假设：
（Ｈ１）　 （ｘ，ｔ） ∈ （ － ∞， ＋ ∞） × ［０，Ｔ］，其中 Ｔ 是有限值；
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（Ｈ２）　 ｄ１（ε） ～ ∑Ｎ

ｋ ＝ ０
εｋｄ１ｋ，ｄ２（ε） ～ ∑Ｎ

ｋ ＝ ０
εｋｄ２ｋ，ｄ１０ ＞ ０，ｄ２０ ＜ ０，ｄ１１ ＞ ０，ｄ２１ ＞ ０，ｄ１ｎ，

ｄ２ｎ 表示给定的初始值且均为常数．
设区域 Ω ＝ Ω１ ∪ Ω２ ∪ Ω３ ．区域 Ω１ ＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｘ ≥ ｄ１０ ｔ } ，区域 Ω２ ＝ { （ｘ，

ｔ） ∈ Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｄ２０ ｔ ≤ ｘ ≤ ｄ１０ ｔ } ，区域 Ω３ ＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｘ ≤ ｄ２０ ｔ } ．

２　 形 式 展 开

２．１　 外部解形式渐近展开

设式（１）外部解为 ｕ－ ～ ∑Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｕｋ（ｘ，ｔ），代入式（１） 中，关于 ε 做摄动展开，并比较 ε 的同

次幂系数，可得

　 　
ｕ０ｔ ＋ ｕ０ｕ０ｘ ＝ ０，

ｕ０（ｘ，０） ＝
ｄ１０，　 　 ｘ ＞ ０，
ｄ２０，　 　 ｘ ＜ ０，{

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

　 　
ｕ１ｔ ＋ ｕ０ｕ１ｘ ＋ ｕ１ｕ０ｘ ＝ ０，

ｕ１（ｘ，０） ＝
ｄ１１，　 　 ｘ ＞ ０，
ｄ２１，　 　 ｘ ＜ ０，{

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

　 　 ︙

　 　
ｕｎｔ ＋ ｕ０ｕｎｘ ＋ ｕ１ｕ（ｎ－１）ｘ ＋ … ＋ ｕｎｕ０ｘ － ｕ（ｎ－２）ｘｘ ＝ ０，

ｕｎ（ｘ，０） ＝
ｄ１ｎ，　 　 ｘ ＞ ０，
ｄ２ｎ，　 　 ｘ ＜ ０ ．{

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

对式（２） ～ （４）求解，可得

　 　 ｕ０（ｘ，ｔ） ＝

ｄ１０， ｘ ＞ ｄ１０ ｔ，
ｘ
ｔ
， ｄ２０ ｔ ＜ ｘ ＜ ｄ１０ ｔ，

ｄ２０， ｘ ＜ ｄ２０ ｔ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

　 　 ｕ１（ｘ，ｔ） ＝
ｄ１１， ｘ ＞ ｄ１０ ｔ，
０， ｄ２０ ｔ ＜ ｘ ＜ ｄ１０ ｔ，
ｄ２１， ｘ ＜ ｄ２０ ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

　 　 ︙

　 　 ｕｎ（ｘ，ｔ） ＝
ｄ１ｎ， ｘ ＞ ｄ１０ ｔ，
０， ｄ２０ ｔ ＜ ｘ ＜ ｄ１０ ｔ，
ｄ２ｎ， ｘ ＜ ｄ２０ ｔ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

２．２　 内部解形式渐近展开

在区域 Ω１ ＝ { （ｘ，ｔ） ∈Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｘ≥ ｄ１０ ｔ } 上，设式（１） 形式解为 ｕ ～ ｕ－（ｘ，ｔ） ＋ εΠｕ（ξ，

ｔ），其中 ｕ－ ＝∑Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｕｋ（ｘ，ｔ），Πｕ ＝∑Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋΠｋｕ（ξ，ｔ），ξ ＝ （ｘ － ｄ１０ ｔ） ／ ε ．将形式解代入式（１），

可得

　 　 ｕ－ ｔ ＋ εΠｕｔ ＋ ｕ－ｕ－ ｘ ＋ εｕ－Πｕｘ ＋ εｕ－ ｘΠｕ ＋ ε ２ΠｕΠｕｘ － ε ２ｕ－ ｘｘ － ε ３Πｕｘｘ ＝ ０， （８）
其中 ｕ－ ｔ ＋ ｕ－ｕ－ ｘ － ε ２ｕ－ ｘｘ ＝ ｏ（εＮ＋１）， 可得
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　 　 Πｕｔ ＋ ｕ－Πｕｘ ＋ ｕ－ ｘΠｕ ＋ εΠｕΠｕｘ － ε ２Πｕｘｘ ＝ ０． （９）
进一步化简，可得

　 　 － ｄ１０Πｕξ ＋ εΠｕｔ ＋ ｕ－Πｕξ ＋ εΠｕΠｕξ － εΠｕξξ ＝ ０， （１０）

由于 ｕ－ ＝ ∑Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｕｋ（ｘ，ｔ），ｕ０ ＝ ｄ１０，因此 ｕ－ － ｄ１０ ＝ ε∑Ｎ

ｋ ＝ １
ε ｋｕｋ（ｘ，ｔ） ．

按 ε 的幂指数形式展开，可得

　 　

Π０ｕｔ ＋ （ｄ１１ ＋ Π０ｕ）Π０ｕξ － Π０ｕξξ ＝ ０，
Π０ｕ（ξ，０） ＝ ０，
Π０ｕ（０，ｔ） ＝ － ｄ１１，
Π０ｕ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

　 　 ︙

　 　

Πｎｕｔ ＋ （ｄ１１ ＋ Π０ｕ）Πｎｕξ ＋ ΠｎｕΠ０ｕξ － Πｎｕξξ ＝ Ｈｎ（ξ，ｔ），
Πｎｕ（ξ，０） ＝ ０，
Πｎｕ（０，ｔ） ＝ － ｄ１ｎ，
Πｎｕ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

其中 Ｈｎ（ξ，ｔ） 是关于 ｕｉ（１ ≤ ｉ ≤ Ｎ） 和 Π ｊｕ（０ ≤ ｊ ≤ Ｎ － １） 的已知函数．
命题 １　 式（１１）的解为 Π０ｕ ＝ － ２Ｖξ ／ Ｖ － ｄ１１ ．

证明　 对式（１１）做变换，令 Π
－

０ｕ ＝ ｄ１１ ＋ Π０ｕ， 可得

　 　

Π
－

０ｕｔ ＋ Π
－

０ｕ Π
－

０ｕξ － Π
－

０ｕξξ ＝ ０，

Π
－

０ｕ（ξ，０） ＝ ｄ１１，

Π
－

０ｕ（０，ｔ） ＝ ０，

Π
－

０ｕ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ｄ１１ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１３）

对式（１３）做变换，令 Π
－

０ｕ ＝ － ２Ｗξ， 可得

　 　

Ｗｔ － Ｗ２
ξ － Ｗξξ ＝ ０，

Ｗ（ξ，０） ＝ － １
２

ｄ１１ξ，

Ｗ（０，ｔ） ＝ ０，
Ｗ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ － ∞ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１４）

对式（１４）做 Ｈｏｐｆ⁃Ｃｏｌｅ 变换，令 Ｖ ＝ ｅＷ， 可得

　 　

Ｖｔ － Ｖξξ ＝ ０，

Ｖ（ξ，０） ＝ ｅ －ｄ１１ξ ／ ２，
Ｖ（０，ｔ） ＝ １，
Ｖ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１５）

运用齐次化原理，对式（１５）进行齐次化变换，令 Ｖ ＝ ｆ ＋ ｅ －ｄ１１ξ ／ ２， 可得

　 　

ｆｔ － ｆξξ ＝ １
４

ｄ２
１１ｅ

－ｄ１１ξ ／ ２，

ｆ（ξ，０） ＝ ０，
ｆ（０，ｔ） ＝ ０，
ｆ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１６）
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对式（１６）关于 ξ 做 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换及 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换，求解可得

　 　 ｆ ＝ １
２ π

∫ｔ
０
∫＋∞

０

１
４

ｄ２
１１ｅ

－ｄ１１ｘ ／ ２ １
ｔ － τ

［ｅ －（ξ －ｘ） ２ ／ （４（ ｔ －τ）） － ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４（ ｔ －τ））］ｄｘｄτ， （１７）

则可得

　 　 Ｖ ＝ ｅ －ｄ１１ξ ／ ２ ＋

　 　 　 　 １
２ π

∫ｔ
０
∫＋∞

０

１
４

ｄ２
１１ｅ

－ｄ１１ｘ ／ ２ １
ｔ － τ

［ｅ －（ξ －ｘ） ２ ／ （４（ ｔ －τ）） － ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４（ ｔ －τ））］ｄｘｄτ， （１８）

　 　 Ｖξ ＝ － １
２

ｄ１１ｅ
－ｄ１１ξ ／ ２ ＋ １

２ π
∫ｔ

０
∫＋∞

０

１
４

ｄ２
１１ｅ

－ｄ１１ｘ ／ ２ １
ｔ － τ

［２（ξ ＋ ｘ）ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４（ ｔ －τ）） －

　 　 　 　 ２（ξ － ｘ）ｅ －（ξ －ｘ） ２ ／ （４（ ｔ －τ））］ｄｘｄτ， （１９）
因此可得

　 　 Π０ｕ ＝ － ２
Ｖξ

Ｖ
－ ｄ１１ ． （２０）

命题 ２　 ｜ Π０ｕ ｜ ≤｜ ｄ１１ ｜ ， ｜ Π０ｕξ ｜ ≤ ２ｄ２
１１ ．

证明　 由极值原理可得 Π０ｕ 有界， ｜ Π０ｕ ｜ ≤｜ ｄ１１ ｜ ．不妨令 ｓ ＝ ｔ － τ， 则可得

　 　 Ｖ ＝ ｅ －ｄ１１ξ ／ ２ ＋ １
２ π

∫ｔ
０
∫＋∞

０

１
４

ｄ２
１１ｅ

－ｄ１１ｘ ／ ２ １
ｓ
［ｅ －（ξ －ｘ） ２ ／ （４ｓ） － ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４ｓ）］ｄｘｄｓ，

　 　 Ｖξ ＝ － １
２

ｄ１１ｅ
－ｄ１１ξ ／ ２ ＋ １

２ π
∫ｔ

０
∫＋∞

０

１
４

ｄ２
１１ｅ

－ｄ１１ｘ ／ ２ １
ｓ
［２（ξ ＋ ｘ）ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４ｓ） －

　 　 　 　 ２（ξ － ｘ）ｅ －（ξ －ｘ） ２ ／ （４ｓ）］ｄｘｄｓ，

　 　 Ｖｔ ＝
１

２ π
∫＋∞

０

ｄ２
１１

４
ｅ －ｄ１１ｘ ／ ２ １

ｔ
［ｅ －（ξ －ｘ） ２ ／ （４ｔ） － ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４ｔ）］ｄｘ ．

由于被积函数

　 　 ｅ －（ξ －ｘ） ２ ／ （４ｓ） － ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４ｓ） ＝ ｅ －（ξ ＋ｘ） ２ ／ （４ｓ）（ｅξｘ ／ ｓ － １） ≥ ０，
故 Ｖ ＞ ０，Ｖｔ ＞ ０ 则 ＶＶｔ ＞ ０．

由 Π０ｕξ ＝ ２（（Ｖ２
ξ － ＶｔＶ） ／ Ｖ２） 可得

　 　 ｜ Π０ｕξ ｜ ＝ ２
Ｖ２

ξ － ＶｔＶ
Ｖ２ ＜ ２

Ｖ２
ξ

Ｖ２
＝ １

２
Π
－

０ｕ２ ＝ １
２
（ｄ１１ ＋ Π０ｕ） ２ ≤ ２ｄ２

１１ ．

故

　 　 ｜ Π０ｕξ ｜ ≤ ２ｄ２
１１ ．

命题 ３　 式（１２）的解存在唯一．
证明　 假设式（１２）存在两个解 Πｎｕ（ξ，ｔ） 和Πｎｕ（ξ，ｔ） ．令 ｈ（ξ，ｔ） ＝ Πｎｕ（ξ，ｔ） － Πｎｕ（ξ，

ｔ）， 则满足

　 　

ｈｔ ＋ （ｄ１１ ＋ Π０ｕ）ｈξ ＋ ｈΠ０ｕξ － ｈξξ ＝ ０，
ｈ（ξ，０） ＝ ０，
ｈ（０，ｔ） ＝ ０，
ｈ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

令 ｈ ＝ ｅλｔＺ，则 ｈｔ ＝ ｅλｔＺ ｔ ＋ λｅλｔＺ，ｈξ ＝ ｅλｔＺξ，ｈξξ ＝ ｅλｔＺξξ， 式（２１）可变为
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Ｚ ｔ ＋ （ｄ１１ ＋ Π０ｕ）Ｚξ ＋ Ｚ（λ ＋ Π０ｕξ） － Ｚξξ ＝ ０，
Ｚ（ξ，０） ＝ ０，
Ｚ（０，ｔ） ＝ ０，
Ｚ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

由于 ｜ Π０ｕξ ｜ ≤ ２ｄ２
１１，取 λ ＝ ４ｄ２

１１，则 λ ＋ Π０ｕξ ≥ ２ｄ２
１１ ．

假设 Ｚ（ξ，ｔ） 在（ξ ０，ｔ０） 处达到最大值，其中（ξ ０，ｔ０） ∈Ω
－

１ ．则当 ξ ０ ＞ ０，ｔ０ ＞ ０时，有Ｚ（ξ ０，
ｔ０） ≥ ０，则由极值原理可得矛盾，因此 Ｚ（ξ ０，ｔ０） ≤ ０；当 ξ ０ ＝ ０ 或 ｔ０ ＝ ０ 时，由定解条件可得

Ｚ（ξ ０，ｔ０） ＝ ０．同理可得 Ｚ（ξ，ｔ） ≥ ０，所以 Ｚ（ξ，ｔ） ＝ ０．故解的唯一性得证．再由文献［１６］中古典

解的存在唯一性定理 ８．２．５ 可得古典解的存在性．故式（１２）的解存在唯一性得证．
在区域 Ω３ ＝ { （ｘ，ｔ） ∈Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｘ ≤ ｄ２０ ｔ } 上，设式（１） 形式解为 ｕ ～ ｕ－（ｘ，ｔ） ＋ εＱｕ（η，

ｔ）， 其中

　 　 ｕ－ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｕｋ（ｘ，ｔ）， Ｑｕ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋＱｋｕ（η，ｔ）， η ＝

ｘ － ｄ２０ ｔ
ε

．

将形式解代入式（１），可得

　 　 ｕ－ ｔ ＋ εＱｕｔ ＋ ｕ－ｕ－ ｘ ＋ εｕ－Ｑｕｘ ＋ εｕ－ ｘＱｕ ＋ ε ２ＱｕＱｕｘ － ε ２ｕ－ ｘｘ － ε ３Ｑｕｘｘ ＝ ０， （２３）
其中 ｕ－ ｔ ＋ ｕ－ｕ－ ｘ － ε ２ｕ－ ｘｘ ＝ ｏ（εＮ＋１）， 可得

　 　 Ｑｕｔ ＋ ｕ－Ｑｕｘ ＋ ｕ－ ｘＱｕ ＋ εＱｕＱｕｘ － ε ２Ｑｕｘｘ ＝ ０． （２４）
进一步化简，可得

　 　 － ｄ２０Ｑｕη ＋ εＱｕｔ ＋ ｕ－Ｑｕη ＋ εＱｕ Ｑｕη － εＱｕηη ＝ ０． （２５）

由于 ｕ－ ＝ ∑Ｎ

ｋ ＝ ０
ε ｋｕｋ（ｘ，ｔ），ｕ０ ＝ ｄ２０，因此 ｕ－ － ｄ２０ ＝ ε∑Ｎ

ｋ ＝ １
ε ｋｕｋ（ｘ，ｔ） ．

按 ε 的幂指数形式展开，可得

　 　

Ｑ０ｕｔ ＋ （ｄ２１ ＋ Ｑ０ｕ）Ｑ０ｕη － Ｑ０ｕηη ＝ ０，
Ｑ０ｕ（η，０） ＝ ０，
Ｑ０ｕ（０，ｔ） ＝ － ｄ２１，
Ｑ０ｕ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２６）

　 　 ︙

　 　

Ｑｎｕｔ ＋ （ｄ２１ ＋ Ｑ０ｕ）Ｑｎｕη ＋ ＱｎｕＱ０ｕη － Ｑｎｕηη ＝ Ｉｎ（η，ｔ），
Ｑｎｕ（η，０） ＝ ０，
Ｑｎｕ（０，ｔ） ＝ － ｄ２ｎ，
Ｑｎｕ（ ＋ ∞，ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２７）

其中 Ｉｎ（η，ｔ） 是关于 ｕｉ（１ ≤ ｉ ≤ Ｎ），Π ｊｕ（０ ≤ ｊ ≤ Ｎ － １） 的已知函数．
式（２６）的求解方法与式（１１）相同，可得

　 　 Ｑ０ｕ ＝ － ２
Ｖη

Ｖ
－ ｄ２１ ． （２８）

同理 ｜ Ｑ０ｕ ｜ ≤｜ ｄ２１ ｜ ， ｜ Ｑ０ｕη ｜ ≤ ２ｄ２
２１ 有界，Ｑｎｕ 的解存在且唯一．

３　 余 项 估 计

定理 １　 ｕ ＝ ｕ－ ＋ εΠｕ ＋ εＱｕ ＋ εＮ＋１Ｒ， ｜ Ｒ ｜ ≤ Ｍ ．
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证明　 设 ｕ ＝ ｕ－ ＋ εΠｕ ＋ εＱｕ ＋ εＮ＋１Ｒ， 将其代入式（１）中，可得

　 　

Ｒ ｔ ＋ （ｕ－ ＋ εΠｕ ＋ εＱｕ）Ｒｘ ＋ Ｒ（ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ ＋ εＱｕ） － ε ２Ｒｘｘ ＝ Ｇ（ｘ，ｔ），
Ｒ（ｘ，０） ＝ ０，
Ｒ（ｄ１０ ｔ，ｔ） ＝ ０，
Ｒ（ｄ２０ ｔ，ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２９）

其中 Ｇ（ｘ，ｔ） 是关于 ｕ－，Πｕ，Ｑｕ 的已知函数．
令 Ｒ ＝ ｅβｔＪ，则 Ｒ ｔ ＝ ｅβｔＪｔ ＋ βｅβｔＪ， Ｒｘ ＝ ｅβｔＪｘ， Ｒｘｘ ＝ ｅβｔＪｘｘ，其中取 β ＝ ５ｄ２

１１ ＋ ５ｄ２１
２ ．式（２９）

可变为

　 　

Ｊｔ ＋ （ｕ－ ＋ εΠｕ ＋ εＱｕ）Ｊｘ ＋ Ｊ（β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ ＋ εＱｕ） － ε ２Ｊｘｘ ＝ ｇ（ｘ，ｔ），
Ｊ（ｘ，０） ＝ ０，
Ｊ（ｄ１０ ｔ，ｔ） ＝ ０，
Ｊ（ｄ２０ ｔ，ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３０）

其中　 　 ｇ（ｘ，ｔ） ＝ ｅ －βｔＧ（ｘ，ｔ） ．
下面分区域进行估计：
１） 在区域 Ω１ ＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｘ ≥ ｄ１０ ｔ } 上，有

　 　

Ｊ１ｔ ＋ （ｕ－ ＋ εΠｕ ＋ εＱｕ）Ｊ１ｘ ＋ Ｊ１（β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ） － ε ２Ｊ１ｘｘ ＝ ｇ（ｘ，ｔ） ｜ Ω１
，

Ｊ１（ｘ，０） ＝ ０，
Ｊ１（ｄ１０ ｔ，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３１）

由于 ｕ－ ｘ ＝ ０，ε ｜ Πｕｘ ｜ ≤２ｄ２
１１，即 ｜ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ ｜ ≤２ｄ２

１１ ．令 ｜ ｇ（ｘ，ｔ） ｜ Ω１
≤ ｍ１，在区域 Ω

－

１上 Ｊ１（ｘ，
ｔ） 存在最小值．设 Ｊ１ 在（ｘ０，ｔ０） 达到最小值，其中 ｘ０ ≥ ｄ１０ ｔ，０ ≤ ｔ０ ≤ Ｔ ．

当 ｔ０ ＝ ０，ｘ０ ＝ ｄ１０ ｔ 时，由定解条件可得 Ｊ１（ｘ，０） ＝ ０；
当 ０ ＜ ｔ０ ≤ Ｔ，ｘ０ ＞ ｄ１０ ｔ 时，由

　 　
∂Ｊ１

∂ｘ
（ｘ０，ｔ０） ＝ ０，

∂Ｊ１

∂ｔ
（ｘ０，ｔ０） ＝ ０，

∂２Ｊ１

∂ｘ２ （ｘ０，ｔ０） ≥ ０， β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ ≥ ３ｄ２
１１ ＋ ５ｄ２

２１

可得

　 　 Ｊ１（β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ） ≥－｜ ｇ（ｘ，ｔ） ｜ Ω１
，

故可得

　 　 Ｊ１（ｘ０，ｔ０） ≥－
ｍ１

３ｄ２
１１ ＋ ５ｄ２

２１

．

同理，可证得最大值点 Ｊ１（ｘ０，ｔ０），且 Ｊ１（ｘ０，ｔ０） ≤ ｍ１ ／ （３ｄ２
１１ ＋ ５ｄ２

２１） 成立．
由极值原理可得， 对于任意的 （ｘ， ｔ） ∈ Ω１， 有 ｜ Ｊ１（ｘ， ｔ） ｜ ≤ ｍ１ ／ （３ｄ２

１１ ＋ ５ｄ２
２１） 成立， 即

｜ Ｒ１（ｘ，ｔ） ｜ ≤ ｅ（５ｄ２１１＋５ｄ
２
２１）Ｔｍ１ ／ （３ｄ２

１１ ＋ ５ｄ２
２１） ．

２） 在区域 Ω２ ＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｄ２０ ｔ ≤ ｘ ≤ ｄ１０ ｔ } 上，有

　 　

Ｊ２ｔ ＋ （ｕ－ ＋ εΠｕ ＋ εＱｕ）Ｊ２ｘ ＋ Ｊ２（β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ ＋ εＱｕ） － ε ２ Ｊ２ｘｘ ＝
　 　 ｇ（ｘ，ｔ） ｜ Ω２

，

Ｊ２（ｄ１０ ｔ，ｔ） ＝ ０，
Ｊ２（ｄ２０ ｔ，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３２）

由于 ｕ－ ｘ ＝ １ ／ ｔ ≥１ ／ Ｔ，ε ｜ Πｕｘ ｜ ≤２ｄ２
１１，ε ｜ Ｑ ｕｘ ｜ ≤２ｄ２

２１，即 ｜ εΠｕｘ ＋ εＱ ｕｘ ｜ ≤２ｄ２
１１ ＋ ２ｄ２

２１，令

３１８具有初值间断的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程奇摄动解



｜ ｇ（ｘ，ｔ） ｜ Ω１
≤ ｍ２，设 Ｊ２在（ｘ０，ｔ０） 达到最小值，其中 ｄ２０ ｔ ≤ ｘ０ ≤ ｄ１０ ｔ，０ ≤ ｔ０ ≤ Ｔ ．

当 ｘ０ ＝ ｄ１０ ｔ，ｘ０ ＝ ｄ２０ ｔ 时，由定解条件可得 Ｊ２（ｘ，０） ＝ ０；
当 ０ ＜ ｔ０ ＜ Ｔ，ｄ２０ ｔ ＜ ｘ０ ＜ ｄ１０ ｔ 时，由

　 　
∂Ｊ２

∂ｘ
（ｘ０，ｔ０） ＝ ０，

∂Ｊ２

∂ｔ
（ｘ０，ｔ０） ＝ ０，

∂２Ｊ２

∂ｘ２ （ｘ０，ｔ０） ≥ ０，

　 　 β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ ＋ εＱｕ ≥ ３ｄ２
１１ ＋ ３ｄ２

２１

可得

　 　 Ｊ２（β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εΠｕｘ ＋ εＱｕ） ≥－｜ ｇ（ｘ，ｔ） ｜ Ω２
｜ ，

故可得

　 　 Ｊ２（ｘ０，ｔ０） ≥－ ｍ２ ／ （３ｄ２
１１ ＋ ３ｄ２

２１） ．
同理，可证得最大值点 Ｊ２（ｘ０，ｔ０），且 Ｊ２（ｘ０，ｔ０） ≤ ｍ２ ／ （３ｄ２

１１ ＋ ３ｄ２
２１） 成立．

由极值原理可得， 对于任意的 （ｘ， ｔ） ∈ Ω２， 有 ｜ Ｊ２（ｘ， ｔ） ｜ ≤ ｍ２ ／ （３ｄ２
１１ ＋ ３ｄ２

２１） 成立， 即

｜ Ｒ２（ｘ，ｔ） ｜ ≤ ｅ（５ｄ２１１＋５ｄ
２
２１）Ｔｍ２ ／ （３ｄ２

１１ ＋ ３ｄ２
２１） ．

３） 在区域 Ω３ ＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［０，Ｔ］ ｜ ｘ ≤ ｄ２０ ｔ } 上，有

　 　

Ｊ３ｔ ＋ （ｕ－ ＋ εΠｕ ＋ εＱｕ）Ｊ３ｘ ＋ Ｊ３（β ＋ ｕ－ ｘ ＋ εＱｕ） － ε ２ Ｊ３ｘｘ ＝ ｇ（ｘ，ｔ） ｜ Ω３
，

Ｊ３（ｘ，０） ＝ ０，
Ｊ３（ｄ２０ ｔ，ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３３）

同理可得对于任意的 （ｘ，ｔ） ∈ Ω３，有 ｜ Ｊ３（ｘ，ｔ） ｜ ≤ ｍ３ ／ （５ｄ２
１１ ＋ ３ｄ２

２１） 成立，即
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２
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５ｄ２
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综上可得

　 　 ｜ Ｒ（ｘ，ｔ） ｜ ≤ Ｍ，

　 　 Ｍ ＝ ｅ（５ｄ２１１＋５ｄ
２
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２
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＋ ｅ（５ｄ２１１＋５ｄ
２
２１）Ｔ

ｍ３

５ｄ２
１１ ＋ ３ｄ２
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，

故 Ｒ 有界，即形式渐近解一致有效．

４　 结 束 语

本文建立了具有特征间断的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程模型，该模型来源于在高温、高压条件下将初始

时刻常值间断激光脉冲信号打在金属钢板表面形成等离子体波的情形．应用奇摄动渐近展开

的方法，得到了形式渐近解，形式渐近解包含外解和内解两部分，在求解内解过程中，通常出现

的边界为常边界和抛物边界．由于间断性传递，根据外解我们将区域分成三部分，在分界线上

进行矫正；由于初值是间断常数，因此得到的分界线在特征线上即为抛物型特征边界；其内解

呈现为抛物方程，实际是一个常系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，利用 Ｈｏｐｆ⁃Ｃｏｌｅ 变换、齐次化原理、Ｆｏｕｒｉｅｒ
变换及 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换得到解的表达式．为了求解高阶展开式，由于常系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程内解导

数符号的正负很难判断，因此需要得到一阶展开式导数的有界性．本文通过对一阶展开式的表

达式进行求导，并应用极值原理证明了一阶导数的有界性，从而为求解内解的高阶项奠定了基

础．最后进行余项估计，分区域进行估计，由于分界线恰好是在特征边界上，因此为估计带来了

一定的困难，进行适当变换并应用极值原理进行估计，得到了形式渐近解的一致有效性．
激光照射在坯料的表面形成等离子体诱发超声波，所产生的能量传递到需要被加工的坯
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料内部，从而实现在坯料的内部进行加工，即所谓的“内加工”方法．激光“内加工”方法在机械

加工上被广泛应用．由于激光照射产生的脉冲信号在数学上反应为间断初值，因此可用间断初

值的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程奇摄动问题来描述激光产生的超声波运动．应用奇异摄动方法可以得到解析

近似解，对超声波的运动得到了详细而精确的描述，为激光“内加工”控制奠定了理论基础，从
而达到工业生产的目的．本文的方法也可用于加热诱导半导体材料内部原子扩散、透明材料表

面及内部制备．今后我们将继续研究具有间断初值的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程模型，甚至将其推广

到高维领域．
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２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｈａｎｇｚｈｏｕ Ｄｉａｎｚｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｈａｎｇｚｈｏｕ ３１００１８， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｗａｖｅ ｍｏｄｅｌ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｆｏｒ ｌａｓｅｒ ｐｌａｓｍａ ｗａｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ
ａｓ ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ． Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｌｙ ｐｅｒ⁃
ｔｕｒｂｅｄ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅｓ ｗａｓ ｏｂ⁃
ｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｌｙ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ２ ｐａｒｔｓ：
ａｎ ｏｕｔｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ａｎ ｉｎｎｅｒ ｌａｙｅｒ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｔｅｒｍ． Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｔａｎｔ， ｔｈｅ
ｗａｖｅ ｗｉｌｌ ｇｅｎｅｒａｔｅ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ
ｔｅｒｍ ｗｉｌｌ ｍａｋｅ ｔｈｅ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ． Ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ ａｔ ｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｎａｌ ｌａｙｅｒ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｌｉｎｅｓ． Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｏ⁃
ｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ Ｈｏｐｆ⁃Ｃｏｌｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ， Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍｕｍ ｐｒｉｎ⁃
ｃｉｐｌｅ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｐｒｏｖｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ； ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｌｉｎｅ； ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｅｒｔｕｒ⁃
ｂａｔｉｏｎ； ｕｎｉｆｏｒｍ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（５１７７５１５４）

６１８ 包　 立　 平　 　 　 胡　 玉　 博　 　 　 吴　 立　 群


