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摘要：　 研究了 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法，并应用这种方法得到广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和

（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程的精确行波解．这些解包括有理函数、三角函数、双曲函数和

指数函数．应用这种方法求解过程简洁有效．该研究对于数学物理方程领域诸多非线性偏微分方程

精确解的探究具有重要的意义．
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引　 　 言

近年来，非线性科学成为自然科学领域的热点．非线性偏微分方程用于模拟和描述数学物

理学科中诸多复杂的非线性现象，被广泛应用于大气科学、非线性光学、流体力学、水系统科学

以及物理场论等诸多领域．因此，求解非线性偏微分方程具有广泛的研究和应用价值．目前，已
有多位学者提出多种方法求解非线性偏微分方程，如 Ｆ 展开法［１⁃２］、 （Ｇ′ ／ Ｇ） 展开法［３⁃４］、Ｈｉｒｏｔａ
双线性变换法［５⁃６］、Ｂａｃｋｌｕｎｄ 变换法［７⁃８］、Ｄａｒｂｏｕｘ 变换法［９⁃１０］、Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数展开法［１１⁃１２］、奇
摄动法［１３］、同伦映射法［１４］、广义变分迭代法［１５］ ．然而迄今为止，还没有发现一种统一的非线性

偏微分方程求解方法．所以，发现并应用更多的方法来探究非线性偏微分方程的精确解以更好

地解释非线性物理现象是当前广大数学、力学、物理工作者的重要课题．
广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程［１６⁃１７］为

　 　 ｉ ∂ｕ
∂ｔ

＋ ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ α０ ｕ ２ｕ ＋ ｉ（γ１ｕｘｘｘ ＋ γ２ ｕ ２ｕｘ ＋ γ３ ｕ ２
ｘｕ） ＝ ０， （１）
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其中 α０，γ１，γ２，γ３ 为常实数， ｉ ＝ 　 － １ ，ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） ．方程（１）是数学物理方程中一类重要的非

线性演化方程，是现代光孤子通信领域的重要理论基础．随着研究的不断深入，该方程在电磁

学、非线性光学、光孤子通信等领域应用广泛，具有重要的研究价值．文献［１６］通过改进和推广

的映射方法获得了该方程 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数周期波解；文献［１７］应用全新的 Ｇ′ ／ （Ｇ ＋ Ｇ′） 展开

法求得了该方程双曲余切函数解、余切函数解和有理函数解．当 γ１ ＝ ０，γ２ ＝ ０，γ３ ＝ ０ 时，方程

（１）退化为标准的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程［１８］；当 γ１ ≠ ０，γ２ ≠ ０，γ３ ＝ ０ 时，方程（１）退化为 Ｌａｋｓｈ⁃
ｍａｎａｎ⁃Ｐｏｒｓｅｚｉａｎ⁃Ｄａｎｉｅｌ 方程［１９］ ．

（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程［１８⁃２０］为

　 　 ｉｕｚ ＋
１
２

ｕｘｘ ＋ １
２
（β － ｉ）ｕττ ＋ ｉｕ ＋ （１ － ｉｒ１）ｕ ｕ ２ ＋ ｉｒ２ｕ ｕ ４ ＝ ０， （２）

其中 ｉ ＝ 　 － １ ，β 是色散项系数， ｒ１ 为三次增益系数， ｒ２ 为五次耗散系数， β，ｒ１，ｒ２ 均为实常数，
复函数 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｚ，τ） 用以描述缓慢变化的电场包络， ｘ 和 ｚ 代表传播坐标，τ ＝ ｔ － ｚ ／ Ｖ０ 是所谓

的减少时间，ｔ 是物理时间，Ｖ０ 是载波的组速度．方程（２）用于描述光脉冲在非线性光纤中的传

输，在光孤子通信等领域具有重大研究价值．（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程不仅是非线

性光学和光孤子通信研究的一个主要课题，同时它还在 Ｂｅｎａｒｄ 对流问题、Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｃｏｎｅｔｔｅ 流动、
量子场论等领域中有着广泛应用，但是它的求解比较繁琐．关于它的求解，学者们做了很多研

究：文献［２０］应用同解变形法得到包括孤子解和周期解的精确行波解；文献［２１］应用 ｅ 展开

法得到了一系列广义孤立解和广义扭结型孤立解；文献［２２］应用 （Ｇ′ ／ Ｇ，１ ／ Ｇ） 展开法得到了

有理函数解、双曲函数解和三角函数解．
本文在前人的研究基础上，研究了一种 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法，并应用这种方法得

到广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程三角函数解、暗孤子

解、有理函数解和指数函数解，既获得了原有解的结果，又得出一些新形式的解．广义非线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的解为研究光纤中亚皮秒或飞秒光脉冲的传播机制提供理论依据，同时所得

结果也可应用于其他物理领域如 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚和等离子物理，为进一步研究相关实验提

供理论基础；（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程的解在研究与设计光纤扩大器（ｏｐｔｉｃａｌ ｆｉｂｅｒ
ａｍｐｌｉｆｉｅｒｓ）和光脉冲压缩器 （ｏｐｔｉｃａｌ ｐｕｌｓｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｏｒｓ）中有特别重要的意义．

１　 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法

考虑具有如下形式的偏微分方程：
　 　 Ｐ（ｕ，ｕｔ，ｕｘ，ｕｘｘ，ｕｘｔ，…） ＝ ０， （３）

其中下标代表偏导数， Ｐ 是 ｕ 及其偏导数的多项式．下面介绍 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法的详

细步骤．
步骤 １　 对方程（３）做行波变换：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ξ），　 　 ξ ＝ ｘ ＋ Ｖｔ ． （４）

将方程（３）转化为常微分方程

　 　 Ｈ（ｕ，Ｖｕ′，ｕ″，Ｖｕ″，…） ＝ ０， （５）
其中 Ｖ 是待定常数，ｕ′ ＝ ｄｕ ／ ｄξ ．

步骤 ２　 设 ｕ 是 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程

　 　 ｕ′ ＝ ａｕ２－ｍ ＋ ｂｕ ＋ ｃｕｍ （６）
的解，其中 ａ，ｂ，ｃ，ｍ 为待定常数．

由式（６）求导得
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　 　 ｕ″ ＝ ａｂ（３ － ｍ）ｕ２－ｍ ＋ ａ２（２ － ｍ）ｕ３－２ｍ ＋ ｍｃ２ｕ２ｍ－１ ＋
　 　 　 　 ｂｃ（ｍ ＋ １）ｕｍ ＋ （２ｂｃ ＋ ｂ２）ｕ ． （７）

同时，方程（６）具有如下 ６ 种解：
① 当 ｍ ＝ １ 时，方程（６）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ Ｃｅ（ａ＋ｂ＋ｃ）ξ； （８）
② 当 ｍ ≠ １，ｂ ＝ ｃ ＝ ０ 时，方程（６）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ （ａ（ｍ － １）（ξ ＋ Ｃ）） １ ／ （ｍ－１）； （９）
③ 当 ｍ ≠ １，ｃ ＝ ０，ｂ ≠ ０ 时，方程（６）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ － ａ
ｂ

＋ Ｃｅｂ（ｍ－１）ξæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

； （１０）

④ 当 ｍ ≠ １，ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＜ ０ 时，方程（６）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ － ｂ ＋ 　
４ａｃ － ｂ２ ｔａｎ（（１ ／ ２）（１ － ｍ）

　
４ａｃ － ｂ２ （ξ ＋ Ｃ））

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

， （１１ａ）

　 　 ｕ（ξ） ＝ － ｂ － 　
４ａｃ － ｂ２ ｃｏｔ（（１ ／ ２）（１ － ｍ）

　
４ａｃ － ｂ２ （ξ ＋ Ｃ））

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

； （１１ｂ）

⑤ 当 ｍ ≠ １，ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＞ ０ 时，方程（６）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ － ｂ － 　
ｂ２ － ４ａｃ ｔａｎｈ（（１ ／ ２）（１ － ｍ）

　
ｂ２ － ４ａｃ（ξ ＋ Ｃ））

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

， （１２ａ）

　 　 ｕ（ξ） ＝ － ｂ － 　
ｂ２ － ４ａｃ ｃｏｔｈ（（１ ／ ２）（１ － ｍ）

　
ｂ２ － ４ａｃ（ξ ＋ Ｃ））

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

； （１２ｂ）

⑥ 当 ｍ ≠ １，ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＝ ０ 时，方程（６）的解为

　 　 ｕ（ξ） ＝ １
ａ（ｍ － １）（ξ ＋ Ｃ）

－ ｂ
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （１－ｍ）

． （１３）

步骤 ３　 最后将 ｕ 及其各阶偏导数代入方程（５）， 令 ｕ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，…） 的系数均为 ０，得到

一组关于 ｍ，ａ，ｂ，ｃ，Ｖ 的代数方程组．求解这组代数方程组，并将 ｍ，ａ，ｂ，ｃ，Ｖ 代入式（８） ～ （１３）
中，结合式（４）， 便可得到偏微分方程（３）的精确行波解．

２　 广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的行波解

标准非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是描述光孤子在理想无损耗单模皮秒光纤中传输的模型，满
足该方程的光孤子在远距离光纤传播中波形、波速、振幅始终保持不变，不会发生波形畸变和

信息失真，传输码率高．但是在某些特定情况下，一方面，标准非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程在描述光

脉冲传输时显得无能为力；另一方面，近年来，为了进一步提高光纤通信系统容量，对超短光脉

冲的传输研究越来越引起人们的重视，而光纤中脉冲宽度在亚皮秒和飞秒量级的超短脉冲，标
准非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程模型已经不再适应，需要采用含有高阶非线性效应如三阶色散、自
陡峭和自频移修正非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程．为了研究脉冲光孤子的动力学机制，本文研究了一

类带有高阶非线性效应的广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程：

　 　 ｉ ∂ｕ
∂ｔ

＋ ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ α０ ｕ ２ｕ ＋ ｉ（γ１ｕｘｘｘ ＋ γ２ ｕ ２ｕｘ ＋ γ３ ｕ ２
ｘｕ） ＝ ０． （１４）

对于方程（１４），首先需要对其虚部进行处理．
首先引入一个变换：
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和（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程



　 　 ｕ ＝ φ（ξ）ｅｉ（ｋｘ－ωｔ），　 　 ξ ＝ ｘ － Ｖｔ ． （１５）
将式（１５）代入式（１４）得

　 　 ｉ（γ１φ‴－ ３γ１ｋ２φ′ ＋ γ２φ２φ′ ＋ ２γ３φ２φ′ － Ｖφ′ ＋ ２ｋφ′） ＋
　 　 　 　 （ωφ ＋ φ″ － ｋ２φ ＋ α０φ３ － ３γ１ｋφ″ ＋ γ１ｋ３φ － γ２ｋφ３） ＝ ０． （１６）

令方程（１６）等号左侧实部和虚部分别为 ０，则有

　 　 γ１φ‴－ ３γ１ｋ２φ′ ＋ γ２φ２φ′ ＋ ２γ３φ２φ′ － Ｖφ′ ＋ ２ｋφ′ ＝ ０， （１７）
　 　 ωφ ＋ φ″ － ｋ２φ ＋ α０φ３ － ３γ１ｋφ″ ＋ γ１ｋ３φ － γ２ｋφ３ ＝ ０． （１８）

对方程（１７）进行一次积分得

　 　 γ１φ″ ＋ （ － Ｖ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ）φ ＋ １
３

γ２ ＋ ２
３

γ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ φ３ ＝ ｔ０， （１９）

ｔ０ 为积分常量．对比式（１８）和（１９）得

　 　

ｔ０ ＝ ０，

γ１

１ － ３γ１ｋ
＝
２ｋ － Ｖ － ３γ１ｋ２

ω － ｋ２ ＋ γ１ｋ３
＝

１
３

γ２ ＋ ２
３

γ３

α０ － γ２ｋ
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２０）

由式（２０）得

　 　 ｋ ＝
γ２ ＋ ２γ３ － ３γ１ α０

６γ１γ３
， ω ＝

（１ － ３γ１ｋ）（２ｋ － Ｖ － ３γ１ｋ２）
γ１

＋ ｋ２ － ｋ３γ１ ． （２１）

在式（２０）和（２１）的条件下，为了解方程（１９），不妨设

　 　 α ＝ γ１， η ＝ Ｖ ＋ ３γ１ｋ２ － ２ｋ， β ＝ １
３

γ２ ＋ ２
３

γ３， （２２）

则方程（１９）可化为

　 　 αφ″ － ηφ ＋ βφ３ ＝ ０， （２３）
其中 α，β 为已知常数， η 为待定常数（Ｖ 未知）．

依据 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法及式（７）得
　 　 φ″ ＝ ａｂ（３ － ｍ）φ２－ｍ ＋ ａ２（２ － ｍ）φ３－２ｍ ＋ ｍｃ２φ２ｍ－１ ＋
　 　 　 　 ｂｃ（ｍ ＋ １）φｍ ＋ （２ｂｃ ＋ ｂ２）φ ． （２４）

把式（２４）代入式（２３）得
　 　 α［ａｂ（３ － ｍ）φ２－ｍ ＋ ａ２（２ － ｍ）φ３－２ｍ ＋ ｍｃ２φ２ｍ－１ ＋
　 　 　 　 ｂｃ（ｍ ＋ １）φｍ ＋ （２ｂｃ ＋ ｂ２）φ］ － ηφ ＋ βφ３ ＝ ０． （２５）

观察方程（２５）， 为了能够使其满足齐次平衡原理，令 ｍ ＝ ０， 并令 φｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，３） 的系数均为

０，得到如下代数方程组：
　 　 ｂｃ ＝ ０， ３ａｂ ＝ ０， ２ａ２α ＋ β ＝ ０， α（２ｂｃ ＋ ｂ２） － η ＝ ０ ． （２６）

解代数方程组（２６）得

　 　 η ＝ ０， ａ ＝ ±
　 － β

２α
， ｂ ＝ ０， ｃ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （２７）

又由式（２２）得

　 　 α ＝ γ１， Ｖ ＝ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ， β ＝ １
３

γ２ ＋ ２
３

γ３ ． （２８）

结合 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程的通解（８） ～ （１３），我们得到：
① 当 ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＞ ０，即 ａｃ ＜ ０ 时
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　 　 φ（ξ） ＝∓
　

∓ ｃ
　 ２α
－ β

ｔａｎｈ
　

∓
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ１）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （２９ａ）

　 　 φ（ξ） ＝∓
　

∓ ｃ
　 ２α
－ β

ｃｏｔｈ
　

∓
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ１）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （２９ｂ）

其中 α，β 由式（２８）给出， ｃ，Ｃ１ 为任意常量．考虑到方程（１５），我们得到

　 　 ｕ（ξ） ＝∓
　

∓ ｃ
　 ２α
－ β

ｔａｎｈ
　

∓
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ１）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｉ（ｋｘ－ωｔ）， （３０ａ）

　 　 ｕ（ξ） ＝∓
　

∓ ｃ
　 ２α
－ β

ｃｏｔｈ
　

∓
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ１）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｉ（ｋｘ－ωｔ）， （３０ｂ）

　 　 ξ ＝ ｘ － （ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ） ｔ， （３１）
其中 α，β 由式（２８）给出， ｋ，ω 由式（２１）给出， ｃ，Ｃ１ 为任意常量．

② 当 ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＜ ０， 即 ａｃ ＞ ０ 时

　 　 φ（ξ） ＝ ±
　

± ｃ
　 ２α
－ β

ｔａｎ
　

±
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ２）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３２ａ）

　 　 φ（ξ） ＝ ±
　

± ｃ
　 ２α
－ β

ｃｏｔ
　

±
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ２）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３２ｂ）

其中 α，β 由式（２８）给出， ｃ，Ｃ２ 为任意常量．考虑到方程（１５），我们得到

　 　 ｕ（ξ） ＝ ±
　

± ｃ
　 ２α
－ β

ｔａｎ
　

±
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ２）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｉ（ｋｘ－ωｔ）， （３３ａ）

　 　 ｕ（ξ） ＝ ±
　

± ｃ
　 ２α
－ β

ｃｏｔ
　

±
　 － β

２α
ｃ（ξ ＋ Ｃ２）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｉ（ｋｘ－ωｔ）， （３３ｂ）

　 　 ξ ＝ ｘ － （ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ） ｔ， （３４）
其中 α，β 由式（２８）给出， ｋ，ω 由式（２１）给出， ｃ，Ｃ２ 为任意常量．

③ 当 ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＝ ０， 即 ｃ ＝ ０ 时

　 　 φ（ξ） ＝ １

∓
　 － β

２α
ξ ＋ Ｃ３

， （３５）

其中 α，β 由式（２８）给出， ｃ，Ｃ３ 为任意常量．考虑到方程（１５），我们得到

　 　 ｕ（ξ） ＝ １

∓
　 － β

２α
ξ ＋ Ｃ３

ｅｉ（ｋｘ－ωｔ）， （３６）

　 　 ξ ＝ ｘ － （ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ） ｔ， （３７）
其中 α，β 由式（２８）给出， ｋ，ω 由式（２１）给出， Ｃ３ 为任意常量．

④ 当 ａ ＝ ｂ ＝ ０ 时

　 　 φ（ξ） ＝ ｃξ ＋ Ｃ４， （３８）
其中 ｃ，Ｃ４ 为任意常量．考虑到方程（１５），我们得到

　 　 ｕ（ξ） ＝ （ｃξ ＋ Ｃ４）ｅｉ（ｋｘ－ωｔ）， （３９）

０９７
应用 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程求解广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

和（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程



　 　 ξ ＝ ｘ － （ － ３γ１ｋ２ ＋ ２ｋ） ｔ， （４０）
其中 ｃ，Ｃ４ 为任意常量．

３　 （２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程的行波解

下面考虑著名的（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程：

　 　 ｉｕｚ ＋
１
２

ｕｘｘ ＋ １
２
（β － ｉ）ｕττ ＋ ｉｕ ＋ （１ － ｉｒ１）ｕ ｕ ２ ＋ ｉｒ２ｕ ｕ ４ ＝ ０． （４１）

设
　 　 ｕ（ｘ，ｚ，τ） ＝ ϕ（ｘ，τ）ｅｉ（ｋｚ＋ψ（ｘ，τ））， （４２）

其中 ϕ（ｘ，τ） 和 ψ（ｘ，τ） 是关于 ｘ 和 τ 的实函数， ｋ 为实参数．
把式（４２）代入式（４１）中，并令实部和虚部分别等于 ０，得

　 　 Ｉｍ： ψｘϕｘ ＋ １
２

ψｘｘϕ － １
２

ϕττ ＋ １
２

ψ２
τϕ ＋

　 　 　 　 １
２

βψττϕ ＋ βψτϕτ ＋ ϕ － ｒ１ϕ３ ＋ ｒ２ϕ５ ＝ ０， （４３）

　 　 Ｒｅ： － ｋϕ ＋ １
２

ϕｘｘ － １
２

ψ２
ｘϕ ＋ １

２
βϕττ － １

２
βψ２

τϕ ＋ ψｘϕｘ ＋ １
２

ψττϕ ＋ ϕ３ ＝ ０． （４４）

令
　 　 ϕ（ｘ，τ） ＝ ϕ（ξ）， ψ（ｘ，τ） ＝ ψ（η）， ξ ＝ ｌ０ｘ － ｌ１τ， η ＝ ｈ０ｘ － ｈ１τ， （４５）

其中 ｌ０，ｌ１，ｈ０，ｈ１ 是待定的实常数．把式（４５）分别代入式（４３）和（４４）得

　 　 （ ｌ０ｈ０ ＋ βｌ１ｈ１）ψ′ϕ′ ＋
１
２
（ｈ２

０ ＋ βｈ２
１）ψ″ ＋ １ ＋ １

２
ｈ２

１ψ′２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ －

　 　 　 　 １
２

ｌ２１ϕ″ － ｒ１ϕ３ ＋ ｒ２ϕ５ ＝ ０， （４６）

　 　 － １
２
（ｈ２

０ ＋ βｈ２
１）ψ′２ ＋ １

２
ｈ２

１ψ″ － ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ ＋ １

２
（ ｌ２０ ＋ βｌ２１）ϕ″ ＋ ｌ１ｈ１ψ′ϕ′ ＋ ϕ３ ＝ ０． （４７）

不妨令

　 　 ｈ１ ＝
ｈ０

　 － β
， ｌ１ ＝

ｌ０
　 － β

，

得到

　 　 １
２
（ｈ２

０ ＋ βｈ２
１） ＝ ０， １

２
（ ｌ２０ ＋ βｌ２１） ＝ ０， ｌ０ｈ０ ＋ βｌ１ｈ１ ＝ ０， （４８）

则式（４６）和（４７）可以写成如下形式：

　 　 １ ＋ １
２

ｈ２
１ψ′２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ － １

２
ｌ２１ϕ″ － ｒ１ϕ３ ＋ ｒ２ϕ５ ＝ ０， （４９）

　 　 １
２

ｈ２
１ ψ″ － ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ ＋ ｌ１ｈ１ψ′ϕ′ ＋ ϕ３ ＝ ０． （５０）

再令
　 　 ψ（η） ＝ η ＝ ｈ０ｘ － ｈ１τ， （５１）

则 ψ′ ＝ １，ψ″ ＝ ０．由式（５０）得

　 　 ϕ′ ＝ ｋϕ － ϕ３

ｌ１ｈ１
， （５２）
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则

　 　 ϕ″ ＝ （ｋ － ３ϕ２）ϕ′
ｌ１ｈ１

． （５３）

通过式（５２）和（５３），得到

　 　 ｋ
ｈ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ϕ － ４ｋ
ｈ２

１

ϕ３ ＋ ３
ｈ２

１

ϕ５ － ｌ２１ϕ″ ＝ ０． （５４）

同时式（４９）可以写成

　 　 （ｈ２
１ ＋ ２）ϕ － ２ｒ１ϕ３ ＋ ２ｒ２ϕ５ － ｌ２１ϕ″ ＝ ０． （５５）

不难发现方程（５４）和（５５）具有相同的形式，比较其系数得

　 　 ｋ
ｈ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ｈ２
１ ＋ ２， ４ｋ

ｈ２
１

＝ ２ｒ１， ２ｒ２ ＝ ３
ｈ２

１

． （５６）

所以

　 　 ｋ ＝
３ｒ１
４ｒ２

，
９ｒ２１
１６ｒ２２

＝ ｈ２
１（ｈ２

１ ＋ ２）， （５７）

其中 ｒ１，ｒ２ 满足如下关系：
　 　 ３ｒ２１ ＝ １６ｒ２ ＋ １２， （５８）

ｒ１，ｒ２ 不能同时为 ０．所以方程（５４）和（５５）可以写成

　 　 ３ｒ２１ϕ － １６ｒ１ｒ２ϕ３ ＋ １６ｒ２２ϕ５ － ８ｒ２ ｌ２１ϕ″ ＝ ０． （５９）
至此，我们将带有虚部单位的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程转化为形如式（５）的常微分方程．由

Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法和方程（７）得到

　 　 ϕ″ ＝ ａｂ（３ － ｍ）ϕ２－ｍ ＋ ａ２（２ － ｍ）ϕ３－２ｍ ＋
　 　 　 　 ｍｃ２ϕ２ｍ－１ ＋ ｂｃ（ｍ ＋ １）ϕｍ ＋ （２ｂｃ ＋ ｂ２）ϕ ． （６０）

把方程（６０）代入方程（５９）得
　 　 － ８ｒ２ ｌ２１［ａｂ（３ － ｍ）ϕ２－ｍ ＋ ａ２（２ － ｍ）ϕ３－２ｍ ＋ ｍｃ２ϕ２ｍ－１ ＋
　 　 　 　 ｂｃ（ｍ ＋ １）ϕｍ ＋ （２ｂｃ ＋ ｂ２）ϕ］ ＋ ３ｒ２１ϕ － １６ｒ１ｒ２ϕ３ ＋ １６ｒ２２ϕ５ ＝ ０． （６１）

由齐次平衡法则确定 ｍ ＝－ １．令方程（６１）中 ϕ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，…） 的系数均为 ０，得到代数方程组

如下：

　 　

ｃ ＝ ０，
３ｒ２１ － ８ｒ２ ｌ２１（２ｂｃ ＋ ｂ２） ＝ ０，
－ ２ｒ１ － ｌ２１４ａｂ ＝ ０，
２ｒ２ － ｌ２１３ａ２ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６２）

解得

　 　 ａ ＝ ±
　 ２ｒ２

３ｌ２１
， ｂ ＝∓

　
３ｒ２１
８ｒ２ ｌ２１

， ｃ ＝ ０ ． （６３）

把式（６３）中 ａ，ｂ，ｃ 的值代入辅助方程的通解（８） ～ （１３）中，同时考虑方程（４２）和（４５），可以得

到原方程（４１）的精确行波解．
① 当 ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＞ ０ 时

　 　 ｕ（ξ） ＝ ±
３ｒ１
８ｒ２

１ ∓ ｔａｎｈ
　

３ｒ２１
８ｒ２ ｌ２１

（ξ ＋ Ｃ１）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１ ／ ２

×

２９７
应用 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程求解广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

和（２＋１）维非线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程



　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
３ｒ１
４ｒ２

ｚ ±
　 － ３β

２ｒ２
ｘ －

　 ３
２ｒ２

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６４ａ）

　 　 ｕ（ξ） ＝ ±
３ｒ１
８ｒ２

１ ∓ ｃｏｔｈ
　

３ｒ２１
８ｒ２ ｌ２１

（ξ ＋ Ｃ１）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１ ／ ２

×

　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
３ｒ１
４ｒ２

ｚ ±
　 － ３β

２ｒ２
ｘ －

　 ３
２ｒ２

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６４ｂ）

　 　 ξ ＝ 　 － β ｌ１ｘ － ｌ１τ， （６５）
其中 ｌ１，Ｃ１ 为任意常数．

② 当 ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＜ ０ 时

　 　 ｕ（ξ） ＝ ±
３ｒ１
４ｒ２

１ ± 　 － １ ｔａｎ
　

－
３ｒ２１
８ｒ２ ｌ２１

（ξ ＋ Ｃ２）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１ ／ ２

×

　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
３ｒ１
４ｒ２

ｚ ±
　 － ３β

２ｒ２
ｘ －

　 ３
２ｒ２

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６６ａ）

　 　 ｕ（ξ） ＝ ±
３ｒ１
４ｒ２

１ ± 　 － １ ｃｏｔ
　

－
３ｒ２１
８ｒ２ ｌ２１

（ξ ＋ Ｃ２）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１ ／ ２

×

　 　 　 　 ｅｘｐ ｉ
３ｒ１
４ｒ２

ｚ ±
　 － ３β

２ｒ２
ｘ －

　 ３
２ｒ２

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６６ｂ）

　 　 ξ ＝ 　 － β ｌ１ｘ － ｌ１τ， （６７）
其中 ｌ１，Ｃ２ 为任意常数．

③ 当 ａ ≠ ０，ｂ２ － ４ａｃ ＝ ０ 时

　 　 ｕ（ξ） ＝ ± ２
　 ２ｒ２
３ｌ２１

（ξ ＋ Ｃ３）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

－１ ／ ２

ｅｘｐ ｉ
３ｒ１
４ｒ２

ｚ ±
　 － ３β

２ｒ２
ｘ －

　 ３
２ｒ２

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６８）

　 　 ξ ＝ 　 － β ｌ１ｘ － ｌ１τ， （６９）
其中 ｌ１，Ｃ３ 为任意常数．

④ 当 ａ ＝ ０，ｂ ≠ ０ 时

　 　 ｕ（ξ） ＝ Ｃ４ｅｘｐ ±
　

３ｒ２１
８ｒ２ ｌ２１

＋ ｉ
３ｒ１
４ｒ２

ｚ ±
　 － ３β

２ｒ２
ｘ －

　 ３
２ｒ２

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （７０）

　 　 ξ ＝ 　 － β ｌ１ｘ － ｌ１τ， （７１）
其中 ｌ１，Ｃ４ 为任意常数．

４　 总　 　 结

本文基于 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法，探究了广义非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和（２＋１）维非

线性 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程的精确解．这种方法不仅重新发现了上述两类方程的已知解，还发

现了一些全新的解，从而拓展了它们解的范围．上述结论验证了 Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法的

可行性．该辅助方程法简洁高效，可以通过 ｍ 的不同取值平衡目标微分方程的最高次项，再通

过解代数方程组和一系列合理的代换得到非线性偏微分方程的精确行波解．将这种方法应用

于探究更多非线性偏微分方程的精确解具有重大意义．同时，在 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 等数学软件

的帮助下，Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程法可以更加便捷高效地求解多种非线性偏微分方程．

３９７石　 兰　 芳　 　 　 王　 明　 灿　 　 　 钱　 正　 雅
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