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具有暂时免疫和母体抗体保护的
轮状病毒传播模型的分析
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摘要：　 轮状病毒（ＲＶ）是目前世界范围之内导致儿童发生严重腹泻最主要的病原体．为研究轮状

病毒的传播规律，基于被轮状病毒感染后的恢复者具有暂时免疫和母体抗体对新生儿具有保护的

特点，建立了一类轮状病毒的传播感染模型，通过动力学分析得到了决定此传染病流行与否的基

本再生数．在分析模型平衡点局部稳定性的基础上，通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数证得当基本再生数不

大于 １ 时无病平衡点是全局稳定的，借助 Ｆｏｎｄａ 引理推得当基本再生数大于 １ 时疾病持续生存于

种群之中．
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引　 　 言

轮状病毒是目前世界范围之内导致儿童发生严重腹泻最主要的病原体，低于 ５ 岁的儿童

几乎都感染过轮状病毒［１］ ．临床数据［２］ 统计结果显示， 每年全球范围内出现轮状病毒感染性

腹泻的儿童数量高达 １．３ 亿，其中 ９０ 万例儿童因此病而死．我国在 １９７８ 年首次检测到此病

毒［３］，在现有的 ５ 岁以下儿童中，每年因轮状病毒感染患秋冬季腹泻的小儿约达 ４ ８００ 万人

次［４］ ．儿童轮状病毒感染性腹泻已成为全球范围内的公共卫生问题之一，了解儿童轮状病毒感

染性腹泻的感染规律，并分析其感染的传播模型对其有效防治具有积极作用［５⁃６］ ．
当儿童受到轮状病毒感染时，症状发生前大约会有 ２ ｄ 的潜伏期，并且处于潜伏期的患者

可以传播轮状病毒［７］ ．潜伏期之后，患儿会突然出现呕吐和发烧，并伴有大量水样腹泻，症状通

常会持续 ２～７ ｄ［８］，且痊愈后可被轮状病毒反复感染［９］ ．但新生儿因受到免疫和母体抗体的保

护，不会感染轮状病毒［１０］ ．
近年来，随着对轮状病毒的认识及对其疫苗研究的推进，出现了一些关于刻画轮状病毒传
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播的数学模型．比如 Ａｔｋｉｎｓ 等［１１］建立了具有多次感染的状态分层传播动力学轮状病毒数学模
型；Ｏｍｏｎｄｉ 等［１２］建立了模拟接种疫苗对轮状病毒感染影响的数学模型．这些文献均讨论了轮
状病毒疫苗对轮状病毒传播的影响．Ｋｒｉｂｓ⁃Ｚａｌｅｔａ 等［１３］建立了儿科病房内轮状病毒在医患之间
的传播模型；Ｓｈｉｍ 等［８］建立了具有年龄结构的轮状病毒传播数学模型；Ｗｈｉｔｅ 等［１４］ 和 Ｙｏｕｎｇ
等［１５］分别建立了多毒株轮状病毒传播模型，分析了其动力学性态．但国内研究轮状病毒传播
的数学模型相对较少，文献［１６］建立了轮状病毒医院感染暴发的传染病动力学模型，用数学

软件对医院采集的数据进行了分析，得到隔离措施对控制轮状病毒感染在院内暴发是有效的
结论，但未对模型的动力学性态进行数学分析．由于被轮状病毒感染后的恢复者具有暂时的免

疫力，且母体抗体对新生儿具有保护的特性，本文建立了一个具有暂时免疫的轮状病毒传播模

型，通过分析模型的动力学性态研究进一步了解轮状病毒的传播情况．

１　 模型的建立

根据轮状病毒的传播特点，将所考虑的种群分为五个仓室：具有母体抗体的初生婴儿
（Ｘ）、易感者（Ｓ）、潜伏者（Ｌ）、感染者（ Ｉ） 和恢复者（Ｒ），分别以 Ｘ ＝ Ｘ（ ｔ）， Ｓ ＝ Ｓ（ ｔ）， Ｌ ＝ （ ｔ）， Ｉ
＝ Ｉ（ ｔ） 和 Ｒ ＝ Ｒ（ ｔ） 表示 ｔ 时刻婴儿、易感者、潜伏者、感染者和恢复者的人数．在假设潜伏者和

易感者都具有感染性以及恢复者具有暂时免疫的情况下，可得如下的轮状病毒传播模型：

　 　

ｄＸ
ｄｔ

＝ ｂｑ － （ρ ＋ μ）Ｘ，

ｄＳ
ｄｔ

＝ ρＸ ＋ ｂ（１ － ｑ） － β１ＳＩ － β２ＳＬ － μＳ ＋ ωＲ，

ｄＬ
ｄｔ

＝ β１ＳＩ ＋ β２ＳＬ － （α ＋ μ）Ｌ，

ｄＩ
ｄｔ

＝ αＬ － （γ ＋ μ） Ｉ，

ｄＲ
ｄｔ

＝ γＩ － （ω ＋ μ）Ｒ，

ì
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（１）

其中 ｂ 表示婴儿的出生率，ｑ（０ ＜ ｑ ＜ １） 表示新生婴儿中具有母体抗体的比例，μ 是自然死亡

率与幼年个体向成年个体的转化率之和，ρ 表示具有母体抗体的新生婴儿失去母体抗体保护
的速率，β１ 和 β２ 分别表示感染者和潜伏者对易感者的感染系数，ω是恢复者失去免疫力而成为
易感者的速率，α 是潜伏者发展为感染者的速率，γ 是感染者的恢复率．这里的参数都是正的．

显然，系统（１）在非负初始条件下的解都保持非负性．若记 Ｎ ＝ Ｘ ＋ Ｓ ＋ Ｌ ＋ Ｉ ＋ Ｒ，则由模型
（１） 有 Ｎ′ ＝ ｂ － μＮ ．于是 ｌｉｍｔ→∞ Ｎ ＝ ｂ ／ μ ．

将 Ｒ ＝ Ｎ － Ｘ － Ｓ － Ｌ － Ｉ 代入模型（１）的第二个方程， 则由系统（１）的前四个方程构成的

系统有以下极限系统：

　 　

ｄＸ
ｄｔ

＝ ｂｑ － （ρ ＋ μ）Ｘ，

ｄＳ
ｄｔ

＝ ρＸ ＋ ｂ（１ － ｑ） － β１ＳＩ － β２ＳＬ － μＳ ＋ ω ｂ
μ

－ Ｘ － Ｓ － Ｌ － Ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｄＬ
ｄｔ

＝ β１ＳＩ ＋ β２ＳＬ － （α ＋ μ）Ｌ，

ｄＩ
ｄｔ

＝ αＬ － （γ ＋ μ） Ｉ ．
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（２）
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又由系统（２）的第一个方程有 ｌｉｍｔ→∞ Ｘ ＝ ｂｑ ／ （ρ ＋ μ）， 因此由系统（２）的后三个方程组成

的系统有极限系统为

　 　

ｄＳ
ｄｔ

＝ Λ － （β１Ｉ ＋ β２Ｌ）Ｓ － （μ ＋ ω）Ｓ － ω（Ｌ ＋ Ｉ），

ｄＬ
ｄｔ

＝ β１ＳＩ ＋ β２ＳＬ － （α ＋ μ）Ｌ，

ｄＩ
ｄｔ

＝ αＬ － （γ ＋ μ） Ｉ，

ì

î

í
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ï
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ïï

（３）

其中　 　 Λ ＝ ｂ（μ ＋ ω）［ρ ＋ μ（１ － ｑ）］
μ（ρ ＋ μ）

．

进一步地，根据解的非负性，由系统（３）有

　 　 ｄ（Ｓ ＋ Ｌ ＋ Ｉ）
ｄｔ

＝ Λ － （μ ＋ ω）（Ｓ ＋ Ｌ ＋ Ｉ） － γＩ ≤ Λ － （μ ＋ ω）（Ｓ ＋ Ｌ ＋ Ｉ），

所以

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

（Ｓ ＋ Ｌ ＋ Ｉ） ≤ Λ
μ ＋ ω

．

于是区域

　 　 Ω ＝ （Ｓ，Ｌ，Ｉ） ∈ Ｒ ＋
３ Ｓ ＋ Ｌ ＋ Ｉ ≤ Λ

μ ＋ ω{ }
是系统（３）的一个正不变集，且系统（３）的所有解都被吸引到这个正不变集．因此本文将在 Ω
上讨论系统（３）的动力学行为．

２　 平衡点的存在性和局部稳定性

易知系统（３）总存在着无病平衡点 Ｅ０（Ｓ０，０，０）， 其中

　 　 Ｓ０ ＝ Λ
μ ＋ ω

．

系统（３）的地方病平衡点 Ｅ∗（Ｓ∗， Ｌ∗， Ｉ∗）（Ｌ∗ ＞ ０， Ｉ∗ ＞ ０） 由方程组

　 　
Λ － （β１Ｉ ＋ β２Ｌ）Ｓ － （μ ＋ ω） Ｓ － ω（Ｌ ＋ Ｉ） ＝ ０，
β１ＳＩ ＋ β２ＳＬ － （α ＋ μ）Ｌ ＝ ０，
αＬ － （γ ＋ μ） Ｉ ＝ ０

ì

î

í
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（４）

来确定．
由方程组（４）中的第三个方程得

　 　 Ｌ ＝ γ ＋ μ
α

Ｉ ． （５）

当 Ｉ ≠ ０ 时，将式（５）代入方程组（４）中的第二个方程可得

　 　 Ｓ ＝ （α ＋ μ）（γ ＋ μ）
αβ１ ＋ β２（γ ＋ μ）

． （６）

记

　 　 Ｒ０ ＝
αβ１ ＋ β２（γ ＋ μ）
（α ＋ μ）（γ ＋ μ）

Ｓ０，
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则式（６）可写为 Ｓ ＝ Ｓ０ ／ Ｒ０ ．再将 Ｓ ＝ Ｓ０ ／ Ｒ０ 和式（５）代入方程组（４）中的第一个方程可得

　 　 Ｉ ＝
α（μ ＋ ω）Ｓ０

（γ ＋ μ）（α ＋ μ ＋ ω） ＋ ωα
１ － １

Ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

相应地，由式（５）有

　 　 Ｌ ＝
（γ ＋ μ）（μ ＋ ω）Ｓ０

（γ ＋ μ）（α ＋ μ ＋ ω） ＋ ωα
１ － １

Ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因此，关于系统（３）平衡点的存在性有如下结论．
定理 １　 系统（３）总存在无病平衡点 Ｅ０（Ｓ０，０，０） ．当 Ｒ０ ＞ １ 时，系统（３） 还存在着唯一的

地方病平衡点 Ｅ∗（Ｓ∗，Ｌ∗，Ｉ∗）， 这里

　 　 Ｓ０ ＝ Λ
μ ＋ ω

， Ｓ∗ ＝
Ｓ０

Ｒ０
， Ｌ∗ ＝

（γ ＋ μ）（μ ＋ ω）Ｓ０

（γ ＋ μ）（α ＋ μ ＋ ω） ＋ ωα
１ － １

Ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｉ∗ ＝
α（μ ＋ ω）Ｓ０

（γ ＋ μ）（α ＋ μ ＋ ω） ＋ ωα
１ － １

Ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

关于系统（３）的平衡点的局部稳定性有以下定理．
定理 ２　 当 Ｒ０ ＜ １ 时，系统（３）的无病平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的，当 Ｒ０ ＞ １ 时是不稳

定的．系统（３） 的地方病平衡点 Ｅ∗ 只要存在， 就是局部渐近稳定的．
证明　 首先，系统（３）在无病平衡点 Ｅ０（Ｓ０，０，０） 处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ（Ｅ０） ＝
－ （μ ＋ ω） － β ２Ｓ０ － ω － β １Ｓ０ － ω

０ β ２Ｓ０ － （α ＋ μ） β １Ｓ０

０ α － （γ ＋ μ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
．

显然， λ ＝－ （ω ＋ μ） 是 Ｊ（Ｅ０） 的一个特征值，其另外两个特征根为方程 λ ２ ＋ ａ１λ ＋ ａ２ ＝ ０ 的

两个根，其中

　 　 ａ１ ＝ α ＋ μ － β ２ Ｓ０ ＋ γ ＋ μ，
　 　 ａ２ ＝ ［（α ＋ μ） － β ２ Ｓ０］（γ ＋ μ） － αβ １Ｓ０ ＝ （α ＋ μ）（γ ＋ μ）（１ － Ｒ０） ．

由于 Ｒ０ ＜ １ 意味着 β ２Ｓ０ ＜ α ＋ μ，因此当 Ｒ０ ＜ １ 时 ａ１ ＞ ０ 且 ａ２ ＞ ０，所以当 Ｒ０ ＜ １ 时系统

（３） 的无病平衡点Ｅ０ 是局部渐近稳定的．而当Ｒ０ ＞ １时，ａ２ ＜ ０，因此 Ｊ（Ｅ０） 一定有一正实根，
所以此时无病平衡点 Ｅ０ 是不稳定的．

系统（３）在 Ｅ∗（Ｓ∗，Ｌ∗，Ｉ∗） 处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ（Ｅ∗） ＝
－ β １Ｉ∗ － β ２Ｌ∗ － （μ ＋ ω） － β ２Ｓ∗ － ω － β １Ｓ∗ － ω

β １Ｉ∗ ＋ β ２Ｌ∗ β ２Ｓ∗ － （α ＋ μ） β １Ｓ∗

０ α － （γ ＋ μ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
．

根据方程组（４）中的第二个和第三个方程有

　 　 β ２Ｓ∗ － （α ＋ μ） ＝ －
β １Ｓ∗Ｉ∗

Ｌ∗
＝ －

αβ １Ｓ∗

γ ＋ μ
．

因此， 矩阵 Ｊ（Ｅ∗） 可改写为

　 　 Ｊ（Ｅ∗） ＝

－ β １Ｉ∗ － β ２Ｌ∗ － （μ ＋ ω） － β ２Ｓ∗ － ω － β １Ｓ∗ － ω

β １Ｉ∗ ＋ β ２Ｌ∗ －
αβ １ Ｓ∗

γ ＋ μ
β １Ｓ∗

０ α － （γ ＋ μ）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

．
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直接计算可得 Ｊ（Ｅ∗） 的特征方程为 λ ３ ＋ Ａ２ λ ２ ＋ Ａ１ λ ＋ Ａ０ ＝ ０， 其中

　 　 Ａ２ ＝ β １Ｉ∗ ＋ β ２Ｌ∗ ＋ μ ＋ ω ＋
αβ １Ｓ∗

γ ＋ μ
＋ γ ＋ μ，

　 　 Ａ１ ＝ （β １Ｉ∗ ＋ β ２Ｌ∗ ＋ μ ＋ ω）
αβ １Ｓ∗

γ ＋ μ
＋ γ ＋ μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （β １Ｉ∗ ＋ β ２Ｌ∗）（ β ２Ｓ∗ ＋ ω），

　 　 Ａ０ ＝ （β １Ｉ∗ ＋ β ２Ｌ∗）［（β ２Ｓ∗ ＋ ω）（γ ＋ μ） ＋ α（β １Ｓ∗ ＋ ω）］ ．
进一步地，容易验证 Ａ１Ａ２ － Ａ０ ＞ ０．由于 Ａｉ ＞ ０（ ｉ ＝ ０，１，２），因此根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 准则可知，
Ｊ（Ｅ∗） 的所有特征值均具有负实部，故系统（３）正平衡点只要存在，就一定是局部渐近稳定

的．定理 ２ 得证．

３　 无病平衡点的全局稳定性和疾病的持续性

在本节中，将考虑系统（３）无病平衡点 Ｅ０ 在 Ω上的全局渐近稳定性和疾病传播的持续性．
下面首先以 Ｒ０ ＜ １ 和 Ｒ０ ＝ １ 两种情形来考虑 Ｅ０ 的全局稳定性，其次分析 Ｒ０ ＞ １ 时疾病传播

的持续性．
当 Ｒ０ ＜ １ 时，定义函数 Ｖ１ ＝ Ｌ ＋ ｍＩ，其中 ｍ 是一待定正数．函数 Ｖ１ 沿着系统（３）的解的全

导数为

　 　
ｄＶ１

ｄｔ （３）
＝ － ［ｍ（γ ＋ μ） － β １Ｓ］ Ｉ － ［（α ＋ μ） － ｍα － β ２Ｓ ］Ｌ ．

因为在系统（３）的正不变集 Ω 上 Ｓ ≤ Λ ／ （μ ＋ ω） ＝ Ｓ０， 所以有

　 　
ｄＶ１

ｄｔ （３）
≤－ ［ｍ（γ ＋ μ） － β １Ｓ０］ Ｉ － ［（α ＋ μ） － ｍα － β ２Ｓ０］Ｌ ． （７）

注意到 Ｒ０ ＜ １ 意味着 α ＋ μ ＞ β ２Ｓ０，并且 Ｒ０ ＜ １ 等价于

　 　
β １Ｓ０

γ ＋ μ
＜

（α ＋ μ） － β ２Ｓ０

α
．

因此，取

　 　 ｍ ∈
β １Ｓ０

γ ＋ μ
，
（α ＋ μ） － β ２Ｓ０

α
æ

è
ç

ö

ø
÷

时，由式（７）有 Ｖ′１ ｜ （３） ≤－ δＶ１， 其中

　 　 δ ＝ ｍｉｎ ｍ（γ ＋ μ） － β １Ｓ０，
（α ＋ μ） － ｍα － β ２Ｓ０

ｍ{ } ．

故由系统（３）初值的非负性有 ｌｉｍｔ→∞ Ｖ１（ ｔ） ＝ ０， 即 ｌｉｍｔ→∞ Ｉ（ ｔ） ＝ ｌｉｍｔ→∞ Ｌ（ ｔ） ＝ ０．进一步地，由极

限系统理论有 ｌｉｍｔ→∞ Ｓ（ ｔ） ＝ Ｓ０ ．于是结合无病平衡点 Ｅ０ 的局部稳定性可知，当 Ｒ０ ＜ １ 时，系统

（３） 无病平衡点 Ｅ０ 在 Ω 上是全局渐近稳定的．
当 Ｒ０ ＝ １ 时定义函数

　 　 Ｖ２ ＝
（Ｓ － Ｓ０） ２

２Ｓ０

＋ Ｌ ＋
β １Ｓ０

γ ＋ μ
Ｉ，

则 Ｖ２ 沿着系统（３）的解的全导数为

　 　
ｄＶ２

ｄｔ （３）
＝
Ｓ － Ｓ０

Ｓ０
［Λ － （β １Ｉ ＋ β ２Ｌ）Ｓ － （μ ＋ ω） Ｓ － ω（Ｌ ＋ Ｉ）］ ＋

００８ 具有暂时免疫和母体抗体保护的轮状病毒传播模型的分析



　 　 　 　 （β １Ｉ ＋ β ２Ｌ）（Ｓ － Ｓ０） ＝

　 　 　 　 －
Ｓ － Ｓ０

Ｓ０
［（β １Ｉ ＋ β ２Ｌ）Ｓ ＋ （μ ＋ ω）（Ｓ － Ｓ０） ＋ ω（Ｌ ＋ Ｉ）］ ＋

　 　 　 　 （β １Ｉ ＋ β ２Ｌ）（Ｓ － Ｓ０） ＝

　 　 　 　 －
β １Ｉ ＋ β ２Ｌ ＋ μ ＋ ω

Ｓ０
（Ｓ － Ｓ０） ２ －

ω（Ｌ ＋ Ｉ）（Ｓ － Ｓ０）
Ｓ０

．

对于 （Ｓ， Ｌ， Ｉ） ∈ Ω，显然有 Ｖ′２ ｜ （３） ≤０，并且当且仅当 Ｓ ＝ Ｓ０ 时，Ｖ′２ ｜ （３） ＝ ０．又系统（３） 在 { （Ｓ，
Ｌ，Ｉ） ∈ Ω， Ｓ ＝ Ｓ０ } 上的最大不变集就是单点集 {Ｅ０ } ， 因此由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理知，当 Ｒ０ ＝
１ 时 Ｅ０ 在 Ω 上是全局渐近稳定的．

综合上述推导可得如下结论．
定理 ３　 当 Ｒ０ ≤ １ 时，系统（３） 的无病平衡点 Ｅ０ 在 Ω 上是全局渐近稳定的．
文献［１７⁃１８］通过讨论系统的持续生存性以明确疾病持续生存的条件．下面同样讨论疾病

的持续性，首先引入相应的定义和理论［１９］ ．
定义 １　 设 Ｘ 是一个度量为 ｄ 的局部紧度量空间，集合 Ｆ 是空间 Ｘ 的一个闭子集，其边界

和内部点的集合分别记为 ∂Ｆ和 ｉｎｔ Ｆ ．π 是定义在集合 Ｆ上的一个半动力系统．若任意的元素 ｕ
∈ ｉｎｔ Ｆ 都满足 ｌｉｍ ｉｎｆｔ→＋∞ ｄ（π（ｕ，ｔ），∂Ｆ） ＞ ０，则称 π 是持续的；若存在 ξ ＞ ０，使得对所有的

ｕ ∈ ｉｎｔ Ｆ 都满足 ｌｉｍ ｉｎｆｔ→＋∞ ｄ（π（ｕ，ｔ），∂Ｆ） ＞ ξ，则称 π 是一致持续的．
Ｆｏｎｄａ［１９］根据斥子理论给出了一个关于持续性的结果．Σ 为 Ｆ 的一个子集，若存在 η ＞ ０，

使得对任意 ｕ∈Ｆ ＼Σ都有 ｌｉｍ ｉｎｆｔ→＋∞ ｄ（π（ｕ，ｔ），∂Ｆ） ＞ η，则称Σ 为一致斥子．这一结论可总结

为 Ｆｏｎｄａ 引理．
引理 １（Ｆｏｎｄａ 引理［１９］）　 设 Σ 是 Ｘ 的一个紧子集，且 Ｘ ＼Σ 是半动力系统 π 的一个正不变

集．Σ 是一致斥子的充要条件是存在 Σ 的一个邻域 Ｕ 和一个连续函数 Ｐ： Ｘ → Ｒ ＋ 满足

１） ｕ ∈ Σ ⇔ Ｐ（ｕ） ＝ ０；
２） 对任意 ｕ ∈ Ｕ ＼Σ 都存在 Ｔｕ ＞ ０，使得 Ｐ（π（ｕ，Ｔｕ）） ＞ Ｐ（ｕ） ．
根据引理 １，对任意 ｕ１ ＝ （Ｓ１， Ｌ１， Ｉ１） ∈ Ω，系统（３） 都存在定义在 Ｒ ＋ 上且满足 π（ｕ１，０）

＝ （Ｓ１， Ｌ１， Ｉ１） 的唯一解 π（ｕ１，ｔ） ＝ （Ｓ，Ｌ，Ｉ）（ ｔ； ｕ１） ．又因为 Ω 是系统（３） 的一个正不变集，所
以对于 ｔ ∈ Ｒ ＋，系统（３） 确定有半动力系统 π（ｕ１，ｔ） ∈ Ω ．

定理 ４　 当 Ｒ０ ＞ １ 时，Σ ＝ { （Ｓ，Ｌ，Ｉ） ｜ Ｌ ＝ ０，Ｉ ＝ ０ } 是系统（３） 的一个一致斥子．此时半

动力系统 π 在 Ω 内是一致持续的．
证明　 根据系统（３）解的非负性，当 Ｌ（０） ＞ ０ 或 Ｉ（０） ＞ ０ 时，对于 ｔ ＞ ０ 有 Ｌ（ ｔ） ＞ ０ 和

Ｉ（ ｔ） ＞ ０．因此 Ω ＼Σ 是系统（３） 的一个正不变集，且 Σ 集是 Ω 集的一个紧子集．
根据引理 １，定义一从 Ω 到 Ｒ ＋ 的映射 Ｐ（Ｓ， Ｌ， Ｉ） ＝ ｍａｘ { Ｌ， Ｉ } ， 并记

　 　 Ｕ ＝ { （Ｓ，Ｌ，Ｉ） ∈ Ω： Ｐ（Ｓ，Ｌ，Ｉ） ＜ ε } ，
其中 ε 是一个充分小的正数．

对于 Ｒ０ ＞ １， 即

　 　
αβ １ ＋ β ２（γ ＋ μ）
（α ＋ μ）（γ ＋ μ）

Λ
μ ＋ ω

＞ １，

存在充分小的正数 ε 满足

　 　
［αβ １ ＋ β ２（γ ＋ μ）］Ｓε

（α ＋ μ）（γ ＋ μ）
＞ １， （８）
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其中　 　 Ｓε ＝ Λ － ２ωε
２（β １ ＋ β ２） ε ＋ （μ ＋ ω）

．

假定对 ｕ－ ＝ （Ｓ
－
，Ｌ

－
，Ｉ
－
） ∈ Ｕ， 存在 Ｔε，当 ｔ ＞ Ｔε 时，有 Ｐ（π（ｕ－，ｔ）） ≤ Ｐ（ｕ－） ＜ ε，则当 ｔ ＞ Ｔε

时，Ｐ ＜ ε 意味着 ｍａｘ { Ｌ， Ｉ } ＜ ε，即 Ｌ ＜ ε 且 Ｉ ＜ ε ．于是当 ｔ ＞ Ｔε 时，由系统（３）的第一个

方程可知

　 　 ｄＳ
ｄｔ

＝ Λ － （β １Ｉ ＋ β ２Ｌ）Ｓ － （μ ＋ ω）Ｓ － ω（Ｌ ＋ Ｉ） ＞

　 　 　 　 Λ － ２ωε － ［（β １ ＋ β ２）ε ＋ （μ ＋ ω）］Ｓ ．
因此

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

Ｓ ≥ Λ － ２ωε
（β １ ＋ β ２）ε ＋ （μ ＋ ω）

．

由于 Ｓε ＜ Λ － ２ωε
（β １ ＋ β ２） ε ＋ （μ ＋ ω）

，故存在 Ｔ′ε ＞ Ｔε，使得当 ｔ ＞ Ｔ′ε时有 Ｓ（ ｔ） ＞ Ｓε ．

进一步地，当 ｔ ＞ Ｔ′ε 时，系统（３）的后两个方程为

　 　

ｄＬ
ｄｔ

＞ ［β ２Ｓε － （α ＋ μ）］Ｌ ＋ β １Ｓε Ｉ，

ｄＩ
ｄｔ

＝ αＬ － （γ ＋ μ） Ｉ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

对应式（９），考虑以下系统：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ［β ２Ｓε － （α ＋ μ）］ｘ ＋ β １Ｓεｙ，

ｄｙ
ｄｔ

＝ αｘ － （γ ＋ μ）ｙ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

由条件（８），线性系统（１０）的原点平衡点为鞍点．假设系统（１０）的解直线为 ｙ ＝ ｋｘ， 则由

系统（１０）知

　 　 ｋ ＝ αｘ － ｋ（γ ＋ μ）ｘ
［β ２Ｓε － （α ＋ μ）］ｘ ＋ β １Ｓεｋｘ

，

即方程

　 　 β １Ｓεｋ２ ＋ ［（γ ＋ μ） ＋ β ２Ｓε － （α ＋ μ）］ｋ － α ＝ ０ （１１）
的根．显然，方程（１１）有唯一正根．同时易知系统（１０）的解沿该正根对应的解直线远离原点而

趋向无穷远，即 ｌｉｍｔ→∞ ｘ（ ｔ） ＝ ｌｉｍｔ→∞ ｘ（ ｔ） ＝ ＋ ∞ ．
由于系统（１０）是一个单调系统，因此由比较定理［２０］可得

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｌ ＝ ＋ ∞， ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｉ ＝ ＋ ∞ ．

这与 Ｐ ＜ ε 矛盾， 因此上述假设不成立．也就是说，对于属于 Σ某邻域并包含于Ω ＼Σ的任意 ｕ，
总存在一个 Ｔｕ 满足 Ｐ（π（ｕ，Ｔｕ）） ＞ Ｐ（ｕ） ．因此，根据引理 １ 可知，当 Ｒ０ ＞ １ 时，Σ ＝ { （Ｓ，Ｌ，
Ｉ） ｜ Ｌ ＝ ０，Ｉ ＝ ０ } 是系统的一个一致斥子，并且存在正数 ξ， 使得

　 　 ｍｉｎ { ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

Ｓ（ ｔ）， ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

Ｌ（ ｔ）， ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

Ｉ（ ｔ） } ＞ ξ ．

综上，当 Ｒ０ ＞ １ 时，系统（３） 的解在 Ω 内是一致持续的，即疾病在种群中持续感染．定理 ４ 得证．
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４　 数 值 模 拟

由于原模型（１）是一个五维的有界系统，为了数学分析的方便，借助极限系统理论［２１］将其

简化为一个三维系统．在第 ２ 节和第 ３ 节中，已经考虑了系统（３）的动力学性态．根据极限系统

理论，模型（１）与系统（３）有等价的动力学性态，所以可将模型（１）的对应结果直接叙述如下．
将系统（１）的无病平衡点和地方病平衡点分别记为 Ｅ（０） 和 Ｅ（∗）， 其中

　 　 Ｅ（０） ＝ （Ｘ（０）， Ｓ（０）， ０， ０， ０）， Ｅ（∗） ＝ （Ｘ（∗）， Ｓ（∗）， Ｌ（∗）， Ｉ（∗）， Ｒ（∗）） ．
系统（１）的无病平衡点 Ｅ（０） 对应系统（３） 的无病平衡点 Ｅ０（Ｓ０，０，０）， 其中

　 　 Ｓ０ ＝ Λ
μ ＋ ω

＝ ｂ［μ（１ － ｑ） ＋ ρ］
μ（ρ ＋ μ）

．

由系统（１）的第一个方程 ｂｑ － （ρ ＋ μ）Ｘ ＝ ０， 可得

　 　 Ｘ（０） ＝ ｂｑ
ρ ＋ μ

．

代入 ρＸ ＋ ｂ（１ － ｑ） － μＳ ＝ ０， 可得

　 　 Ｓ（０） ＝ μｂ（１ － ｑ） ＋ ｂρ
μ（ρ ＋ μ）

＝ Ｓ０ ．

所以系统（１）的无病平衡点为

　 　 Ｅ（０） ｂｑ
ρ ＋ μ

，Ｓ０，０，０，０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

其基本再生数为

　 　 Ｒ１０ ＝
αβ １ ＋ β ２（γ ＋ μ）
（α ＋ μ）（γ ＋ μ）

Ｓ（０） ＝
αβ １ ＋ β ２（γ ＋ μ）
（α ＋ μ）（γ ＋ μ）

Ｓ０ ＝ Ｒ０ ．

系统（１）的地方病平衡点 Ｅ（∗） ＝ （Ｘ（∗），Ｓ（∗），Ｌ（∗），Ｉ（∗），Ｒ（∗）） 对应系统（３） 的地方病平

衡点Ｅ∗（Ｓ∗，Ｌ∗，Ｉ∗） ．由系统（１） 的第４个方程αＬ － （γ ＋ μ） Ｉ ＝ ０，得 Ｌ（∗） ＝ （（γ ＋ μ） ／ α） Ｉ（∗），
代入 β １ＳＩ ＋ β ２ＳＬ － （α ＋ μ）Ｌ ＝ ０， 可得

　 　 Ｓ（∗） ＝ （α ＋ μ）（γ ＋ μ）
αβ １ ＋ β ２（γ ＋ μ）

＝ Ｓ∗，

且由

　 　
ｂｑ － （ρ ＋ μ）Ｘ ＝ ０，
γＩ － （ω ＋ μ）Ｒ ＝ ０{ （１２）

可知

　 　 Ｘ（∗） ＝ ｂｑ
ρ ＋ μ

， Ｒ（∗） ＝ γ
ω ＋ μ

Ｉ（∗） ．

将 Ｘ（∗），Ｓ（∗），Ｌ（∗），Ｒ（∗） 代入 ρＸ ＋ ｂ（１ － ｑ） － β １ＳＩ － β ２ＳＬ － μＳ ＋ ωＲ ＝ ０， 可得

　 　 Ｉ（∗） ＝ α（μ ＋ ω）Ｓ（∗）

（γ ＋ μ）（α ＋ μ ＋ ω） ＋ ωα
（Ｒ１０ － １） ．

可以看出 Ｉ（∗） ＝ Ｉ∗ ．因此对应系统（１）的地方病平衡点为

　 　 Ｅ（∗） ＝ ｂｑ
ρ ＋ μ

， Ｓ∗， Ｌ∗， Ｉ∗， γ
ω ＋ μ

Ｉ∗æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

可以看出，如果 Ｒ１０ ＞ １（即 Ｒ０ ＞ １） 时，系统（１） 存在着地方病平衡点 Ｅ（∗） ．下面首先取
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参数 ｂ ＝ １０，ｑ ＝ ０．６，ρ ＝ ０．８，μ ＝ ０．２，β １ ＝ ０．０１，β ２ ＝ ０．００５，α ＝ ０．８，γ ＝ ０．６，ω ＝ ０．２．可以计算

出无病平衡点 Ｅ（０） ＝ （６，４４，０，０，０） 并且 Ｒ１０ ＝ ０．８２５ ＜ １， 从图 １（取 ４ 组初值）可以看出，当 Ｒ０

＜ １ 时，Ｌ（ ｔ），Ｉ（ ｔ） 随时间的增加趋近于 ０，系统（１） 的无病平衡点是全局稳定的，此时疾病最

终趋于灭绝．接下来将参数 β １，β ２ 重新取值，令 β １ ＝ ０．０４，β ２ ＝ ０．０１，其他参数保持不变，此时

Ｅ（∗） ＝ （６，２０，６．８６，６．８６，１０．２９） 且 Ｒ１０ ＝ ２．７５ ＞ １．从图 ２（取 ４组初值） 可以看出，当 Ｒ０ ＞ １时，
Ｌ（ ｔ），Ｉ（ ｔ） 随时间的增加趋近于正常数，地方病平衡点是全局稳定的，此时疾病在宿主体内持

续存在．

图 １　 Ｅ（０） 在 Ｒ０ ＜ １ 时是全局稳定的 图 ２　 Ｅ（∗） 在 Ｒ０ ＞ １ 时是全局稳定的

Ｆｉｇ． １　 Ｅ（０） ｉｓ ｇｌｏｂａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｆｏｒ Ｒ０ ＜ １ Ｆｉｇ． ２　 Ｅ（∗） ｉｓ ｇｌｏｂａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｆｏｒ Ｒ０ ＞ １

５　 结　 　 论

本文研究了考虑具有暂时免疫和母体抗体保护的轮状病毒传播模型（１），得到了其极限

系统决定传染病流行与否的阈值参数 Ｒ０ ．证明了极限系统（３） 当 Ｒ０ ≤ １ 时无病平衡点是全局

稳定的，且用斥子理论证明了地方病平衡点在 Ｒ０ ＞ １ 时是持续生存的，并利用数学模拟验证

了模型（１） 的地方病平衡点在 Ｒ０ ＞ １ 时是全局稳定的．
Ｒ０ 可表示为

　 　 Ｒ０ ＝
αβ １Ｓ０

（α ＋ μ）（γ ＋ μ）
＋

β ２Ｓ０

（α ＋ μ）
．

注意到宿主处于未感染平衡态时，易感者的数量为 Ｓ０，潜伏者和感染者的平均存活期分别为

１ ／ （α ＋ μ） 和 １ ／ （γ ＋ μ），对易感者的感染率分别为 β ２ 和 β １，同时潜伏者离开潜伏者仓室而成

为感染者的比例为 α ／ （α ＋ μ），因此表达式 αβ １Ｓ０ ／ （（α ＋ μ）（γ ＋ μ）） 和 β ２Ｓ０ ／ （α ＋ μ） 分别

表示感染者和潜伏者传播疾病的基本再生数，所以 Ｒ０ 就是该模型表述下的轮状病毒传播基本

再生数．
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