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摘要：　 柔性体在承受外载荷作用时，会通过自身变形，降低所承受的外载荷．为了研究重力载荷作用下柔性梁的结

构变形与承载力之间的定量关系，首先建立模拟实验分析重力载荷在梁上的分布形式；基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的大变

形本构方程，建立承受重力载荷作用下大变形梁的控制方程；通过量纲分析，确定研究两个无量纲变量，结构变形

数与 Ｃａｕｃｈｙ 数；数值求解控制方程，分析结构变形数与 Ｃａｕｃｈｙ 数之间的定量关系；与实验结果对比，证实理论模型

的可靠性，并结合文献中树枝承受雪载荷的实验数据，分析模型用于预测实际问题的可行性．所建理论模型可用于

机械工程中柔性结构件的变形分析与承载力设计，也可用来预测自然界中风沙、大雪环境下植被的抗倒伏能力．
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引　 　 言

自然界中，随风飘扬的杨柳、水中摇晃的水草以及被大雪压弯的树枝，虽是司空见惯的景色，却蕴藏着植

物的一种智慧，即利用自身的结构变形来降低所承受的外载［１⁃２］ ．在传统的机械工程中，结构大多被设计成刚

性，刚性的结构在承受荷载时变形很小，但是相应承受的荷载却较大．受自然界的启发，在变形允许的范围

内，可以考虑用柔性体来代替刚体，从而降低所承受的外载荷．
利用柔性体的结构变形降低外载荷有着广泛的应用．比如 Ｎｏｙｅｓ 等［３］ 提出可变形的锥形概念发电机，

Ｚｈｕ 等［４］通过实验证实了利用可变形性可大幅提升叶片的能量转换； Ｔｈｉｒｉａ 等［５］用弹性机翼代替刚性机翼，
证实不仅能大幅度降低消耗功率，而且还能增加推力．研究外载荷对柔性体上的阻力变化对于农业、森林业

等领域也有着重要的意义，如理解植物对于强风、暴雪等环境的适应性，农作物的抗倒伏等［６⁃８］；研究水生植

物的水流阻力等，有助于平衡河流生态治理与汛期泄洪［９⁃１０］ ．
为了研究柔性体的自身变形与阻力间的关系，研究人员进行了大量的实验及理论研究，主要是研究风

速、水流等流体载荷对柔性体结构变形的影响．如 Ｈａｒｄｅｒ 等［１１］ 对不同水生和陆生植物种类的结构变形效率

以及 Ｖｏｇｅｌ 指数进行了收集整理，Ｖｏｌｌｓｉｎｇｅｒ 等［１２］对不同的硬木树物种进行的风动测量．Ａｌｂｅｎ 等［１３⁃１５］研究了

纤维在肥皂膜流体中的变形实验， 发现纤维上的阻力与流速的平方成正比， 同时阻力随着刚度的增大而增

大．Ｓｉｌｖａ⁃Ｌｅｏｎ 等［１６］和 Ｚｈｕ［１７］通过数值计算扩展了对柔性体所受黏性流体的阻力研究．Ｌｕｈａｒ 和 Ｎｅｐｆ［１８］ 研究

了水流对于植被的阻力与植被自身变形间的关系， 证实了阻力与流速、 植物的刚度与浮力之间存在定量关

系．Ｌｅｃｌｅｒｃｑ 等［１９⁃２０］ 研究了不同形状的植物在风载下的结构变形与阻力之间的关系，并定量描述了 Ｖｏｇｅｌ 指
数与风速之间的关系．

前期的文献主要研究了柔性体结构变形与风速、水流等流体载荷之间的关系，但对承受雪、沙等固体载

荷的柔性体变形规律尚未展开研究．本文以柔性梁为研究对象，以细小玻璃珠模拟雪、沙等载荷，通过实验观

察，将柔性梁上载荷在重力作用下分布形式分为两种：三角形堆垛与梯形堆垛．结合 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的大变形

本构方程，推导柔性梁在重力载荷作用下的变形控制方程．通过量纲分析，引入结构变形数与 Ｃａｕｃｈｙ 数两个

无量纲化变量．通过数值求解，得到两个变量之间的关系．从而建立起柔性梁在重力外载作用下的结构变形

与承载力之间的定量关系模型．并通过与实验数据的对比，验证了模型的可靠性．

１　 柔性体梁承受重力载荷的理论模型

１．１　 模拟实验

为了对实际问题进行理论研究，采取模拟实验，如图 １（ａ）所示，实验采用了微小的玻璃细珠作为颗粒介

质，模拟真实的雪、沙等载荷．玻璃珠的大小均匀且分散，有两种半径：平均半径为 ５００～６００ μｍ 的大珠和 １２５
～１６６ μｍ 的小珠，两者的密度相差不大，分别为 １ ５４０ ｋｇ ／ ｍ３和 １ ５３０ ｋｇ ／ ｍ３ ．采用如图 １（ｂ）所示的磨砂纸来

模拟柔性梁结构，因为磨砂纸表面有一定的粗糙度，可以保证承受载荷的稳定性．为了测量柔性梁的弹性模

量，采用如图 １（ｃ）所示的实验，在梁的末端吊起一定重量的物体，通过记录梁的弯曲曲率，改变悬挂物体的

质量，多次实验，即可得到弯矩与曲率之间的定量曲线，根据材料力学的关系，进行拟合，即可算出柔性梁的

弯曲刚度，相关实验数据放在附录 Ａ 中．本文选用扭转变形最小的黄色纸片作为实验用纸片，并定义弯曲刚

度为 Ｂ ＝ ＥＩ ／ ｗ ＝ ０．０１２ ８６ Ｎ·ｍ［１９］ ．
为了研究玻璃细珠在柔性梁上的堆积分布，首先需要测量玻璃细珠在梁上堆垛的最大摩擦角 α ．具体做

法是在长方形纸片上将玻璃珠堆垛成一个金字塔形状，通过计算发现其上的重量与板的长 ｌ、宽 ｗ 和最大摩

擦角 α 有以下关系：

　 　 ｍ ＝ １
４

ρｗ２ ｔａｎ（α） ｌ － ｗ
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ｗ
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附录 Ｂ 中给出特定长宽比下，堆垛的最大重量 ｍ 与长度 ｌ 之间的关系，通过数据拟合，得到半径较大的

玻璃珠最大摩擦角 α 为 ３０．１°，半径较小的玻璃珠最大摩擦角 α 为 ２９．１°，由于结果非常接近，因此忽略珠子

的半径大小对实验结果的影响．注意对于不同载荷而言，因内聚力不同，最大摩擦角 α 的值也不同，后续模型

中将讨论这一参数的影响．
下面考察载荷在梁上的分布形式（图 １（ｄ）），通过观察发现，由于载荷的分布形式在梁的长度方向是一

致的，因此可以将三维问题简化为二维问题来分析．根据梁的长宽比不同，将有两种分布形式，三角形堆垛与

梯形堆垛（图 ２）．荷载在宽度方向上达到的最大高度 ｈｃ 与纸片的宽度 ｗ、最大摩擦角 α 有以下关系：

　 　 ｈｃ ＝
ｗ
２

ｔａｎ α ． （３）

（ａ） 实验用玻璃细珠，模拟雪、沙等固体载荷 （ｂ） 实验用磨砂纸，模拟柔性梁

（ａ） Ｔｈｅ ｇｌａｓｓ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｓｏｌｉｄ （ｂ） Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓａｎｄ ｐａｐｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ
ｌｏａｄｉｎｇ ｌｉｋｅ ｓｎｏｗ ａｎｄ ｓａｎｄ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍｓ

（ｃ） 测量柔性梁的弹性模量实验 （ｄ） 柔性梁上承载重力载荷后的变形与载荷间的关系

（ｃ） Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｆｏｒ ｔｅｓｔｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃ （ｄ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｍｏｄｕｌｉ ｏｆ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ ｌｏａｄ

图 １　 模拟实验

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

１．２　 柔性体梁在重力载荷下的变形控制方程

基于 １．１ 小节中建立的理论模型（图 ２），下面分析柔性体梁在重力载荷作用下的受力与变形．如图 ３ 所

示，弧长 ｓ 是经过梁截面质心的曲线，θ 为变形后弧长 ｓ 处梁截面法向与变形前截面法向的夹角，ｈ 为变形后

弧长 ｓ 处梁截面处的载荷高度，ｍ 为梁单位面积的质量．根据 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的大变形本构关系［２１⁃２３］：

　 　 Ｍ ＝ ＥＩ δθ
δｓ

， （４）

其中， θ 为变形后弧长 ｓ 处梁截面法向与变形前截面法向的夹角．对弯矩求微分有

　 　 ｄＭ
ｄｓ

＝ Ｆｓ ． （５）
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图 ２　 三角形堆垛与梯形堆垛的载荷分布示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｌｏａｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｉｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌ ｐｉｌｅ

图 ３　 柔性体承受重力载荷作用下的变形与受力图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ ｌｏａｄ

在 ｘ，ｙ 方向，分别有力的平衡关系：
　 　 ｄ（Ｆｓｓｉｎ θ） － ｄ（ＦＴｃｏｓ θ） ＝ ０， （６）
　 　 ｄ（Ｆｓｃｏｓ θ） ＋ ｄ（ＦＴｓｉｎ θ） ＝ ρｇｈｄｘ ＋ ｍｇｄｘ， （７）

其中， ＦＴ 为截取微段上沿着弧长切向的力，Ｆｓ 为截取微段上沿着弧长法线方向的力，ｄ（·）为力在截取的微

单元内的增量．
ｄｘ 与 ｄｓ 之间存在几何关系：
　 　 ｄｘ ＝ ｄｓｃｏｓ θ ． （８）

将式（４）代入式（５）得到

　 　 Ｆｓ ＝ ＥＩθ″ ． （９）
将式（９）代入式（６）得到

　 　 ＦＴ ＝ Ｆｓ ｔａｎ θ ＋ Ｃ ＝ ＥＩθ″ｔａｎ θ ＋ Ｃ ． （１０）
梁的自由端的边界条件为 Ｆｓ ＝ ＦＴ ＝ ０， 代入式（１０）可以求出常数 Ｃ ＝ ０， 则式（１０）整理得

　 　 ＦＴ ＝ ＥＩθ″ｔａｎ θ ． （１１）
将式（１１）代入式（７），化简之后导出变形梁的平衡控制方程：
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　 　 ＥＩθ‴＋ ＥＩθ″θ′ｔａｎ θ ＝ ρｇｈｃｏｓ２θ ＋ ｍｇｃｏｓ２θ ＝ ρｇ ｈ ＋ ｍ
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ２θ ． （１２）

通过量纲分析，定义以下无量纲量：

　 　 ｔ ＝ ｓ ／ ｌ， Ｈ ＝ ｈ ／ ｌ， ＣＹ ＝ ρｇｌ４

ＥＩ
， Ｍ ＝ ｍ

ρｌ
． （１３）

将式（１３）代入式（１２），可以得到无量纲化的控制方程：
　 　 θ‴＋ θ″θ′ｔａｎ θ ＝ ＣＹ（Ｈ（ ｔ） ＋ Ｍ）ｃｏｓ２θ ． （１４）

注意，通过无量纲化操作，梁的变形 θ 仅与 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ、外载高度 Ｈ（ ｔ） 和自重因子 Ｍ 有关．
对于三角形堆垛，外载分布高度 Ｈ（ ｔ） 与最大摩擦角 α 的关系为

　 　 ｄＨ
ｄＴ

＝
－ ｔａｎ αｃｏｓ θ ＋ ｓｉｎ θ， θ ＜ α，
０， ｏｔｈｅｒｓ ．{ （１５）

对于梯形堆垛，存在一个临界高度，即 ｈｃ ＝ ｔａｎ α·ｗ ／ ２，其中ｗ为宽度，此时外载分布高度Ｈ（ ｔ） 的函数为

　 　 ｄＨ
ｄＴ

＝
－ ｔａｎ αｃｏｓ θ ＋ ｓｉｎ θ， θ ＜ α， ｈ ＜ ｈｃ，
０， ｏｔｈｅｒｓ ．{ （１６）

为了研究结构变形后承受外载荷的改变量，定义柔性梁承受的外载荷重量 Ｗｆ 与相同尺度的刚性梁承受

外载荷重量 Ｗｒ 之比为结构变形数 Ｒ， 对于三角形堆垛与梯形堆垛的计算公式分别为

　 　 Ｒ ＝
Ｗｆ

（ρｇｌ２ ｔａｎ α） ／ ２
＝
２∫ｌ

０
Ｈ（ ｔ）ｄｔ

ｔａｎ α
， （１７）

　 　 Ｒ ＝
Ｗｆ

Ｗｒ

＝
∫ｌ

０
Ｈ（ ｔ）ｄｔ

ｈｃ（１ － ｈ ／ ｔａｎ α） ＋ ｈｃ·ｈ ／ （２ｔａｎ α）
． （１８）

通过求解式（１４），可以得到结构变形数 Ｒ 与 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 之间的函数关系，从而分析各参数对于变形

和承载力的影响．

２　 数 值 求 解

２．１　 三角型堆垛的结构变形与承载力分析

采用 ＭＡＴＬＡＢ 的 ｂｖｐ４ｃ 函数对式（１２）进行数值求解，可以分析摩擦角 α 与梁自重因子Ｍ、 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ

与结构变形参数Ｒ 之间的关系．当载荷呈现三角形堆垛时，边界条件取式（１５）．如图 ４ 所示，在一定值的摩擦

角 α、自重因子参数 Ｍ 与 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 下，通过求解式（１２）与式（１５），可以画出梁的变形与载荷图（图 ４
（ａ））、梁的弯曲转角图（图 ４（ｂ））与载荷的高度分布图（图 ４（ｃ））．

（ａ） 梁的变形与梁上载荷 （ｂ） 梁的转角 θ 随坐标变化的分布图 （ｃ） 梁上载荷高度 Ｈ 随坐标变化的分布图

（ａ） Ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ θ （ｃ） Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｉｌｅ ｈｅｉｇｈｔ Ｈ
ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ

图 ４　 当 α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１， ＣＹ ＝ １ ０００ 时，三角形堆垛下柔性梁的变形

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｉｌｅ ｆｏｒ α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１， ＣＹ ＝ １ ０００
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从图 ４ 中可以看出，随着梁的弯曲变形，载荷在梁上的分布高度 Ｈ也逐渐降低，并在一定位置处降为零．
与刚性梁相比，柔性梁上承受的载荷显著降低．下面，为了研究梁的变形对载荷变化的影响，通过取一定的摩

擦角 α 与自重因子Ｍ， 研究 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 与结构变形数Ｒ 的关系．对于三角形堆垛，结构变形数Ｒ 的计算公

式为式（１７），变化关系如图 ５ 所示．

图 ５　 当 α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１ 时，结构变形数 Ｒ 随 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 的变化图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ Ｒ ｗｉｔｈ Ｃａｕｃｈｙ ｎｕｍｂｅｒ ＣＹ ｆｏｒ α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１

从图 ５ 中可见，当 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 较小时，Ｒ⁃ＣＹ 曲线基本平坦，接近于 １，因为当梁的弯曲刚度 Ｂ 较大，
Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 较小时，梁的变形非常小，因此承受载荷与刚性梁基本相同．随着 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 的增大，即随着

弯曲刚度 Ｂ 的减小，梁的变形也越来越大，所能承受的载荷也越来越小，因此结构变形数 Ｒ 也减小．当 ＣＹ 增

大到一定值以后（如图中的 １００）， Ｒ⁃ＣＹ 的对数关系曲线近似于一条直线，通过拟合参数得到以下近似关系：
　 　 Ｒ ＝ Ｃ －０．８

Ｙ ． （１９）
根据式（１９），如果已知柔性梁的 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 值，可以预测柔性梁所能承受的最大载荷．
注意式（１９）是在一定的摩擦角 α 与自重因子 Ｍ 下得到的关系式，对于不同的摩擦角 α 与自重因子 Ｍ，

对 Ｒ⁃ＣＹ 曲线的影响，如图 ６ 所示．

（ａ） 当 Ｍ ＝ ０．０１ 时，不同摩擦角 α 下 Ｒ⁃ＣＹ 曲线 （ｂ） 当 α ＝ ３０° 时，不同自重因子 Ｍ 下 Ｒ⁃ＣＹ 曲线

（ａ） Ｔｈｅ Ｒ⁃ＣＹ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｉｃｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ Ｒ⁃ＣＹ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ

ａｎｇｌｅｓ α ｆｏｒ Ｍ ＝ ０．０１ ｆａｃｔｏｒｓ Ｍ ｆｏｒ α ＝ ３０°
图 ６　 摩擦角 α 与自重因子 Ｍ 对 Ｒ⁃ＣＹ 曲线的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ α ａｎｄ ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ ｆａｃｔｏｒ Ｍ ｏｎ Ｒ⁃ＣＹ ｃｕｒｖｅｓ

从图 ６（ａ）中可以看出，当 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 较小时，即梁变形较小时，摩擦角 α 的影响不明显．但是当 ＣＹ 超

过 １００ 时，随着摩擦角 α 的增大，相同 Ｃａｕｃｈｙ 数下的结构变形数 Ｒ 越大，即重力载荷的摩擦角越大，梁弯曲

带来的载荷降低幅度越小．但是从图 ６（ａ）中也可以看出，摩擦角对载荷降低幅度的影响并不显著．在图 ６（ｂ）
中，当 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 取较小值时，梁的自重因子 Ｍ 对结构变形数已有影响．这是因为当梁的自重因子 Ｍ 发生

改变，梁在自重作用下会发生弯曲．而随着 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 的增大，自重因子 Ｍ 越大的柔性梁，梁的弯曲程度越
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大，因弯曲带来的结构变形数 Ｒ 也越小．
２．２　 梯型堆垛的结构变形与承载力分析

当梁的长宽比远大于 １ 时，与三角形堆垛不同，梯形堆垛形式下载荷会有一个临界高度 ｈｃ， 载荷分布的

边界条件为式（１６）．求解过程与 ２．１ 小节相似．图 ７ 展示了取一定值的 Ｃａｕｃｈｙ 数、摩擦角、长宽比与自重因子

下，梁的变形与载荷分布（图 ７（ａ））、梁的弯曲转角（图 ７（ｂ））与载荷的高度分布（图 ７（ｃ））．
对于梯形分布，当梁弯曲到一定程度时，从梁的固定端到自由端，载荷先以临界高度 ｈｃ 分布，然后逐渐

降低，在某一位置处变成零．与刚性梁相比，承受载荷也大大降低．
下面，固定摩擦角 α、长宽比 ｌ ／ ｗ 与自重因子 Ｍ，可以得到结构变形数 Ｒ 与 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 之间的关系，如

图 ８（ａ）所示．通过数据拟合，发现与三角形堆垛时的类似规律：
　 　 Ｒ ＝ Ｃ －０．４３

Ｙ ． （２０）
式（２０）的系数 ０．４３ 与三角形堆垛的式（１９）系数 ０．８ 相比，系数明显减小，这证明了在梯形堆垛形式下，

柔性体变形带来的外载降低幅度比三角形堆垛时要小．
图 ８（ｂ）展示了摩擦角 α 对结构变形数 Ｒ 与 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 的关系影响，趋势与三角形堆垛非常接近，在

相同 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 下，摩擦角 α越大，结构变形数Ｒ 也越大；图 ８（ｃ）展示了在相同的 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 下，自重因

子 Ｍ 越大，结构变形数 Ｒ越小，趋势与三角形堆垛时也相同．长宽比 ｌ ／ ｗ对于Ｒ⁃ＣＹ 的影响展示在图 ８（ｄ）中，
尽管在相同 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 下，结构变形数随着长宽比的增大而增大，但是曲线的斜率基本相同，即长宽比不

改变式（２０）的指数系数．

（ａ） 梁的变形与梁上载荷分布图 （ｂ） 梁的转角 θ 随坐标变化的分布图 （ｃ） 梁上载荷高度 Ｈ 随坐标变化的分布图

（ａ） Ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ θ （ｃ） Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｉｌｅ ｈｅｉｇｈｔ Ｈ
ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ

图 ７　 当 α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１， ｌ ／ ｗ ＝ ５， ＣＹ ＝ １ ０００ 时，梯形堆垛下柔性梁的变形

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌ ｐｉｌｅ ｆｏｒ α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１， ｌ ／ ｗ ＝ ５， ＣＹ ＝ １ ０００

（ａ） 当 α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１， ｌ ／ ｗ ＝ ５ 时，结构变形数 Ｒ （ｂ） 当 Ｍ ＝ ０．０１， ｌ ／ ｗ ＝ ５ 时， Ｒ⁃ＣＹ 曲线

随 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 的变化曲线 随摩擦角 α 的变化

（ａ） Ｔｈｅ Ｒ⁃ＣＹ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１， ｌ ／ ｗ ＝ ５ （ｂ） Ｔｈｅ Ｒ⁃ＣＹ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ α

ｆｏｒ Ｍ ＝ ０．０１， ｌ ／ ｗ ＝ ５
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（ｃ） 当 α ＝ ３０°， ｌ ／ ｗ ＝ ５ 时，Ｒ⁃ＣＹ 曲线 （ｄ） 当 α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１ 时，Ｒ⁃ＣＹ 曲线

随自重因子 Ｍ 的变化 随长宽比 ｌ ／ ｗ 的变化

（ｃ） Ｔｈｅ Ｒ⁃ＣＹ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ （ｄ） Ｔｈｅ Ｒ⁃ＣＹ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ

ｆａｃｔｏｒｓ Ｍ ｆｏｒ α ＝ ３０°， ｌ ／ ｗ ＝ ５ ｆａｃｔｏｒｓ Ｍ ｆｏｒ α ＝ ３０°， Ｍ ＝ ０．０１
图 ８　 结构变形数 Ｒ 与 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 之间的关系

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｒｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ Ｒ ａｎｄ Ｃａｕｃｈｙ ｎｕｍｂｅｒ ＣＹ

３　 实验对比与结果讨论

为了验证理论模型的正确性，采用黄色的磨砂纸与两种直径的玻璃细珠进行实验，相关实验数据在附录

Ｃ 中．实验数据与理论预测曲线的对比如图 ９ 所示．考虑到实验数据的误差，理论曲线对实验值的预测较为理

想，从而证明了理论模型的可靠性．

（ａ） 黄色磨砂纸支撑与大半径玻璃细珠 （ｂ） 黄色磨砂纸支撑与小半径玻璃细珠

（ａ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｙｅｌｌｏｗ ａｂｒａｓｉｖｅ ｐａｐｅｒ ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ （ｂ） Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｙｅｌｌｏｗ ａｂｒａｓｉｖｅ ｐａｐｅｒ ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ
ｇｌａｓｓ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅｓ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅｒ ｒａｄｉｉ ｇｌａｓｓ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅｓ ｗｉｔｈ ｓｍａｌｌｅｒ ｒａｄｉｉ

图 ９　 实验数据与理论预测曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ

下面，我们将理论模型应用到实际问题中．在雪灾严重地区，大雪会对植物、房屋等造成积压，而雪融化

后也容易形成河流的水位上涨．因此，预测地面植被承受的降雪量对于预防雪灾有着重要的作用．Ｓｃｈｍｉｄｔ 等
做了大量的实验，记录了美国黑松树枝、英国针枞树枝、亚高山带的冷杉树枝和人造树枝的积雪量［２４］，注意，
除了树枝本身的弯曲，温度、风速等其他因素也会影响到积雪量．由于文献中的实验数据仅记录了积雪量与

密度间的关系，而缺少树枝的弯曲刚度、长度、宽度等数据，根据理论模型，仅能研究结构变形数 Ｒ 与密度间

的关系：

　 　 Ｒ ＝ Ｃη
Ｙ ＝ ρｇｌ４

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

η

＝ Ｃρη ． （２１）

文献中记录了雪的等效高度 （ｈＳＷＥ）， 即树枝上雪的重量除以树枝的投影面积和水的密度，因此定义结构变
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形数为 Ｒ ＝
ｈＳＷＥ⁃ｂｒａｎｃｈ

ｈＳＷＥ⁃ｇｒｏｕｎｄ
，其中 ｈＳＷＥ⁃ｂｒａｎｃｈ 表示树枝上的积雪等效高度， ｈＳＷＥ⁃ｇｒｏｕｎｄ 表示地面上的积雪等效高度．用幂

函数对各个树枝积雪量的拟合结果如图 １０ 所示．

（ａ） 亚高山带的冷杉树枝的实验数据与 （ｂ） 美国黑松树枝的实验数据与

拟合曲线 Ｒ ＝ ０．１４ρ －０．５２ 拟合曲线 Ｒ ＝ ０．０６ρ －０．７７

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ｆｏｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ｆｏｒ

ｓｕｂａｌｐｉｎｅ ｆｉｒ ａｎｄ ｆｉｔｔｉｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｒ ＝ ０．１４ρ －０．５２ ｌｏｄｇｅｐｏｌｅ ｐｉｎｅ ａｎｄ ｆｉｔｔｉｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｒ ＝ ０．０６ρ －０．７７

（ｃ） 英国针枞树枝的实验数据与 （ｄ） 人造树枝的实验数据与

拟合曲线 Ｒ ＝ ０．０６ρ －０．７４ 拟合曲线 Ｒ ＝ ０．２１ρ －０．４０

（ｃ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ｆｏｒ （ｄ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ｆｏｒ

Ｅｎｇｅｌｍａｎｎ ｓｐｒｕｃｅ ａｎｄ ｆｉｔｔｉｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｒ ＝ ０．０６ρ －０．７４ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂｒａｎｃｈ ａｎｄ ｆｉｔｔｉｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｒ ＝ ０．２１ρ －０．４０

图 １０　 理论模型对树枝积雪量的预测

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｎｏｗ ｏｎ ｂｒａｎｃｈ

从图 １０ 中可以看出，由于模型未考虑温度、风速等因素，且实际的树枝形状也不是标准的长方形，因此，
理论模型拟合结果并不十分理想．但是，从拟合的数据看，幂指数数据与理论预测值范围基本一致，从而进一

步证实了理论模型的潜在应用．而对于更复杂的实际问题，需要在理论模型上再增加其他参数来修正影响．

４　 结　 　 论

本文研究了柔性梁在承受重力载荷作用下的结构变形与承载力之间的关系，通过理论建模与数值求解，
得到以下几点结论：

１） 柔性梁在重力载荷作用下将发生自身的结构变形，从而减少所承受的重力载荷；
２） 描述柔性梁弯曲的 Ｃａｕｃｈｙ 数与描述载荷变化程度的结构变形数之间存在着幂指数的关系；
３） 载荷的摩擦角、柔性梁的长宽比和自重均会影响到梁的弯曲与承载能力，这些影响在理论模型中均

可以体现．

附　 录　 Ａ

表 Ａ１ 列出了黄色磨砂纸支撑与黑色磨砂纸支撑端部所受弯矩 Ｍｒ 与曲率 Ｒ， 其中黄色磨砂纸支撑宽度为 ０．０４ ｍ，黑色磨

砂纸支撑宽度为 ０．０４１ ｍ，拟合曲线如图 Ａ１ 所示．可见，黄色磨砂纸未发生显著扭转，拟合结果较好，计算其弯曲刚度为 Ｂ ＝
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ＥＩ ／ ｗ ＝ ０．０１２ ８６ Ｎ·ｍ ．
表 Ａ１　 黄色支撑与黑色支撑的端部弯矩及曲率

Ｔａｂｌｅ Ａ１　 Ｔｈｅ ｅｎｄ ｍｏｍｅｎｔ ａｎｄ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｙｅｌｌｏｗ ａｎｄ ｂｌａｃｋ ｓｕｐｐｏｒｔｓ

　
ｙｅｌｌｏｗ ｓｕｐｐｏｒｔ

Ｍｒ ／ （Ｎ·ｍ） Ｒ ／ ｍ－１

ｂｌａｃｋ ｓｕｐｐｏｒｔ
Ｍｒ ／ （Ｎ·ｍ） Ｒ ／ ｍ－１

０ ０ ０ ０

０．００６ ３ ２８．５７１ ４２８ ５７ ０．００５ ３１６ ９２３ ５１．５８７ ３０１ ５９

０．０１７ ３３．３３３ ３３３ ３３ ０．００７ １９４ ２０３ ５５．６４５ １６１ ２９

０．０２０ ９ ３６．３６３ ６３６ ３６ ０．００８ ２８９ ８５５ ６１．６０７ １４２ ８６

０．０２４ ３ ５０ ０．００８ ５５３ ０２ ７９．２５５ ３１９ １５

０．０２７ ２ ５３．３３３ ３３３ ３３ ０．００９ ３７４ ６４８ ８４．５２３ ８０９ ５２

０．０２９ ６ ５７．１４２ ８５７ １４ ０．０１０ ０６４ ９３．７５

０．０３１ ５ ６１．５３８ ４６１ ５４ ０．００８ ８７１ ９１ １４８．３３３ ３３３ ３

（ａ） 黄色支撑 （ｂ） 黑色支撑

（ａ） Ｔｈｅ ｙｅｌｌｏｗ ｓｕｐｐｏｒｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｂｌａｃｋ ｓｕｐｐｏｒｔ
图 Ａ１　 支撑的弯曲刚度拟合图

Ｆｉｇ． Ａ１　 Ｔｈｅ ｆｉｔｔｉｎｇｓ ｏｆ ｓｕｐｐｏｒｔｓ’ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｄｕｌｉ

附　 录　 Ｂ

图 Ｂ１ 中列出了刚性支撑所能承受大珠与小珠的最大重量 Ｗ 与长度 ｌ 之间的关系，根据式（１）和（２），可以拟合出大珠的

摩擦角为 ３０．１°，小珠的摩擦角为 ２９．１°．

（ａ） ５００～６００ μｍ 的大珠 （ｂ） １２５～１６６ μｍ 的小珠

（ａ） Ｌａｒｇｅｒ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ５００～６００ μｍ （ｂ） Ｓｍａｌｌｅｒ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ １２５～１６６ μｍ
图 Ｂ１　 刚性物体上堆垛的最大玻璃细珠重量

Ｆｉｇ． Ｂ１　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｗｅｉｇｈｔｓ ｏｆ ｇｌａｓｓ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅ ｐｉｌｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ
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附　 录　 Ｃ

表 Ｃ１ 与 Ｃ２ 分别列出了大珠、小珠与刚性支撑、柔性支撑上的最大载荷重量 Ｗｒ，Ｗｆ， 以及支撑的长度 ｌ、载荷密度 ρ、长宽

比 ｌ ／ ｗ和 Ｃａｕｃｈｙ 数 ＣＹ 等参数，其中大珠和小珠的密度分别为 １ ５４０ ｋｇ ／ ｍ３ 和 １ ５３０ ｋｇ ／ ｍ３，纸片宽度分别为 ０．０９５ ｍ 和 ０．０２ ｍ，
弯曲刚度均为 ０．０１２ ８６ Ｎ·ｍ ．注意，柔性支撑上的最大载荷量取三次实验的平均值．

表 Ｃ１　 大珠在刚性支撑与柔性支撑上的最大载荷重量

Ｔａｂｌｅ Ｃ１　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｗｅｉｇｈｔｓ ｏｆ ｌａｒｇｅｒ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ

Ｃａｕｃｈｙ ｎｕｍｂｅｒ
ＣＹ

ｌｅｎｇｔｈ
ｌ ／ ｍ

ｒａｔｉｏ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ ｔｏ ｗｉｄｔｈ
ｌ ／ ｗ

ｍａｘｉｍｕｍ ｌｏａｄ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｅｘｉｂｌｅ
ｓｕｐｐｏｒｔ Ｗｆ ／ ｇ

ｍａｘｉｍｕｍ ｌｏａｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ
ｓｕｐｐｏｒｔ Ｗｒ ／ ｇ

３．３１５ ０３９ ５３８ ０．０２３ ０．２０８ ８７７ ２８ ８０ ３８３

２．７７５ ０３２ ６１５ ０．０２２ ０．２４３ ８０２ １４ ８８．１ ３６１．３５８ ６

２．３０３ ８５１ ８４６ ０．０２１ ０．２６３ ９４０ ７ ９０．３ ３４２．１２２ ３

１．８９５ ３８４ ６１５ ０．０２ ０．２９１ ７４３ ８４ ９４．２ ３２２．８８６

１．５４３ ８０２ ６１５ ０．０１９ ０．３１４ ０１３ １５ ９５．３５ ３０３．６４９ ７

１．２４３ ５６１ ８４６ ０．０１８ ０．３５８ ２１４ ２９ １００．３ ２８０

０．９８９ ４０２ ６１５ ０．０１７ ０．４０２ ７４９ ７１ １０６．８ ２６５．１７７ １

０．７７６ ３４９ ５３８ ０．０１６ ０．４５９ ４６０ １６ １１３ ２４５．９４０ ８

０．５９９ ７１１ ５３８ ０．０１５ ０．５１５ ８６９ ７８ １１６．９５ ２２６．７０４ ５

０．４５５ ０８１ ８４６ ０．０１４ ０．５７８ ８８３ ９ １２０．１ ２０７．４６８ ２

０．３３８ ３３８ ０．０１３ ０．６３３ ７９２ ６８ １１９．３ １８８．２３１ ９

０．２４５ ６４１ ８４６ ０．０１２ ０．６５４ ３８５ ９６ １１１．９ １７１

０．１７３ ４３９ ５３８ ０．０１１ ０．７１６ ４８３ ０５ １０７．３ １４９．７５９ ３

０．１１８ ４６１ ５３８ ０．０１ ０．７５６ １８８ ５６ ９８．７ １３０．５２３

０．０７７ ７２２ ６１５ ０．００９ ０．７７７ ７２０ ９７ ８６．５５ １１１．２８６ ７

０．０４８ ５２１ ８４６ ０．００８ ０．７９６ ８４６ ０８ ７３．３５ ９２．０５０ ４

表 Ｃ２　 小珠在刚性支撑与柔性支撑上的最大载荷重量

Ｔａｂｌｅ Ｃ２　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｗｅｉｇｈｔｓ ｏｆ ｓｍａｌｌｅｒ ｍｉｃｒｏｓｐｈｅｒｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ

Ｃａｕｃｈｙ ｎｕｍｂｅｒ
ＣＹ

ｌｅｎｇｔｈ
ｌ ／ ｍ

ｒａｔｉｏ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ ｔｏ ｗｉｄｔｈ
ｌ ／ ｗ

ｍａｘｉｍｕｍ ｌｏａｄ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｅｘｉｂｌｅ
ｓｕｐｐｏｒｔ Ｗｆ ／ ｇ

ｍａｘｉｍｕｍ ｌｏａｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ
ｓｕｐｐｏｒｔ Ｗｒ ／ ｇ

７０．３７４ ３０４ ０．２６ １．３ ９．２３７ ５ ２２．５

５１．０９３ ５０４ ０．２４ １．２ １０．４８７ ５ １８．２

３６．０７５ ４２４ ０．２２ １．１ １１．４１２ ５ １７．４５

２４．６４ ０．２ １ １１．９６２ ５ １６

１６．１６６ ３０４ ０．１８ ０．９ １２．３３７ ５ １４．１

１０．０９２ ５４４ ０．１６ ０．８ １１．７ １３

５．９１６ ０６４ ０．１４ ０．７ １０．７３７ ５ １０．８

３．１９３ ３４４ ０．１２ ０．６ ９．７２５ ９．４
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ｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ３４（６）： ６２０⁃６２９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２３］　 卜万奎， 徐慧， 赵玉成． 基于曲梁弹性理论的弯曲覆岩变形及应力分析［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２０， ４１（３）：
３０２⁃３１８．（ＢＵ Ｗａｎｋｕｉ， ＸＵ Ｈｕｉ， ＺＨＡＯ Ｙｕｃｈｅｎｇ． Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｕｒｖｅｄ ｏｖｅｒｂｕｒｄｅｎ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｃｕｒｖｅｄ ｂｅａｍ ｅｌａｓｔｉｃ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， ４１（３）： ３０２⁃３１８． （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［２４］　 ＳＣＨＭＩＤＴ Ｒ Ａ， ＧＬＵＮＳ Ｄ Ｒ． Ｓｎｏｗｆａｌｌ ｉｎｔｅｒｃｅｐｔｉｏｎ ｏｎ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｃｏｎｉｆｅｒ ｓｐｅｃｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｃａｎａｄｉａｎ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｆｏｒｅｓｔ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， １９９１， ２１（８）： １２６２⁃１２６９．

２２６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


