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时滞 Lagrange 系统的 Lie 对称性与守恒量研究*

郑明亮

（无锡太湖学院 机电工程学院，江苏 无锡 214064）

 
摘要：   研究了位形间中含单时滞参数的非保守力学系统的 Lie 对称性和守恒量.首先，利用含时滞的动力学

Hamilton 原理，建立了含时滞的非保守系统的分段 Lagrange 运动方程；其次，利用微分方程容许 Lie 群理论，得到系

统的 Lie 对称确定方程；然后，根据对称性与守恒量之间的关系，通过构造结构方程，得到含时滞的非保守系统的

Lie 定理；最后，给出了两个具体的算例说明了方法的应用.结果表明：时滞参数的存在使非保守系统的 Lagrange 方

程呈现分段特性，相应的 Lie 对称性确定方程的个数应是自由度数目的 2 倍，这对生成元函数提出了更高的限制，同

时，守恒量呈现依赖速度项的分段表达.

关    键    词：    时滞；  非保守系统；  Lie 对称；  守恒量

中图分类号：  O316; O322             文献标志码：  A            DOI：10.21656/1000-0887.410184

Lie Symmetries and Conserved Quantities of
Lagrangian Systems With Time Delays

ZHENG Mingliang
（School of Mechanical and Electrical Engineering, Wuxi Taihu University, Wuxi, Jiangsu 214064, P.R.China）

 
Abstract： The  Lie  symmetries  and  conserved  quantities  of  non-conservative  mechanical  systems  with  time  delays  in

configuration  space  were  studied.  Firstly,  the  piecewise  Lagrangian  equations  for  non-conservative  systems  with  time

delays  were  established  according  to  the  Hamiltonian  principle  of  dynamics  with  time  delay.  Secondly,  the  determining

equations of the Lie symmetry were obtained by means of the permissible Lie group theory for differential equations. Then,

according to  the relationship between symmetries  and conserved quantities,  the  Lie  theorem of  non-conservative systems

with time delays was obtained through construction of structural equations. Finally, 2 examples were given to illustrate the

application  of  the  method.  The  results  show  that,  the  time  delay  makes  the  Lagrangian  equations  of  non-conservative

systems  piecewise,  and  the  number  of  determining  equations  for  Lie  symmetry  is  twice  of  the  number  of  degrees  of

freedom,  which  imposes  higher  restrictions  on  the  generator  functions.  Meanwhile,  the  conserved  quantity  is  also  in  a

piecewise expression depending on the velocity term.

Key words：time delay；nonconservative system； Lie symmetry； conserved quantity

 

引　　言

现代数学和物理力学的一个重要交叉部分就是动力学系统的对称性与守恒量[1]
.当力学系统出现后效、空
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载或继承特性时，它的运动方程会出现一类偏差参数，属于无限维泛函微分方程，统称为时滞力学系统[2-3]
.在

数学物理和工程技术等领域中时滞现象普遍存在.马丽等[4] 最近研究了一类随机泛函微分方程带随机步长的

EM逼近的渐近稳定，给出了时滞系统一种高效的数值解法.在分析力学领域，时滞系统的对称性和守恒量相

关研究一直受到有关学者的注意，并取得了一些进展.Rosenblueth[5] 和 Chan等[6] 分别给出了含时滞的力学变

分问题的充分条件；Frederico等[7] 首次初步研究了含时滞的变分和最优控制问题的 Noether对称性；Zhang
等[8-10] 研究了含时滞的非保守系统动力学的 Noether理论；祖启航等[11] 在相空间中研究了含时滞的非保守力

学系统的 Noether守恒律；贺东海[12] 在时间尺度上首先研究了时滞系统的 Noether对称性和最优控制问题.但

是目前的研究大都是离散力学系统且未考虑含积分项[13] 的运动，而实际中众多的时滞系统通常具有分布参数

特性以及包含局部项，因此时滞系统的动力学特性和控制问题依旧还是一个开放的课题.

需要指出的是，关于时滞动力学系统的对称性与守恒量的研究尚刚刚起步，大都是针对 Noether对称性，

且仅考虑无限小变换为不依赖于广义速度的对称变换.而时滞系统由于时滞参数偏差性，它的 Lie对称性和守

恒量对分析力学同样有着重要意义，关于约束力学系统的 Lie对称性和守恒量研究最新的成果见文献 [14].基
于上述文献研究，本文利用泛函微分方程容许 Lie群[15] 来克服经典流形上 Lie群的困难，主要的手段就是将

时滞参数看作一个时间参数，从而时间运动区间可分段化，进一步按照非保守系统 Hamilton原理和微分方程

群不变性，具体推导了时滞 Lagrange系统的变分运算和 Lie对称性理论，并给出了结果的说明应用. 

1    时滞 Lagrange 系统的运动方程

qs(s = 1,2, · · · ,n) L(t, q, q̇, q(t−τ),
q̇(t−τ)) τ Qs(t, q, q̇, q(t−τ), q̇(t−τ))

设系统的 n 个广义坐标为 ，考虑系统具有时滞特性，它的 Lagrange函数为

， 是连续型时滞参数，非势广义力为 .

时滞非保守系统的 Hamilton原理为

δI(q(·), qτ(·)) =
w t2

t1
(δL+Qsδqs+Qsδqsτ)dt = 0, qs(t) = δs(t), t ∈ [t1−τ, t1], τ < t2− t1, （1）

δs(t)其中 为逐段连续光滑函数.对式 (1)进一步化简得

δI(q(·), qτ(·)) =
w t2

t1

(
∂L
∂qs

δqs+
∂L
∂q̇s

δq̇s+Qsδqs

)
dt+

w t2

t1

(
∂L
∂qsτ

δqsτ+
∂L
∂q̇sτ

δq̇sτ+Qsδqsτ

)
dt = 0. （2）

利用边界条件和分部积分法，式 (2)可变为w t2−τ

t1

[(
∂L
∂qs

(t)δqs+
∂L
∂qsτ

(t+τ)δqs+Qs (t)+Qs (t+τ)
)
δqs+

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
δq̇s

]
dt+

w t2

t2−τ

[(
∂L
∂qs

(t)+Qs (t)
)
δqs+

(
∂L
∂q̇s

(t)
)
δq̇s

]
dt =

w t2−τ

t1
δq̇s

[w t2−τ

t

(
∂L
∂qs

(θ)δqs+
∂L
∂qsτ

(θ+τ)δqs+Qs (θ)+Qs (θ+τ)
)
dθ

]
dt+

w t2−τ

t1

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
δq̇sdt−

w t2

t2−τ
δq̇s

[w t

t2−τ

(
∂L
∂qs

(θ)+Qs (θ)
)
dθ

]
dt+

w t2

t2−τ

(
∂L
∂q̇s

(t)
)
δq̇sdt =

w t2−τ

t1
δq̇s

[
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)+
w t2−τ

t

(
∂L
∂qs

(θ)δqs+
∂L
∂qsτ

(θ+τ)δqs+Qs (θ)+Qs (θ+τ)
)
dθ

]
dt+

w t2

t2−τ
δq̇s

[
∂L
∂q̇s

(t)−
w t

t2−τ

(
∂L
∂qs

(θ)+Qs (θ)
)
dθ

]
dt = 0. （3）

δq̇s考虑积分区间的任意性以及 的独立性，由式 (3)可得到
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)+
w t2−τ

t

(
∂L
∂qs

(θ)δqs+
∂L
∂qsτ

(θ+τ)δqs+Qs (θ)+Qs (θ+τ)
)
dθ = 0,[

∂L
∂q̇s

(t)−
w t

t2−τ

(
∂L
∂qs

(θ)+Qs (θ)
)
dθ

]
dt = 0.

（4）

进一步将式 (4)对时间 t 求导，有

1162 应 用 数 学 和 力 学 2021 年  第 42 卷

 




d
dt
∂L
∂q̇s

(t)+
d
dt
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)− ∂L
∂qs

(t)− ∂L
∂qsτ

(t+τ) = Qs(t)+Qs(t+τ), t1≤t≤t2−τ, s = 1,2, · · · ,n,

d
dt
∂L
∂q̇s

(t)− ∂L
∂qs

(t) = Qs(t), t2−τ < t≤t2, s = 1,2, · · · ,n.
（5）

qτ
Qs = 0 τ

τ

式 (5)就是含时滞非保守系统的 Lagrange方程，它考虑了含时滞的广义坐标 的虚功，严格来说它属于常

泛函微分方程类型.当广义非势力 时，它就是时滞保守系统的 Lagrange方程，且若时滞量 =0，它就是经

典力学系统标准 Lagrange方程.同时，对比非时滞力学系统的 Lagrange方程，我们发现，时滞参数 使系统的

运动方程呈现分段表达.这也很好理解，区别一般含小参数非线性动力学模型，时滞参数是时间的整体移动，

因此它必然可以将时间区间分段化. 

2    系统的 Lie 对称性

上面我们已经得到时滞 Lagrange系统的运动方程，它是一组分段二阶常泛函微分方程，只是多含了时滞

参数 (时间区间整体移动），因此它的 Lie对称性与经典动力学系统的 Lie对称性方法是一致的.进一步我们可

以将式 (5)记为F1
i (t, q, q̇, q̈, qτ, q̇τ, q̈τ) = 0, t1≤t≤t2−τ, i = 1,2, · · · ,n,

F2
j (t, q, q̇, q̈, qτ, q̇τ, q̈τ) = 0, t2−τ < t≤t2, j = 1,2, · · · ,n.

（6）

引进单参 Lie变换群为{
t∗ = t+εξ0(t, q, q̇),
q∗s(t

∗) = qs(t)+εξs(t, q, q̇),
（7）

它的生成元向量以及一阶和二阶扩展为
X(0) = ξ0

∂

∂t
+ ξs

∂

∂qs
, X(1) = X(0)+ (ξs− q̇sξ̇0)

∂

∂q̇s
,

X(2) = X(1)+ (ξ̈s−2q̈sξ̇0− q̇sξ̈0)
∂

∂q̈s
.

（8）

时滞动力学系统的 Lie对称性是指式 (5)在式 (7)变换下保持不变性，即
X(2)(F1

i )
∣∣∣∣F1

i (t,q,q̇,q̈,qτ,q̇τ,q̈τ)=0 = 0, t1≤t≤t2−τ, i = 1,2, · · · ,n,

X(2)(F2
j )

∣∣∣∣F2
j (t,q,q̇,q̈,qτ,q̇τ,q̈τ)=0 = 0, t2−τ < t≤t2, j = 1,2, · · · ,n.

（9）

ξ0, ξs qτ, q̇τ ξ0, ξs q̈τ, q̈τ
ξ0 ξs

X(0) [, ] {X(0)}

方称组 (9)就是系统的 Lie对称确定方程组.对比非时滞力学系统的 Lie对称确定方程组，明显地，方程组

(9)的数目成倍增加，因此生成元函数 相应的光滑性要增强.注意到 将出现在 中，但 并不出

现，因此确定方程组可以分解成几个方程，而变为对未知函数 和 的超定二阶常微分方程组.另外，如果在微

分算子空间 中定义换位子运算即 Lie括号 ，则可得到相应 Lie代数结构 ：

[X(0)
1 ,X

(0)
2 ] = X(0)

1 X(0)
2 −X(0)

2 X(0)
1 . （10）

 

3    系统的守恒量

连续变换的对称性都对应着一条守恒定律，守恒量是动力学系统更深层次的规律[16]，可使系统达到降阶

和约化.时滞系统由于时滞参数的影响，其运动方程呈现分段特性，因此一般来说其守恒量也具有分段特性.

G =G(t, q, q̇, qτ, q̇τ)Lie 定理　若无限小生成元满足式 (9)，且同时存在规范函数 满足下列结构方程：

∂L
∂t

(t)ξ0+
(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
) (
ξ̇s− q̇sξ̇0

)
+

(
∂L
∂qs

(t)+
∂L
∂qsτ

(t+τ)
)
ξs+

(Qs (t)+Qs (t+τ)) (ξs− q̇sξ0)+Lξ̇0+ Ġ = 0, t1≤t≤t2−τ,
∂L
∂t

(t)ξ0+
∂L
∂q̇s

(t)ξs+
∂L
∂q̇s

(t)
(
ξ̇s− q̇sξ̇0

)
+Qs (t) (ξs− q̇sξ0)+Lξ̇0+ Ġ = 0, t2−τ < t≤t2.

（11）

则时滞非保守 Lagrange系统的 Lie对称性可导致守恒量：
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
IN (t, t+τ, q, q̇, qτ, q̇τ) =

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
(ξs− q̇sξ0)+Lξ0+G = 0, t1≤t≤t2−τ,

IN (t, t+τ, q, q̇, qτ, q̇τ) =
∂L
∂q̇s

(t) (ξs− q̇sξ0)+Lξ0+G = 0, t2−τ < t≤t2.
（12）

证明　对式 (12)分段求导得

d
dt

IN (t, t+τ, q, q̇, qτ, q̇τ) =
d
dt

[(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
(ξs− q̇sξ0)

]
+(

∂L
∂t
+
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂qsτ

q̇sτ+
∂L
∂q̇s

q̈s+
∂L
∂q̇sτ

q̈sτ

)
ξ0+Lξ̇0+ Ġ, t1≤t≤t2−τ,

IN (t, t+τ, q, q̇, qτ, q̇τ) =
d
dt

[
∂L
∂q̇s

(t) (ξs− q̇sξ0)
]
+

(
∂L
∂t
+
∂L
∂qs
+
∂L
∂q̇s

)
ξ0+Lξ̇0+ Ġ, t2−τ < t≤t2.

（13）

利用结构方程 (11)，得到

d
dt

IN (t, t+τ, q, q̇, qτ, q̇τ) =

d
dt

[(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
(ξs− q̇sξ0)

]
+

(
∂L
∂t
+
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂qsτ

q̇sτ+
∂L
∂q̇s

q̈s+

∂L
∂q̇sτ

q̈sτ

)
ξ0−

[
∂L
∂t

(t)ξ0+
(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
) (
ξ̇s− q̇sξ̇0

)
+

(
∂L
∂qs

(t)+

∂L
∂qsτ

(t+τ)
)
ξs+ (Qs (t)+Qs (t+τ)) (ξs− q̇sξ0)

]
=

d
dt

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
(ξs− q̇sξ0)+

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
) (
ξ̇s− q̈sξ0− q̇sξ̇0

)
(
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂qsτ

q̇sτ+
∂L
∂q̇s

q̈s+
∂L
∂q̇sτ

q̈sτ

)
ξ0−

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
) (
ξ̇s− q̇sξ̇0

)
−(

∂L
∂qs

(t)+
∂L
∂qsτ

(t+τ)
)
ξs− (Qs (t)+Qs (t+τ)) (ξs− q̇sξ0) =

d
dt

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
(ξs− q̇sξ0)−

(
∂L
∂q̇s

(t)+
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)
)
q̈sξ0−(

∂L
∂qs

(t)+
∂L
∂qsτ

(t+τ)
)
ξs+

(
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂qsτ

q̇sτ+
∂L
∂q̇s

q̈s+
∂L
∂q̇sτ

q̈sτ

)
ξ0−

(Qs (t)+Qs (t+τ)) (ξs− q̇sξ0) , t1≤t≤t2−τ, （14a）

d
dt

IN(t, t+τ, q, q̇, qτ, q̇τ) =

d
dt

[
∂L
∂q̇s

(t)(ξs− q̇sξ0)
]
+

(
∂L
∂t
+
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂q̇s

q̈s

)
ξ0−[

∂L
∂t

(t)ξ0+
∂L
∂q̇s

(t)(ξ̇s− q̇sξ̇0)+
∂L
∂qs

(t)ξs+Qs(t)(ξs− q̇sξ0)
]
=

d
dt

(
∂L
∂q̇s

(t)
)
(ξs− q̇sξ0)+

∂L
∂q̇s

(t)(ξ̇s− q̈sξ0− q̇sξ̇0)+
(
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂q̇s

q̈s

)
ξ0−

∂L
∂qs

(t)ξs−
∂L
∂q̇s

(t)(ξ̇s− q̇sξ̇0)−Qs(t)(ξs− q̇sξ0) =

d
dt

(
∂L
∂q̇s

(t)
)
(ξs− q̇sξ0)− ∂L

∂q̇s
(t)q̈sξ0+

(
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂q̇s

q̈s

)
ξ0−

∂L
∂qs

(t)ξs−Qs(t)(ξs− q̇sξ0), t2−τ < t≤t2. （14b）

q̇s = q̇sτ, q̈s = q̈sτ再利用 以及系统的 Lagrange方程 (5)，继续化简式 (14)得到
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dIN

dt
=

[
d
dt
∂L
∂q̇s

(t)+
d
dt
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)−Qs(t)−Qs(t+τ)
]
(ξs− q̇sξ0)−

(
∂L
∂qs

(t)+
∂L
∂qsτ

(t+τ)
)
ξs+

(
∂L
∂qs

q̇s+
∂L
∂qsτ

q̇sτ

)
ξ0 =

[
d
dt
∂L
∂q̇s

(t)+
d
dt
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)−Qs(t)−Qs(t+τ)
]
(ξs− q̇sξ0)−

(
∂L
∂qs

(t)+
∂L
∂qsτ

(t+τ)
)
(ξs− q̇sξ0) =

[
d
dt
∂L
∂q̇s

(t)+
d
dt
∂L
∂q̇sτ

(t+τ)−Qs(t)−Qs(t+τ)−
∂L
∂qs

(t)− ∂L
∂qsτ

(t+τ)
]
×

(ξs− q̇sξ0) = 0 · (ξs− q̇sξ0) = 0, t1≤t≤t2−τ,

dIN

dt
=

[
d
dt
∂L
∂q̇s

(t)−Qs(t))
]
(ξs− q̇sξ0)+

∂L
∂qs

q̇sξ0−
∂L
∂qs

(t)ξs =

[
d
dt
∂L
∂q̇s

(t)−Qs(t)
]
(ξs− q̇sξ0)− ∂L

∂qs
(ξs− q̇sξ0) =

[
d
dt
∂L
∂q̇s

(t)−Qs(t)−
∂L
∂qs

]
(ξs− q̇sξ0) = 0 · (ξs− q̇sξ0) = 0, t2−τ < t≤t2.

（15）

证毕.

这里，为进一步说明时滞动力学系统的 Lie对称性和守恒量特点，利用文献 [17]给出的非时滞非保守

Lagrange系统的 Lie对称性和守恒量：

X(2)
[

d
dt
∂L
∂q̇s

(t)− ∂L
∂qs

(t)−Qs(t)
]∣∣∣∣∣∣ d

dt
∂L
∂q̇s

(t)− ∂L∂qs
(t)−Qs(t)=0 = 0, （16）

IN(t, q, q̇) = Lξ0+
∂L
∂q̇s

(ξs− q̇sξ0)+G. （17）

τ ξ0, ξs对比式 (16)和式 (9)可以发现，时滞参数 的存在，使得 Lie对称的生成元函数 都会发生延后行为，即有{
ξ−0 = ξ0(t, t+τ,qs(t),qs(t−τ), q̇s(t), q̇s(t−τ)),
ξ−s = ξs(t, t+τ,qs(t),qs(t−τ), q̇s(t), q̇s(t−τ)).

（18）

τ IN对比式 (17)和式 (12)可以发现，时滞参数 的存在，使得守恒量 也出现了延后行为，即

I−N = IN(t, t+τ,qs(t),qs(t−τ), q̇s(t), q̇s(t−τ)). （19）

这显然是正确的，因为即使时间发生了延后，力学系统的一个守恒量依旧还是恒定的.因此，非时滞非保守

Lagrange系统的 Lie对称性和守恒量应是时滞系统的一个特例. 

4    算 例 说 明

[t1, t2]例 1　设时间区间 上时滞系统的 Lagrange函数和非有势广义力为L =
1
2

[q̇(t)− q̇(t−τ)]2− [q(t)+q(t−τ)],
Q = −q̇(t−τ),

（20）

τ < [t1, t2]其中 是固定常数，试研究位形空间中研究系统的 Lie对称性和守恒量.

由式 (5)可得系统的运动方程为{
q̈(t)+ q̈(t+τ)+2 = −q̇(t−τ), t1≤t≤t2−τ,
q̈(t)+1 = −q̇(t−τ), t2−τ < t≤t2,

（21）

τ可以看出，时滞参数 使系统的 Lagrange方程出现了分段形式.
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ξ0, ξs根据 Lie对称确定方程 (9)，系统无限小生成元 满足如下等式：{
ξ̈1−2q̈ξ̇0− q̇ξ̈0 = 0, t1≤t≤t2−τ,
ξ̈1−2q̈ξ̇0− q̇ξ̈0 = 0, t2−τ < t≤t2.

（22）

相应的一组特殊无限小变换生成元为
ξ0 = 0, ξ1 = 1, t1≤t≤t2, （23）

ξ0, ξs τ这里因为选取的无限小生成元函数 为常数，所以它对时滞参数 不分段.

将式 (23)代入结构方程 (11)，得{
[q̇(t)+ q̇(t+τ)]ξ̇1−2ξ1− q̇(t−τ)ξ1+ Ġ = 0⇒G = 2t+q(t−τ), t1≤t≤t2−τ,
q̇(t)ξ̇1− ξ1− q̇(t−τ)ξ1+ Ġ = 0⇒G = t+q(t−τ), t2−τ < t≤t2.

（24）

将式 (24)代入系统 Lie对称导致的守恒量式 (12)，得到

IN =

{
q̇(t)+ q̇(t+τ)+2t+q(t−τ) = const, t1≤t≤t2−τ,
q̇(t)+ t+q(t−τ) = const, t2−τ < t≤t2.

（25）

由式 (25)可以看出，时滞参数使系统的守恒量发生了分段特性.式 (25)是单自由度时滞非保守 Lagrange系统

的 Noether型守恒量，显然它是正确的，因为将运动方程 (21)左右积分一次，即可得到式 (25)，因此它是系统的

首次积分.

τ

ξ0, ξs

τ τ

上面的例子很好地说明了时滞系统中时滞参数 一般情况下会使系统的 Lagrange方程出现分段表达，但

系统的特殊 Lie对称性无限小生成元函数 依旧光滑连续，且系统的守恒量形式也出现分段化，因此可以

认为时滞参数 会使系统的 Lie对称性和守恒量在形式上发生变化.下面的例子则可说明，时滞参数 并没有改

变对称性和守恒量的物理意义.

[t1, t2] τ例 2　设时间区间 上带有时滞参数 的自由弹簧振子，如图 1所示.

系统的 Lagrange函数为

L =
1
2

m[q̇(t)+ q̇(t−τ)]2− 1
2

k[q(t)+q(t−τ)]2
. （26）

由式 (5)可得系统的运动方程为{
2mq̈(t)+mq̈(t+τ)+mq̈(t−τ)+2kq(t)+ kq(t+τ)+ kq(t−τ) = 0, t1≤t≤t2−τ,
mq̈(t)+mq̈(t−τ)+ kq(t)+ kq(t−τ) = 0, t2−τ < t≤t2.

（27）

τ可以看出，时滞参数 使系统的 Lagrange方程出现了分段形式.

ξ0, ξs根据 Lie对称确定方程 (9)，系统无限小生成元 满足如下等式：{
2m(ξ̈1−2q̈ξ̇0− q̇ξ̈0)+2kξ1 = 0, t1≤t≤t2−τ,
m(ξ̈1−2q̈ξ̇0− q̇ξ̈0)+ kξ1 = 0, t2−τ < t≤t2.

（28）

相应的一组特殊无限小变换生成元为{
ξ0 = 0, ξ1 = 2q̇(t)+ q̇(t+τ)+ q̇(t−τ), t1≤t≤t2−τ,
ξ0 = 0, ξ1 = q̇(t)+ q̇(t−τ), t2−τ < t≤t2,

（29）

ξ0 ξ1这里无限小生成元函数 为常数， 出现了分段.

将式 (29)代入结构方程 (11)，得

 

τ
k

m

 
图 1    时滞弹簧振子模型

Fig. 1    The spring oscillator model with time delay
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

m[2q̇(t)+ q̇(t+τ)+ q̇(t−τ)]ξ̇1− k[2q(t)+q(t+τ)+q(t−τ)]ξ1+ Ġ = 0⇒

G = −1
2

m[2q̇(t)+ q̇(t+τ)+ q̇(t−τ)]2+
1
2

k[2q(t)+q(t+τ)+q(t−τ)]2, t1≤t≤t2−τ,

m[q̇(t)+ q̇(t−τ)]ξ̇1− k[q(t)+q(t−τ)]ξ1+ Ġ = 0⇒

G = −1
2

m[q̇(t)+ q̇(t−τ)]2+
1
2

k[q(t)+q(t−τ)]2, t2−τ < t≤t2.

（30）

将式 (30)代入系统 Lie对称导致的守恒量式 (12)，得到

IN =



1
2

m[2q̇(t)+ q̇(t+τ)+ q̇(t−τ)]2+

1
2

k[2q(t)+q(t+τ)+q(t−τ)]2 = const, t1≤t≤t2−τ,
1
2

m[q̇(t)+ q̇(t−τ)]2+
1
2

k[q(t)+q(t−τ)]2 = const, t2−τ < t≤t2,

（31）

这里，很明显，时滞参数使系统的守恒量也发生了分段特性.众所周知，对于无时滞参数的弹簧振子系统，系统

存在较为明显的守恒量即机械能守恒：

I′N =
1
2

mq̇2(t)+
1
2

kq2(t). （32）

m[2q̇(t)+ q̇(t+τ)+ q̇(t−τ)]2/2 m[q̇(t)+ q̇(t−τ)]2/2

k[q(t)+q(t+τ)+q(t−τ)]2/2 k[q(t)+q(t−τ)]2/2

τ

对比式 (31)和 (32)，我们可认为时滞弹簧振子的动能在 和 之间

切换，而弹簧势能对应在 和 之间切换.但在任何运动时间区间上，

系统的机械能依旧守恒，即物块的动能加弹簧的势能之和是固定不变的，因此，时滞参数 仅仅是改变了系统

的对称性和守恒量形式，但守恒量的本质物理意义依旧是不变的. 

5    结 束 语

时滞动力学系统的对称性和守恒量在物理科学和工程中有着重要作用，本文对含固定时滞参数的非保守

Lagrange系统的 Lie定理进行了研究.主要工作有：

1) 通过对区间的分段处理，建立了时滞非保守系统的 Hamilton原理和 Lagrange方程，即式 (5)；
2) 运用泛函微分方程的经典 Lie变换群，给出了时滞 Lagrange系统的 Lie对称性的确定方程，即式 (9)，

它是经典力学 Lie对称性的一致延伸；

3) 通过构造规范函数，给出了时滞系统 Lie对称性导致的 Noether型守恒量，即式 (12)，并给出了证明，且

算例也说明了方法和结果的有效性.

同时，本文也简单讨论了时滞参数对力学系统的 Lie对称性和守恒量的变化影响.应该看到，由于时滞系

统的广泛存在性，本文的内容可以进一步推广到含时滞非完整约束力学系统的各类对称性如 Noether、Lie和

Mei以及相应的守恒量研究中.
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