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摘要：　 本征正交分解及 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影是解决复杂非线性系统模型降阶问题常用的方法．然而，该方法在构造降阶

系统过程中只截取基函数的部分模态，这通常会使得降阶系统不准确．针对该问题，提出了对降阶系统误差进行快

速校正的方法．首先应用 Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ 格式对降阶系统的误差进行分析，理论上得到误差模型的形式和有效预测变

量．再通过偏最小二乘方法构造预测变量和系统误差的多元回归模型，建立误差预测模型．将所构造的误差预测模

型直接嵌入到原降阶系统，得到新的降阶系统在形式上等价于对原模型的右端采用 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影．最后给出

了新的降阶系统的误差估计．数值结果进一步说明了所提方法能有效地提高降阶系统的稳定性和准确性，且具有较

高计算效率．
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引　 　 言

科学和工程计算领域中的许多问题都是由偏微分方程（ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ，ＰＤＥ）来刻画的．当关

于 ＰＤＥ 数值求解的规模较大时，繁重的计算负担制约着方程求解的效率．为此，许多学者提出了模型降

阶［１⁃３］的方法．在保证一定精度的前提下，模型降阶构造一个低维模型来近似原来高维复杂模型，从而减少计

算成本，提高数值模拟效率．
对带有时间项的非线性 ＰＤＥ 在空间方向采用有限元或有限差分数值离散，原方程在形式上可以转变为

一个非线性动态系统．本征正交分解（ｐｒｏｐｅｒ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ， ＰＯＤ） ［４］是非线性系统模型降阶最为常

用的方法之一，已广泛应用于流体力学［５⁃６］、结构力学与材料［７⁃８］等诸多领域．ＰＯＤ 是一种数据驱动的模态分

解方法，能有效地提取系统变量的特征模态．为构建降阶模型，通常 ＰＯＤ 方法还需和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影［９］相结合．
然而，在使用 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法构造降阶模型时需截断 ＰＯＤ 基函数的部分模态，当舍去的模态较多

时，降阶模型通常会不稳定和不准确．
为减少舍去的基函数模态对降阶模型误差的影响，Ｃａｒｌｂｅｒｇ 等［１０⁃１１］提出了基于 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影和最

小二乘 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影的降阶方法．另外，一些研究者则通过构造 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型［１２］ 来对降阶系统误差进

行校正．例如，Ｓａｎ 等［１３］基于前馈人工神经网络对 Ｂｕｒｇｅｒ 方程的降阶模型构建了 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型．Ｘｉｅ 等［１４］ 利用

空间滤波方法构建了流体方面降阶问题的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型．类似地，Ｗａｎｇ 等［１５］ 研究了针对大涡模拟的 ｃｌｏｓｕｒｅ
模型．特别地，近年来研究者们又提出和发展了基于Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ（ＭＺ）格式的模型降阶方法［１６⁃１７］ ．根据ＭＺ 格

式的相关理论，舍去的基函数模态对降阶模型的影响可通过关于保留模态的记忆项来刻画．为此，Ｐａｒｉｓｈ
等［１８］基于 ＭＺ 格式和变分多尺度法对降阶系统的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型进行了研究．基于 ＭＺ 格式，Ｐａｎ 等［１９］ 利用稀

疏多项式回归和神经网络方法构建了非线性系统的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型；Ｗａｎｇ 等［２０］ 则利用长短时记忆网络对参数

化的非线性降阶系统构建了 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型．目前，尽管关于 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型的研究取得了许多有效的进展，但这些

研究大多采用深度学习或者较为复杂的机器学习方法来构造 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型，因而模型的构建难度往往较大，
且需消耗较多的模型训练时间．另外，所构建的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型往往不能直接嵌入到原来的降阶模型中，从而影

响降阶模型的整体求解效率．
针对由 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法所构造的非线性降阶系统的系统误差，本文利用 ＭＺ 格式和偏最小二

乘（ｐａｒｔｉａｌ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ， ＰＬＳ） 回归方法［２１⁃２２］构造了一个更加高效准确的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型．首先，应用 ＭＺ 格式对

降阶系统的误差进行分析，理论上推导得到 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型的基本形式和预测变量；然后通过 ＰＬＳ 回归方法对

ｃｌｏｓｕｒｅ 模型进行建模．ＰＬＳ 方法是一种高效稳定的统计方法，它集成了主成分分析、典型相关分析的特点，能
有效解决多变量对多变量之间的建模问题．此外，在样本数据少、变量之间存在多重共线性的情况下，ＰＬＳ 回

归方法也有较好的表现．特别地，本文所提出方法最大的特点是所构造的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型能直接嵌入到原降阶

模型中，得到的新降阶模型和原降阶模型几乎有相同的模型复杂度，从而既提高了降阶模型的精度，又保证

了模型的效率．

１　 非线性系统模型降阶

１．１　 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影

考虑如下形式的非线性动态系统：

　 　 ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ Ａｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ ｔ））， ｕ（ ｔ０） ＝ ｕ０， （１）

其中， Ａ ∈ ＲＲ ｎ×ｎ为常数矩阵，ｕ（ ｔ） ＝ ［ｕ１（ ｔ），ｕ２（ ｔ），…，ｕｎ（ ｔ）］ Ｔ ∈ ＲＲ ｎ×１，ｕｉ（ ｔ） ＝ ｕ（ｘｉ，ｔ） 表示系统 ｔ 时刻在空
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间位置 ｘｉ 处的值，函数 ｆ：ＲＲ ｎ→ＲＲ ｎ 为非线性函数．特别地，系统（１）可通过对带有时间项的非线性 ＰＤＥ 在空间

方向采用有限元或有限差分等数值方法离散得到，其中 ｎ 表示空间离散点数．当 ｎ 较大时，数值求解系统（１）
将消耗巨大计算量，有时甚至是不可行的．

为减少计算代价，利用 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法［６］ 构造系统（１）的降阶模型．假设系统变量 ｕ（ ｔ） 的

ＰＯＤ 基函数为 Ｖ ＝ ［ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ］ ∈ ＲＲ ｎ×ｎ，截取基函数 Ｖ的前 ｋ列记为 Ｖｋ，即 Ｖｋ ＝ ［ｖ１，ｖ２，…，ｖｋ］ ∈ ＲＲ ｎ×ｋ ．基
于 ｋ 维 ＰＯＤ 基函数 Ｖｋ，状态变量 ｕ（ ｔ） 可近似为 ｕ（ ｔ） ≈ Ｖｋａ（ ｔ）， 将其代入系统（１），并对系统方程两边乘以

变换矩阵 ＷＴ
ｋ ∈ ＲＲ ｋ×ｎ， 则可得原系统（１）的降阶系统为

　 　 ＷＴ
ｋＶｋ

ｄａ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＷＴ
ｋＡＶｋａ（ ｔ） ＋ ＷＴ

ｋ ｆ（Ｖｋａ（ ｔ））， （２）

其中， ａ（ ｔ） ∈ ＲＲ ｋ 为降阶系统的求解变量，它是系统（１）的变量 ｕ（ ｔ） 在基函数空间下的系数向量．当 ｋ ≪ ｎ
时，降阶系统（２）的规模将远小于原系统（１）的规模．当变换矩阵 Ｗｋ ≠ Ｖｋ， 称上述方法为 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投

影［１０⁃１１］ ．然而，恰当的变换矩阵 Ｗｋ 并不容易直接得到．因此，一般取变换矩阵 Ｗｋ ＝ Ｖｋ， 称该方法为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
投影．
１．２　 系统非线性项近似

通常，降阶系统（２）对处理非二次多项式型的非线性项的效率不高．在求解系统（２） 时，非线性项

ｆ（Ｖｋａ（ ｔ）） 的计算规模仍正比于系统（１）的维度 ｎ ．对此，可对非线性项采用基于稀疏采样的近似方法．例
如，基于离散经验插值方法［２３］，系统（２）的非线性项 ｆ（Ｖｋａ（ ｔ）） 可近似为

　 　 ｆ（Ｖｋａ（ ｔ）） ≈ Ｓ（ＰＴＳ） －ＰＴｆ（Ｖｋａ（ ｔ））， （３）
其中， Ｐ∈ＲＲ ｎ×ｒ和 Ｓ∈ＲＲ ｎ×ｒ分别为非线性函数 ｆ（ｕ（ ｔ）） 的 ｒ维插值矩阵和 ＰＯＤ 基函数．基于式（３），在求解降

阶系统（２）时，非线性项 ｆ（Ｖｋａ（ ｔ）） 只需计算其 ｒ 个插值点处的值，且通常 ｒ ≪ ｎ ．另外，当非线性函数 ｆ 的表

达式未知时，则常采用基于动态模态分解的近似方法［２４］ ．

２　 基于 ＭＺ 格式和 ＰＬＳ 构造降阶系统 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型

对于由 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法构造的降阶系统（２），只截取基函数的部分模态通常会影响降阶系统

的稳定性和准确性．为此，本节利用 ＭＺ 格式和 ＰＬＳ 方法构建降阶系统的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型，且将建立的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模

型直接嵌入到原降阶系统中，从而达到对降阶系统的误差进行校正的效果．
２．１　 Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ格式理论

先简要介绍一下 ＭＺ 格式［１６］的理论，考虑如下一般形式的非线性常微分方程：

　 　 ｄϕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ Ｒ（ϕ（ ｔ）），　 　 ϕ（０） ＝ ϕ０， （４）

其中， ϕ（ ｔ） ∈ ＲＲ Ｑ， Ｒ（·）：ＲＲ Ｑ→ ＲＲ Ｑ为非线性函数．将状态变量 ϕ（ ｔ） 和 Ｒ（·） 分成两部分：

　 　 ϕ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ） ＼ϕｃ（ ｔ）[ ] ， Ｒ（ϕ（ ｔ）） ＝
Ｒ（ϕ（ ｔ），ϕｃ（ ｔ））
Ｒｃ（ϕ（ ｔ），ϕｃ（ ｔ））

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （５）

其中， ϕ（ ｔ）∈ＲＲ ｋ１，Ｒ（·，·）：ＲＲ ｋ１ × ＲＲ Ｑ－ｋ１→ＲＲ ｋ１，Ｒｃ（·，·）：ＲＲ ｋ１ × ＲＲ Ｑ－ｋ１→ＲＲ Ｑ－ｋ１ ．基于 ＭＺ 格式的相关理论［１６］，有

　 　 ｄϕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ Ｒ（ϕ（ ｔ）） ＋ ∫ｔ
０
Ｋ（ϕ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ＋ Ｑ（ϕ０，ｔ）， （６）

其中， ∫ｔ
０
Ｋ（ϕ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ 称作记忆项；Ｑ（ϕ０，ｔ） 为噪声项，且在一定条件下可以消掉．

２．２　 应用 ＭＺ 格式分析降阶系统

将 ＭＺ 格式应用到降阶系统（２）中．已知 Ｖ ＝ ［ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ］ ∈ＲＲ ｎ×ｎ为系统状态变量 ｕ（ ｔ） 的 ｎ 维 ＰＯＤ 基

函数，则 ｕ（ ｔ） 可被准确分解为 ｕ（ ｔ） ＝ ∑ ｎ

ｉ ＝ １
ｖｉａｉ（ ｔ）， 记

　 　
Ｖｋ ＝ ［ｖ１，ｖ２，…，ｖｋ］， Ｖｋ

ｃ ＝ ［ｖｋ＋１，ｖｋ＋２，…，ｖｎ］，

ａ ＝ ［ａ１， ａ２，…， ａｋ］， ａｃ ＝ ［ａｋ＋１， ａｋ＋２，…， ａｎ］ ．{ （７）
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则对于基于 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法构建的降阶系统（２），根据 ＭＺ 格式，有

　 　 ＶＴ
ｋＶｋ

ｄａ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＶＴ
ｋＡＶｋａ（ ｔ） ＋ ＶＴ

ｋ ｆ（Ｖｋａ（ ｔ）） ＋ ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ， （８）

其中，记忆项 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ 为降阶系统（２）的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型．另外， 式（８）本应还包含噪声项 Ｑ（ａ（ ｔ０），

ｔ），但当给定条件 ａ（ ｔ０） ＝ＶＴ
ｋｕ（ ｔ０） 时，该噪声项可消掉［１８，２０］ ．相比于降阶系统（２），降阶系统（８）多了一个 ｃｌｏ⁃

ｓｕｒｅ 模型 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ．注意，式（８）是一个准确模型，不是近似模型，但记忆核 Ｋ 是一个相对复杂的算

子，直接计算存在着困难．关于记忆项的估计有多种不同的模型，在这里采用如下形式的 “τ⁃ 模型” ［２５］ 对记

忆项进行近似：

　 　 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ≈ τ∫ｔ

ｔ －τ
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ≈ １

２
τＫ（ａ（ ｔ），０）， （９）

其中， τ 是模型参数，称作记忆长度，它对模型的效果有着重要的影响．进一步地，利用模型（８），推导得到［２６］

　 　 Ｋ（ａ（ ｔ），０） ＝ ＶＴ
ｋ Ｈ′（ｕ（ ｔ））（Ｉｎ － ＶｋＶＴ

ｋ ）Ｈ（ｕ（ ｔ））， （１０）
其中， ｕ（ ｔ） ＝ Ｖｋａ（ ｔ），Ｈ（ｕ（ ｔ）） ＝ Ａｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ ｔ）），Ｈ′（ｕ（ ｔ）） 为Ｈ（ｕ（ ｔ）） 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵， Ｉｎ ∈ＲＲ ｎ×ｎ 为单位

矩阵．基于式（９）、（１０），得到估计式（８）中记忆项的基本模型．
然而，在式（９）中，对于实际问题，如何选择一个合适的记忆长度参数 τ 并不容易．另外，在式（１０）中，当

非线性系统的形式较为复杂或者未知时，求解 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｈ′（ｕ（ ｔ）） 会有一些困难，且求解 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的计

算量仍正比于原高阶系统的维度．
２．３　 ＰＬＳ构造 ｃｌｏｓｕｒｅ模型

本文采用数据驱动的方法对式（８）中的记忆项进行估计．尽管由式（９）、（１０）直接来估计记忆项存在一

些困难，但可知记忆项 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ 能通过构建合适的模型由 Ｈ（ｕ（ ｔ）） 进行预测．为此，利用 ＰＬＳ 回

归［２１⁃２２］构建 Ｈ（ｕ（ ｔ）） 与∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ 之间的预测模型：

　 　 Ｈ（ｕ（ ｔ）） →
ＰＬＳ ∫ｔ

０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ．

ＰＬＳ 方法是一种能有效地解决多变量对多变量之间建模问题的统计方法．为表达方便，令
　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ＶＴ

ｋＨ（ｕ（ ｔ））， Ｘ ＝ ［ｘ（ ｔ１），ｘ（ ｔ２），…，ｘ（ ｔＮ）］ Ｔ ∈ ＲＲ Ｎ×ｋ，

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ， Ｙ ＝ ［ｙ（ ｔ１），ｙ（ ｔ２），…，ｙ（ ｔＮ）］ Ｔ ∈ ＲＲ Ｎ×ｋ，

其中， ｘ（ ｔｉ） 和 ｙ（ ｔｉ） 分别为对应变量在 ｔｉ 时刻的采样数据，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．ＰＬＳ 回归就是分别提取自变量 ｘ（ ｔ）
和响应变量 ｙ（ ｔ） 的主成分（潜变量），使提取的主成分（潜变量） 不仅能够最大程度地表达变量各自的变异

性信息，同时也尽可能地反映变量 ｘ（ ｔ） 和变量 ｙ（ ｔ） 之间的相关性．假设数据 Ｘ和 Ｙ已中心化处理，将 Ｘ和 Ｙ
分解成：

　 　 Ｘ ＝ ＭＺＴ ＋ Ｅ， Ｙ ＝ ＧＱＴ ＋ Ｆ， （１１）
其中， Ｍ ＝ ［ｍ１，ｍ２，…，ｍｌ］ ∈ ＲＲ Ｎ×ｌ，Ｇ ＝ ［ｇ１，ｇ２，…，ｇｌ］ ∈ ＲＲ Ｎ×ｌ，ｍｉ 和 ｇｉ 分别为从 Ｘ 和 Ｙ 提取的主成分（潜
变量），且假设满足 ｍｉ ＝ ｂｉｇｉ，ｌ为主成分（潜变量） 的个数，满足 ｌ≤ ｋ ．欲使ｍｉ 与 ｇｉ 的协方差最大，求解约束

优化问题［２２］：
　 　 ｍａｘ

ｗ，ｃ∈ＲＲｋ
{ Ｃｏｖ {Ｘｗ，Ｙｃ } } ，　 　 ｓ．ｔ．　 ｗＴｗ ＝ １， ｃＴｃ ＝ １， （１２）

得到向量 ｗ 和 ｃ，则有ｍ１ ＝ Ｘｗ， ｇ１ ＝ Ｙｃ，ｚ１ ＝ ＸＴｍ１ ／ （ｍＴ
１ｍ１），ｑ１ ＝ ＹＴｍ１ ／ （ｍＴ

１ｍ１） ．然后，更新 Ｘ和 Ｙ，从 Ｘ和

Ｙ 中减去 ｍ１ 和 ｇ１ 的贡献：
　 　 Ｘ ← Ｘ － ｍ１ｚＴ１， Ｙ ← Ｙ － ｇ１ｑＴ

１ ． （１３）
重复 ｌ 次上述步骤，依次得到 ｍ１，ｍ２，…，ｍｌ 和 ｇ１，ｇ２，…，ｇｌ ．最后，回归模型的系数矩阵为

　 　 ＢＶ ＝ ＸＴＧ（ＭＴＸＸＴＧ） －ＭＴＹ ． （１４）
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推导得到 Ｈ（ｕ（ ｔ）） 及∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ 之间的回归模型为

　 　 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ＝ ＢＴ

ＶＶＴ
ｋＨ（ｕ（ ｔ）） ＋ ξ ＝ ＢＴＨ（ｕ（ ｔ）） ＋ ξ， （１５）

其中， ξ 表示回归模型的误差项．在实际计算中，主成分（潜变量）的个数 ｌ 会影响模型（１５）的效果，因此采用

交叉验证的方式选择合适的 ｌ 值．
另外，为增加模型的灵活性，也可使用 ＶＴ

ｋＡｕ（ ｔ） 和 ＶＴ
ｋ ｆ（ｕ（ ｔ）） 作为回归模型的预测变量，即令 ｘ（ ｔ） ＝

ＶＴ
ｋＡｕ（ ｔ）

ＶＴ
ｋ ｆ（ｕ（ ｔ））

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．同样地，基于 ＰＬＳ 回归，得到模型

　 　 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ＝ ＢＴ

１ＶＴ
ｋＡｕ（ ｔ） ＋ ＢＴ

２ＶＴ
ｋ ｆ（ｕ（ ｔ）） ＋ ξ∗， （１６）

其中， ξ∗ 为回归模型（１６） 的误差项．当系数矩阵 Ｂ１ ＝ Ｂ２ 时，模型（１６） 与模型（１５） 形式上是等价的．为简单

起见， 本文主要讨论模型（１５） 的情况．将模型（１５） 代入式（８）， 忽略回归模型中的误差项 ξ， 得到新的降阶

系统：

　 　 ＶＴ
ｋＶｋ

ｄａ－（ ｔ）
ｄｔ

＝ ［Ｖｋ（Ｉｋ ＋ Ｂ）］ Ｔ［ＡＶｋａ
－（ ｔ） ＋ ｆ（Ｖｋａ

－（ ｔ））］， （１７）

其中， ａ－（ ｔ） 为系统的求解变量．令Ｗｋ ＝Ｖｋ（Ｉｋ ＋ Ｂ），降阶模型（１７）相当于对原系统方程的右端采用了 Ｐｅｔｒｏｖ⁃
Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影，而系统方程左端的投影矩阵仍为 Ｖｋ ．最后，讨论误差校正模型的计算复杂度问题．由于模型

（１７）和原降阶模型（２）的阶数相同，因此新模型（１７）仍可以高效地求解．另外，由于变量 Ｈ（ｕ（ ｔ）） 和

∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ 的维度均为降阶模型的阶数，因而构造误差校正模型所耗计算量通常也较小．

２．４　 误差估计

下面对降阶系统（２）和（１７）的解的误差进行分析［１，１８］ ．首先，假设 ｕ（ ｔ） ＝ Ｖｋａ（ ｔ）， ｕ－（ ｔ） ＝ Ｖｋａ
－（ ｔ） 和 ｕ（ ｔ）

＝ Ｖｋａ（ ｔ） 分别为降阶系统（２）、降阶系统（１７）和降阶系统（８）的数值解．另外，为简便记函数 Ｆ （ｕ（ ｔ）） ＝
Ａｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ ｔ））， 则有

　 　

ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＶｋＶＴ
ｋ Ｆ （ｕ（ ｔ）），

ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＶｋＶＴ
ｋ Ｆ （ｕ（ ｔ）） ＋ Ｖｋ∫ｔ

０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ，

ｄｕ－（ ｔ）
ｄｔ

＝ Ｖｋ［Ｖｋ（Ｉｋ ＋ Ｂ）］ Ｔ Ｆ （ｕ－（ ｔ）） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１８）

假设 ｕ（ ｔ） 为原系统（１）的数值解，由式（７）可知，有 ｕ（ ｔ） ＝ Ｖｋａ（ ｔ） ＋ Ｖｋ
ｃａｃ（ ｔ） ．记 ε（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ） － ｕ（ ｔ） 为系统

（２）与原系统（１）之间数值解的误差， ε－（ ｔ） ＝ ｕ－（ ｔ） － ｕ（ ｔ） 为系统（１７）与原系统（１）之间数值解的误差．
定义 １　 设矩阵 Ｍ′ ∈ ＲＲ ｎ×ｎ，定义其范数 μ（Ｍ′） ＝ ｌｉｍｈ→０ ＋（‖Ｉ ＋ ｈＭ′‖２ － １） ／ ｈ， 其中 Ｉ 为单位矩阵．
假设 １　 假设对任意 ｕ′（ ｔ） ∈ ＲＲ ｎ， 下式成立：

　 　 μ ＶＴ
ｋ
∂ Ｆ （ｕ′）

∂ｕ′
Ｖｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ μ， （１９）

其中，范数 μ 由定义 １ 所给出， μ 是某个正常数．
假设 ２　 对于式（１８）中的项， 假设有

　 　 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ

２
＝ κ， ＢＴＶＴ

ｋ Ｆ （ｕ－（ ｔ）） － ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ

２
＝ γκ， （２０）

其中， γ， κ 均为非负常数．γ 体现了由 ＰＬＳ 方法构造的模型（１５）对降阶系统记忆项的预测效果， γ 值越小，
模型的预测效果越好，反之相反．

下面讨论 ε（ ｔ） 和 ε－（ ｔ） ．首先，将 ｕ（ ｔ） 和 ｕ－（ ｔ） 改写为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ Ｖｋａ（ ｔ） ＋ Ｖｋｗ（ ｔ）， ｕ－（ ｔ） ＝ Ｖｋａ（ ｔ） ＋ Ｖｋｗ
－ （ ｔ）， （２１）
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其中， ｗ（ ｔ） ∈ＲＲ ｋ， ｗ－ （ ｔ） ∈ＲＲ ｋ ．对 ε（ ｔ） 做分解 ε（ ｔ） ＝ ε０（ ｔ） ＋ ε１（ ｔ）， 其中 ε０（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ） － ｕ（ ｔ）， ε１（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ）
－ ｕ（ ｔ） ．同样地，对 ε－（ ｔ） 做分解 ε－（ ｔ） ＝ ε－ ０（ ｔ） ＋ ε－ １（ ｔ）， 其中 ε－ ０（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ） － ｕ（ ｔ）， ε－ １（ ｔ） ＝ ｕ－（ ｔ） － ｕ（ ｔ） ．

先分析误差 ε（ ｔ）， 而 ε－（ ｔ） 的分析方法类似．由式（２１） 可得，ε１（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ） － ｕ（ ｔ） ＝ Ｖｋｗ（ ｔ）， 然后由式

（１８）有

　 　 ｄｗ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＶＴ
ｋ

ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

－ ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ＶＴ
ｋ Ｆ （ｕ（ ｔ） ＋ Ｖｋｗ（ ｔ）） － ＶＴ

ｋ Ｆ （ｕ（ ｔ）） － ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ． （２２）

结合上式，对 ｗ（ ｔ ＋ Δｔ）（Δｔ ＞ ０） 在 ｔ 处进行 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，并估计范数，有

　 　 ‖ｗ（ ｔ ＋ Δｔ）‖２ ＝ ｗ（ ｔ） ＋ ΔｔＶＴ
ｋ Ｆ （ｕ（ ｔ） ＋ Ｖｋｗ（ ｔ）） － ΔｔＶＴ

ｋ Ｆ （ｕ（ ｔ）） －

　 　 　 　 Δｔ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ

２
＋ Ｏ（（Δｔ） ２） ≤

　 　 　 　 ‖ｗ（ ｔ） ＋ ΔｔＶＴ
ｋ（Ｆ （ｕ（ ｔ） ＋ Ｖｋｗ（ ｔ）） － Ｆ （ｕ（ ｔ）））‖２ ＋

　 　 　 　 Δｔ ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ

２
＋ Ｏ（（Δｔ） ２） ． （２３）

一方面，由中值定理可得

　 　 ‖ｗ（ ｔ） ＋ ΔｔＶＴ
ｋ（Ｆ （ｕ（ ｔ） ＋ Ｖｋｗ（ ｔ）） － Ｆ （ｕ（ ｔ）））‖２ ≤

　 　 　 　 ｍａｘ
η（ ｔ）

Ｉ ＋ ΔｔＶＴ
ｋ
∂ Ｆ （ｕ′）

∂ｕ′ ｕ′ ＝ Ｖｋη（ ｔ）
Ｖｋ

２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗ‖２ ． （２４）

再由式（２３），有

　 　
‖ｗ（ ｔ ＋ Δｔ） － ｗ（ ｔ）‖２

Δｔ
≤

ｍａｘ
η（ ｔ）

Ｉ ＋ ΔｔＶＴ
ｋ
∂ Ｆ （ｕ′）

∂ｕ′ ｕ′ ＝ Ｖｋη（ ｔ）
Ｖｋ

２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗ‖２ － ‖ｗ‖２

Δｔ
＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ

２
＋ Ｏ（Δｔ） ．

再令 Δｔ → ０， 并利用前面的假设 １ 和假设 ２，就有

　 　
ｄ‖ｗ（ ｔ）‖２

ｄｔ
≤ μ‖ｗ（ ｔ）‖２ ＋ κ ． （２５）

由于 ε１（ ｔ） ＝ Ｖｋｗ（ ｔ）， 则有 ‖ｗ（ ｔ）‖２ ＝ ‖ε１（ ｔ）‖２， 因而由式（２５）可得

　 　 ‖ε１（ ｔ）‖２ ≤ κ∫ｔ
０
ｅｘｐ（μ（ ｔ － τ））ｄτ ＝ κ

μ （ｅｘｐ（μｔ） － １）， （２６）

进而可得

　 　 ‖ε１‖２ ＝ ∫Ｔ
０
‖ε１（ ｔ）‖２

２ｄｔ ≤
κ ２

μ ２∫Ｔ０（ｅｘｐ（μｔ） － １） ２ｄｔ ＝

　 　 　 　 κ ２

２μ ３（ｅｘｐ（２μＴ） － ４ｅｘｐ（μＴ） ＋ ２μＴ ＋ ３） ． （２７）

另一方面，根据式（２１）后的定义，可知误差 ‖ε０（ ｔ）‖２ ＝ ‖ｕ（ ｔ） － ｕ（ ｔ）‖２ ＝ ‖ａｃ（ ｔ）‖２，进而得到

‖ε０‖ ＝ ∫Ｔ
０
‖ε０（ ｔ）‖２

２ｄｔ ．最后，系统（２）的整体误差为

　 　 ‖ε‖ ＝ ∫Ｔ
０
‖ε（ ｔ）‖２

２ｄｔ ≤ ２（‖ε０‖２ ＋ ‖ε１‖２） ＝

　 　 　 　 ２‖ε０‖２ ＋ κ ２

μ ３（ｅｘｐ（２μＴ） － ４ｅｘｐ（μＴ） ＋ ２μＴ ＋ ３） ． （２８）

类似地，对于系统（１７）的误差 ε－（ ｔ） ＝ ε－ ０（ ｔ） ＋ ε－ １（ ｔ），有 ε－ １（ ｔ） ＝ ｕ－（ ｔ） － ｕ（ ｔ） ＝ Ｖｋｗ
－ （ ｔ）， 及
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　 　 ｄｗ－ （ ｔ）
ｄｔ

＝ ＶＴ
ｋ（Ｆ （ｕ（ ｔ） ＋ Ｖｋｗ

－ （ ｔ）） － Ｆ （ｕ（ ｔ））） ＋ ＢＴＶＴ
ｋ Ｆ （ｕ－（ ｔ）） － ∫ｔ

０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ ．

利用假设 １ 和 ２，同样可以推导得到

　 　 ‖ε－ １‖２ ＝ ∫Ｔ
０
‖ε－ １（ ｔ）‖２

２ ｄｔ ≤ γ ２κ ２

２μ ３ （ｅｘｐ（２μＴ） － ４ｅｘｐ（μＴ） ＋ ２μＴ ＋ ３）， （２９）

以及系统（１７）的整体误差为

　 　 ‖ε－‖ ＝ ∫Ｔ
０
‖ε（ ｔ）‖２

２ｄｔ ≤ ２‖ε－ ０‖２ ＋ γ ２κ ２

μ ３ （ｅｘｐ（２μＴ） － ４ｅｘｐ（μＴ） ＋ ２μＴ ＋ ３） ， （３０）

其中，容易知道 ‖ε－ ０‖２ ＝ ‖ε０‖２，而 ‖ε１‖２ 与 ‖ε－ １‖２ 的误差界的差异在于系数 γ ．当由 ＰＬＳ 方法构造的

模型（１５）对降阶系统记忆项 ∫ｔ
０
Ｋ（ａ（ ｓ），ｔ － ｓ）ｄｓ 有较好的预测效果时，有 γ ＜ １， 则会有 ‖ε－‖ 的误差上界

小于 ‖ε‖ 的误差上界．特别地，当 γ ＝ ０ 时，‖ε－‖ ＝ ‖ε－ ０‖ ．

３　 数 值 算 例

利用数值算例验证所提模型的有效性．记原系统（１）为 ｆｕｌｌ⁃ｍｏｄｅｌ，由 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法构造的降

阶模型（２）为 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ，本文提出的降阶模型（１７）为 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ ．数值模拟的计算机配置为 Ｉｎｔｅｌ
Ｃｏｒｅ ｉ７ 处理器，主频 ３．４ ＧＨｚ，内存 ８ ＧＢ，运行软件为 ＭＡＴＬＡＢ 软件．定义相对误差：

　 　 Ｅ２（ｋ） ＝
∑
Ｎｔ

ｉ ＝ １
‖ＶｋＶＴ

ｋｕ（ ｔｉ） － Ｖｋａ（ ｔｉ） ｒｏｍ‖２

∑
Ｎｔ

ｉ ＝ １
‖ＶｋＶＴ

ｋｕ（ ｔｉ）‖２

， （３１）

其中， ａ（ ｔｉ） ｒｏｍ 为降阶系统的系数向量，ｕ（ ｔｉ） 为原系统的解变量，Ｎｔ 为系统总时间步长数．
３．１　 算例 １：一维 Ｂｕｒｇｅｒ 方程

考虑如下形式的一维 Ｂｕｒｇｅｒ 方程［１３］：

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＋ ∂
∂ｘ

１
２

ｕ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

Ｒｅ
∂２ｕ
∂ｘ２，　 　 ｔ ∈ ［０，２］， ｘ ∈ ［０，１］，

ｕ（０，ｔ） ＝ ｕ（１，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘ，０） ＝ ｘ
１ ＋ １ ／ Ｍ０

ｅｘｐ Ｒｅ ｘ
２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３２）

其中， Ｍ０ ＝ ｅｘｐ（Ｒｅ ／ ８），Ｒｅ为 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数，等于 １ ０００．Ｂｕｒｇｅｒ 方程是研究激波常见的非线性 ＰＤＥ，可用来模拟

冲击波的传播和反射．对方程（３２）进行空间方向的有限差分离散得到如式（１）的非线性动态系统，原系统维

数为 ｎ ＝ １ ０２４．对原系统和降阶系统均采用半隐向后 Ｅｕｌｅｒ 求解，时间步长 Δｔ ＝ ０．００１ ｓ，其中求解原系统平均

所用 ＣＰＵ 时间为 ２．１２ ｓ ．
表 １　 算例 １： 求解降阶模型所用 ＣＰＵ 时间，原系统求解所用 ＣＰＵ 时间为 ２．１２ ｓ（单位： ｓ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃａｓｅ １： ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｍｏｄｅｌｓ（ａｎｄ ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ２．１２ ｓ）（ｕｎｉｔ： ｓ）

ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｋ ５ １０ １５ ２０ ３０

ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ ４．７９Ｅ－２ ７．４７Ｅ－２ ８．７１Ｅ－２ １．０４Ｅ－１ １．１９Ｅ－１

ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ ４．２７Ｅ－２ ６．８１Ｅ－２ ９．４９Ｅ－２ １．１０Ｅ－１ １．２７Ｅ－１

　 　 为构造降阶系统，在区间 ｔ ∈ ［０ ｓ，２ ｓ］上均匀选取 ２００ 个原系统的解向量．图 １（ ａ）给出了解变量的

ＰＯＤ 模态数与模态累计能量百分比的情况，尽管前面的模态所含能量明显多于后面的模态，但只有选取足

够多的模态时，所选的模态才能较好地包含解变量的全部能量．图 １（ｂ）比较了降阶模型的相对误差 Ｅ２（ｋ），
明显地，ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ 的相对误差要小于 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 的结果．对于 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ，ＰＬＳ 方法的选取

主成分（潜变量）个数等于降阶系统的阶数．图 ２ 为系统的阶数 ｋ ＝ ８ 时两降阶系统求解得到的系数向量 ａ（ ｔ）
＝ ［ａ１（ ｔ），ａ２（ ｔ），…，ａ８（ ｔ）］（图 ２ 仅给出了 ａ２（ ｔ），ａ４（ ｔ），ａ６（ ｔ），ａ８（ ｔ） 的结果，其余系数的结果类似）．由图 ２
知，ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 的结果与原系统的结果有较大误差．相比之下，由于 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型的校正，ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ
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的曲线能够较好地逼近原系统的曲线．需说明的是，随着模型阶数的增加，ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 的求解结果会越来

越接近原系统的结果，从而 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ 与 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 的求解结果差异性也越来越小．

（ａ） ＰＯＤ 模态能量 （ｂ） 降阶系统相对误差

（ａ） Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ＰＯＤ ｍｏｄｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ
图 １　 算例 １： ＰＯＤ 模态累计能量百分比和降阶系统的相对误差 Ｅ２（ｋ）

Ｆｉｇ． １　 Ｃａｓｅ １： ｔｈｅ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｅｎｅｒｇｙ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｏｆ ＰＯＤ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ Ｅ２（ｋ） ｏｆ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ

（ａ） ａ２（ ｔ） （ｂ） ａ４（ ｔ）

（ｃ） ａ６（ ｔ） （ｄ） ａ８（ ｔ）

图 ２　 算例 １： 求解降阶系统得到的 ＰＯＤ 基的系数，系统的阶数 ｋ ＝ ８
Ｆｉｇ． ２　 Ｃａｓｅ １： ｔｈｅ ＰＯＤ ｂａｓｉｓ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ， ｓｙｓｔｅｍ ｏｒｄｅｒ ｋ ＝ ８

最后，表 １ 比较了求解两种降阶系统所耗的 ＣＰＵ 时间．由于 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 和 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ 这两种

降阶系统在理论上具有相同的求解复杂度，故当阶数 ｋ 相同时，求解这两种系统所耗 ＣＰＵ 时间没有明显差
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异．另外，降阶系统的求解时间远小于原系统求解时间．
３．２　 算例 ２：非线性 Ｃｈａｆｅｅ⁃Ｉｎｆａｎｔｅ方程

算例 ２ 考虑非线性 Ｃｈａｆｅｅ⁃Ｉｎｆａｎｔｅ 方程［２７］，它是一个重要的非线性演化方程，常用作模型降阶的测试算

例［２８］ ．方程形式为

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＋ ｕ３ ＝ ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ｕ， （ｘ，ｔ） ∈ （０，Ｌ） × （０，Ｔ］， ｕ（０，ｔ） ＝ ｉ（ ｔ）， ｔ ∈ （０，Ｔ），

∂ｕ
∂ｘ

（Ｌ，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ （０，Ｔ）， ｕ（ｘ，０） ＝ ０， ｘ ∈ （０，１） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３３）

同样地，使用有限差分进行空间离散将方程转化为式（１）的形式．Ｌ ＝ １，原系数的维数为 ｎ ＝ １ ０００，时间长度

Ｔ ＝ １０ ｓ，时间步长为 Δｔ ＝ ０．００１ ｓ ．模型感兴趣的变量为系统方程右端点处的值，即系统输出 ｙ（ ｔ） ＝ ｕ（Ｌ，ｔ） ．
为保证数值格式稳定，使用半隐向后 Ｅｕｌｅｒ 方法求解原系统和降阶系统．

（ａ） 系统输出， 阶数 ｋ ＝ １ （ｂ） 系统输出， 阶数 ｋ ＝ ５
（ａ） Ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍｓ， ｏｒｄｅｒ ｋ ＝ １ （ｂ） Ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍｓ， ｏｒｄｅｒ ｋ ＝ ５

图 ３　 算例 ２： 降阶系统的输出

Ｆｉｇ． ３　 Ｃａｓｅ ２： ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔｓ ｏｆ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ

（ａ） 降阶系统， 阶数 ｋ ＝ １ （ｂ） 降阶系统， 阶数 ｋ ＝ ５
（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｙｓｔｅｍ， ｏｒｄｅｒ ｋ ＝ １ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｙｓｔｅｍ， ｏｒｄｅｒ ｋ ＝ ５

图 ４　 算例 ２： 降阶系统输出的绝对值误差

Ｆｉｇ． ４　 Ｃａｓｅ ２： ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｏｕｔｐｕｔ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ

从原系统中均匀选取 ５００ 个样本构造降阶系统，采样区间为（０ ｓ，５ ｓ］，其余为预测区间．图 ３ 给出了系

统输入为 ｉ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ（ － ０．１ｔ）（ｓｉｎ（πｔ） ＋ １） ／ １０ 时两种降阶系统的输出．相应地，图 ４ 给出了降阶系统的输出

与原系统的输出之间的误差情况 （ｙｆｕｌｌ（ ｔ） 和 ｙｒｏｍ（ ｔ） 分别代表原系统和降阶系统的输出）．由此可知，在模型

准确性方面，ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ 要明显优于 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ ．当系统阶数 ｋ ＝ ５ 时，尽管 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 的输出也

能很好地匹配原系统的输出，但由图 ４（ｂ）可知，ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ 的误差情况要小于 ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 的误差

９５５第 ６ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赖学方，等： 基于 Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ 格式和偏最小二乘的非线性模型降阶



结果．最后，比较降阶系统的求解效率．由表 ２ 可知，求解两种降阶系统的所用 ＣＰＵ 时间远小于求解原系统的

ＣＰＵ 时间，而两降阶系统的求解所用 ＣＰＵ 时间差别不大，在同一个数量级上．
表 ２　 算例 ２： 求解降阶模型所用 ＣＰＵ 时间，原系统求解所用 ＣＰＵ 时间为 ２．２７ ｓ（单位： ｓ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃａｓｅ ２： ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｍｏｄｅｌｓ（ａｎｄ ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ２．２７ ｓ）（ｕｎｉｔ： ｓ）

ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｋ ４ ８ １０ ２０

ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ １．５２Ｅ－２ １．６３Ｅ－２ １．８９Ｅ－２ ２．３４Ｅ－２

ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃ＰＬＳ ２．９５Ｅ－２ ３．３１Ｅ－２ ３．５２Ｅ－２ ５．０４Ｅ－２

４　 总　 　 结

本文利用数据驱动的方法构建了一个更高精度的非线性系统降阶模型．具体地，针对由 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
投影方法构造的非线性降阶模型，使用 Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ 格式的相关理论和偏最小二乘回归，构造了降阶模型的

ｃｌｏｓｕｒｅ 模型，并将构造的 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型直接嵌入到原降阶模型中．理论结果显示，带有 ｃｌｏｓｕｒｅ 模型的降阶模型

在形式上相当于对原系统方程的右端采用 Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影．选取了 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数为 １ ０００ 的一维 Ｂｕｒｇｅｒｓ
方程和非线性 Ｃｈａｆｅｅ⁃Ｉｎｆａｎｔｅ 方程作为算例对所提方法进行验证．实验结果表明，在精度方面，新的降阶模型

明显要优于原来基于 ＰＯＤ 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法得到的降阶模型；而在模型效率方面，求解新降阶系统和求

解原降阶系统所耗 ＣＰＵ 时间几乎保持相同的水平．在进一步的研究中，可以考虑将所提方法推广到参数化

的非线性系统的降阶问题．
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［１９］　 ＰＡＮ Ｓ， ＤＵＲＡＩＳＡＭＹ Ｋ． Ｄａｔａ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｄｉｓｃｏｖｅｒｙ ｏｆ ｃｌｏｓｕｒｅ ｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ
Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１８， １７（４）： ２３８１⁃２４１３．

［２０］　 ＷＡＮＧ Ｑ， ＲＩＰＡＭＯＮＴＩ Ｎ， ＨＥＳＴＨＡＶＥＮ Ｊ Ｓ． Ｒｅｃｕｒｒｅｎｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ＰＯＤ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ
ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ ｆｏｒｍａｌｉｓｍ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２０，
４１０： １０９４０２．

［２１］　 ＷＯＬＤ Ｓ， ＲＵＨＥ Ａ， ＷＯＬＤ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｌｉｎｅａｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ． ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ
（ＰＬＳ） ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｉｎｖｅｒｓｅｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， １９８４， ５
（１）： ７３５⁃７４３．

［２２］　 ＡＢＤＩ Ｈ． Ｐａｒｔｉａｌ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｎ ｌａｔｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ （ＰＬＳ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ） ［ Ｊ］ ．
Ｗｉｌｅｙ Ｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙ Ｒｅｖｉｅｗｓ： Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， ２０１０， ２（１）： ９７⁃１０６．

［２３］　 ＣＨＡＴＵＲＡＮＴＡＢＵＴ Ｓ， ＳＯＲＥＮＳＥＮ Ｄ Ｃ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｖｉａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ．
ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１０， ３２（５）： ２７３７⁃２７６４．

［２４］　 ＡＬＬＡ Ａ， ＫＵＴＺ Ｊ Ｎ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ ｏｒｄｅｒ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｖｉａ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ
Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１７， ３９（５）： ７７８⁃７９６．

［２５］　 ＰＡＲＩＳＨ Ｅ Ｊ， ＤＵＲＡＩＳＡＭＹ Ｋ． Ａ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｕｂｇｒｉｄ ｓｃａｌｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ ｅｄｄｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｍｏｒｉ⁃
Ｚｗａｎｚｉｇ ｆｏｒｍａｌｉｓｍ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１７， ３４９： １５４⁃１７５．

［２６］　 ＰＡＲＩＳＨ Ｅ Ｊ， ＤＵＲＡＩＳＡＭＹ Ｋ． Ａ ｕｎｉｆｉｅｄ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｕｓｉｎｇ Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｒｉａ⁃
ｔｉｏｎａｌ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ［Ｚ ／ ＯＬ］ ． ａｒＸｉｖ Ｐｒｅｐｒｉｎｔ， ２０１８． ［２０２０⁃１１⁃２９］ ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ ／ ｐｄｆ ／ １７１２．０９６６９．ｐｄｆ．

［２７］ 　 ＣＨＡＦＥＥ Ｎ， ＩＮＦＡＮＴＥ Ｅ Ｆ． Ａ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａｂｏｌｉｃ
ｔｙｐｅ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ， １９７４， ４（１）： １７⁃３７．

［２８］　 ＢＥＮＮＥＲ Ｐ， ＢＲＥＩＴＥＮ Ｔ． Ｔｗｏ⁃ｓｉｄｅｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ ｏｒｄｅｒ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１５， ３７（２）： ２３９⁃２６０．

１６５第 ６ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赖学方，等： 基于 Ｍｏｒｉ⁃Ｚｗａｎｚｉｇ 格式和偏最小二乘的非线性模型降阶


