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摘要：　 采用复变函数方法研究了含正三角形孔口热电材料中受到无穷远处均匀电流密度和能量流作用下的断裂

问题．在电绝缘和热绝缘边界条件下，获得了温度场和应力场的解析表达式，分析了三角形尺寸、能量流载荷对热电

材料性能的影响．结果表明，能量流载荷和三角形尺寸的变化对环向能量流、环向应力、环向热流有较明显的影响．
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引　 　 言

热电材料作为一种新型材料，有着优良的性能和广阔的应用前景．然而在工程实际中，由于应力集中和

孔洞裂纹等各种缺陷，容易造成材料的断裂和结构的破损．因此，对热电材料断裂力学的研究显得尤为重要．
利用有限元方法，Ｇａｏ 等［１］针对热电模块的热应力问题进行了优化设计，获得了具有更好力学性能的热电模

块．Ｓｃｈｍｉｄｔ 等［２］研究了热电材料的慢裂纹扩展行为和室温力学性能．利用复变函数方法，Ｚｈａｎｇ 等［３］ 给出了

６５６

应用数学和力学
４２ 卷 ６ 期　 ２０２１ 年 ６ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４２，Ｎｏ．６，Ｊｕｎ．，２０２１

∗ 收稿日期：　 ２０２０⁃０８⁃０５； 修订日期：　 ２０２１⁃０１⁃１８
基金项目：　 国家自然科学基金（１１９６２０２６；１２００２１７５）；内蒙古自然科学基金（２０２０ＭＳ１０１８）
作者简介：　 朱明明（１９８３—），女，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ９２１７６７３７０＠ ｑｑ．ｃｏｍ）；

李联和（１９７８—），男，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｎｍｇｌｉｌｉａｎｈｅ＠ １６３．ｃｏｍ）．
引用格式：　 朱明明， 李联和． 含正三角形孔口热电材料的断裂力学分析［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２１， ４２（６）： ６５６⁃

６６４．



无限介质中裂纹问题的解，并得出远场电通量负荷和应用的总能量负荷决定了电通量强度因子和热流强度

因子的结论．Ｓｏｎｇ 等［４］研究了热电材料的二维裂纹问题，发现热流场、电流场、应力场在裂纹尖端均表现出传

统的平方根奇异性．在无限远热电载荷作用下，Ｙｕ 等［５］ 给出了无限远热电介质中圆弧裂纹的平面问题的解

析解，并获得了裂纹尖端的能量通量和应力强度因子．在两种裂纹表面条件下，Ｓｏｎｇ 等［６］ 得到了热电材料裂

纹问题的闭式解，并详细讨论了裂纹对热电材料转换效率的影响．锁娟［７］ 以热电材料为例，利用复变函数方

法把周期共线裂纹问题退化为有附加条件的单一裂纹问题来研究，对共线裂纹之间干涉效应的变化情况进

行了详细的分析．杜昕鲲等［８］采用保角变换技术和复变函数方法得到了热电材料中含椭圆夹杂问题的精确

解，并分析了椭圆夹杂物对热流和电流的影响．针对正三角形孔口问题，郭怀民［９］ 首次给出了带正三角形孔

口的平面弹性问题应力强度因子的解析解．王玮华等［１０］利用复变函数方法研究了压电弹性体中光滑顶点的

正三角形孔边裂纹的反平面问题，并分别讨论了电可通和电不可通边界条件下裂纹尺寸与能量释放率之间

的关系．王永健等［１１］利用 Ｓｔｒｏｈ 公式和 Ｃａｕｃｈｙ 积分解决了含等边三角形孔边裂纹横观各向同性压电弹性的

反平面问题．肖俊华等［１２］利用保角映射技术给出了考虑表面弹性效应时正三角形孔边裂纹反平面剪切问题

的精确解，并分析了三角形孔的尺寸对裂尖应力强度因子的影响．在电非渗透边界条件下，樊世旺等［１３］ 利用

Ｓｔｒｏｈ 公式给出了一维六方压电准晶中正三角形孔边裂纹尖端的场强度因子和能量释放率．高媛媛等［１４］通过

构造保角映射函数研究了一维六方压电准晶中三角形孔边快速传播裂纹的反平面剪切问题，并给出了裂纹

尖端处的应力强度因子和电位移强度因子的解析解．刘兴伟等［１５］ 利用复变函数方法和 Ｓｃｈｗａｒｚ⁃Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ
（ＳＣ）变换得出了任意正 ｎ 边形孔边裂纹尖端附近应力强度因子和电位移强度因子的解析解，当 ｎ ＝ ３ 时所

得结果与文献［１３］一致．
本文采用复变函数方法研究了受到无限远均匀电流密度和能量通量作用下的含正三角形孔口热电材料

的断裂问题，给出了电势、温度场、应力场的解析表达式，分析了载荷及三角形尺寸对环向能量流、环向应力

及环向热流的影响．

１　 热电材料基本方程

在无电荷和热源的条件下，均匀热电材料的控制方程为［１６］

　 　 Ñ·ｊｅ ＝ ０， Ñ·ｑ ＋ ｊｅ·ÑＶ ＝ ０， （１）
这里电流密度矢量 ｊｅ ＝ ［ ｊｅｘ， ｊｅｙ］ Ｔ 和热通量矢量 ｑ ＝ ［ｑｘ，ｑｙ］ Ｔ 满足如下输运方程：

　 　 ｊｅ ＝ － γÑＶ － γεÑＴ， ｑ ＝ － γεＴÑＶ － （ｋ ＋ γε ２Ｔ）ÑＴ， （２）
其中 Ｖ 和 Ｔ 分别表示电势和温度， γ，ｋ 和 ε 分别表示电导率、热导率和 Ｓｅｅｂｅｃｋ 系数．能量通量可表示为［１６］

　 　 ｊｕ ＝ ｑ ＋ ｊｅＶ ． （３）
为简化方程，引入函数 Ｆ ＝ Ｖ ＋ εＴ ［３］，则由方程（２）、（３）可得

　 　 ｊｅ ＝ － γÑＦ， ｊｕ ＝ － γＦÑＦ － ｋÑＴ ． （４）
将方程（３）和（４）代入方程（１），则控制方程（１）可以改写为

　 　 Ñ２Ｆ ＝ ０， ｋÑ２Ｔ ＋ γ（ÑＦ） ２ ＝ ０． （５）
由方程（５），可以获得 Ｆ 和 Ｔ 的复变函数表示如下：

　 　 Ｆ ＝ Ｒｅ［ ｆ１（ ｚ）］， Ｔ ＝ Ｒｅ［ｇ（ ｚ）］ － γ
４ｋ

ｆ１（ ｚ） ｆ１（ ｚ）， （６）

这里 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ， ｆ１（ ｚ） 和 ｇ（ ｚ） 表示解析函数，Ｒｅ（·）表示实部．因此，方程（４）可表示为

　 　 ｊｅｘ － ｉｊｅｙ ＝ － γｆ′１（ ｚ）， ｊｕｘ － ｉｊｕｙ ＝ －
γ
２

ｆ１（ ｚ） ｆ′１（ ｚ） － ｋｇ′（ ｚ） ． （７）

另一方面，由方程（７）可知，电流密度和能量通量的边界条件可以表示为

　 　
∫ｊｅｎ（ ｓ）ｄｓ ＝ － γ

２ｉ
（ ｆ１（ ｚ） － ｆ１（ ｚ）），

∫ｊｕｎ（ ｓ）ｄｓ ＝ － Ｉｍ γ
４

ｆ２１（ ｚ） ＋ ｋｇ（ ｚ）é

ë
êê

ù

û
úú ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）
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其中 Ｉｍ（·）表示虚部， ｊｅｎ（ ｓ） 和 ｊｕｎ（ ｓ） 分别表示沿边界点的法向电流密度和法向能量通量．
应力和位移的复变函数可表示为［８］

　 　
σ ｘｘ ＋ σ ｙｙ ＝ ４Ｒｅ［φ′（ ｚ）］ ＋ ２μα∗γ

ｋ（κ ＋ １）
ｆ１（ ｚ） ｆ１（ ｚ），

σ ｙｙ － σ ｘｘ ＋ ２ｉσ ｘｙ ＝ ２［ ｚ－φ″（ ｚ） ＋ ψ′（ ｚ）］ ＋ ２μα∗γ
ｋ（κ ＋ １）

ｆ２（ ｚ） ｆ ′１（ ｚ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

　 　 ２μ［ｕｘ ＋ ｉｕｙ］ ＝ ｋφ（ ｚ） － ｚ φ′（ ｚ） － ψ（ ｚ） ＋ ２μα∗∫ｇ（ ｚ）ｄｚ － μα∗γ
ｋ（κ ＋ １）

ｆ２（ ｚ） ｆ１（ ｚ）， （１０）

其中 ｆ′２（ ｚ） ＝ ｆ１（ ｚ），φ（ ｚ） 和 ψ（ ｚ） 是待确定的复应力函数， μ 是剪切模量， κ 和 α∗ 定义如下：

　 　 κ ＝
３ － ν
１ ＋ ν

， ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ，

３ － ４ν， ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ，

ì

î

í
ïï

ïï
　 α∗ ＝

α， ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ，
（１ ＋ ν）α， ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ，{ （１１）

ν 是 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， α 是线性热膨胀系数．由方程（９）可知，应力边界条件可以表示为

　 　 φ（ ｚ） ＋ ｚ φ′（ ｚ） ＋ ψ（ ｚ） ＝ ｉ∫（ｐｘ ＋ ｉｐｙ）ｄｓ －
μα∗γ

ｋ（κ ＋ １）
ｆ２（ ｚ） ｆ１（ ｚ）， （１２）

其中 ｐｘ 和 ｐｙ 是作用在边界上的外力．本文中主要讨论的是热电材料在热电载荷作用下的力学行为，因此，常
数项 ｐｘ 和 ｐｙ 取为零．

２　 正三角形孔口的解

本文考虑的物理模型是在无限远处受到均匀的电流密度 ｊｅ０ 和均匀的能量流 ｊｕ０ 的共同作用下含三角形

孔口热电材料的力学行为，即

　 　
ｊｅｘ ＝ ０， ｊｅｙ ＝ ｊｅ０，
ｊｕｘ ＝ ０， ｊｕｙ ＝ ｊｕ０，

{ 　 　 ｘ２ ＋ ｙ２ → ∞ ． （１３）

相应的示意图见图 １．

图 １　 含有正三角形孔口的无限大平面到单位圆盘的映射

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａｎ ｅｑｕｉｌａｔｅｒａｌ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｈｏｌｅ ｏｎｔｏ ｔｈｅ ｉｎｓｉｄｅ ｏｆ ａ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｌｅ

引入如下的保角映射函数［９］：

　 　 ｚ ＝ ｗ（ζ） ＝ Ｒ １
ζ

－ ζ ２

３
＋ ζ ５

４５
＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

其中 Ｒ ＝ ０．８３８ １ａ 是与正三角形大小有关的常数， ａ 为正三角形的边长，此映射将正三角形孔口外部映射到

单位圆内部．根据文献［９］近似地取

　 　 ｚ ＝ ｗ（ζ） ＝ Ｒ １
ζ

－ ζ ２

３
＋ ζ ５

４５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１５）

基于方程（８）的第一式，由孔口边缘处的电流密度的电绝缘边界条件可得

　 　 ｆ１（ ｚ） － ｆ１（ ｚ） ＝ ０，
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这里我们假设 ｆ１（ ｚ） ＝ ｃ∞１ ｚ ＋ ｆ０（ ｚ）， 其中 ｃ∞１ 是一个复常数，且 ｆ′０（∞ ） ＝ ０．将 ｆ１（ ｚ） 代入方程（７）的第一式，并令

ｚ → ∞，得到 ｃ∞１ ＝ ｉｊｅ０ ／ γ ．
注意到在单位圆周上有 ζ ＝ σ ＝ ｅｉθ， 可得

　 　 ｆ０（σ） － ｆ０（σ） ＝ － ｉ
ｊｅ０
γ

ａ σ ＋ １
σ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ． （１６）

两边同乘 ｄσ ／ （２πｉ（σ － ζ））， 并进行 Ｃａｕｃｈｙ 积分得 ｆ０（ζ） ＝ － （ｉｊｅ０ａ ／ γ）ζ， 进而我们有

　 　 ｆ１（ ｚ） ＝
ｉｊｅ０Ｒ
γ

１
ζ

－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７）

由于 ｆ′２（ ｚ） ＝ ｆ１（ ｚ）， 对方程（１７）积分得

　 　 ｆ２（ ｚ） ＝
ｉｊｅ０Ｒ２

γ
ｌｎ ζ － ζ ６

５４
＋ ζ ４

３６
＋ ２ζ ３

９
－ ２ζ

３
＋ １
２ζ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１８）

２．１　 孔内温度场

假设温度场具有如下形式：
　 　 Ｔｈ ＝ Ｒｅ［ｇｈ（ ｚ）］， （１９）

其中 ｇｈ（ ｚ） 是一个解析函数，那么孔内的热通量可以表示为

　 　 ｑｈｘ － ｉｑｈｙ ＝ － ｋｈｇ′ｈ（ ｚ）， （２０）
这里 ｋｈ 是空气的导热系数，应用 Ｇａｕｓｓ 定理，可以得到

　 　 Ｉｍ［ｋｈｇｈ（ ｚ）］ ＝ － ∫ｑｈｎ（ ｓ）ｄｓ， （２１）

其中 ｑｈｎ（ ｓ） 表示沿边界 ｓ 点的法向热通量．函数 ｇｈ（ ｚ） 可以用 Ｔａｙｌｏｒ 级数表示如下：

　 　 ｇｈ（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
ａｈ
ｎζ

－ｎ， （２２）

其中常数 ａｈ
ｎ 是待定的复系数．

２．２　 热电材料内的温度场

在热电材料内部，假设复温度函数 ｇ（ ｚ） 有如下形式：
　 　 ｇ（ ｚ） ＝ ｃ∞２ ｚ２ ＋ ｃ∞３ ｚ ＋ ｇ０（ ｚ）， （２３）

其中 ｃ∞２ 和 ｃ∞３ 是两个与无穷远处的载荷条件有关的复常数， ｇ′０（∞ ） ＝ ０．将方程（１７）和（２３）代入方程（７）的
第二式，然后令 ｚ → ∞， 得到

　 　 ｃ∞２ ＝
ｊ２ｅ０
４ｋγ

， ｃ∞３ ＝
ｉｊｕ０
ｋ

． （２４）

由热通量和温度的法向分量的连续条件及电绝缘边界条件，由方程（６）的第二式、方程（８）的第二式、方
程（１９）和（２１）可得

　 　 Ｉｍ γ
４

ｆ ２１（σ） ＋ ｋｇ（σ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ｉｍ［ｋｈｇｈ（σ）］， （２５）

　 　 － γ
４ｋ

ｆ１（σ） ｆ１（σ） ＋ Ｒｅ［ｇ（σ）］ ＝ Ｒｅ［ｇｈ（σ）］ ． （２６）

将方程（１７）、（２２）、（２３）代入方程（２５）、（２６），然后两边同时乘以 ｄσ ／ （２πｉ（σ － ζ））， 积分得到

　 　 ｇ０（ζ） － ｇ０（０） ＝ －
ｊ２ｅ０Ｒ２

４ｋγ
ζ １０

２ ０２５
－ ２ζ ７

１３５
＋ ７ζ ４

４５
－ ２ζ

３
－ ζ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　
ｉｊｕ０Ｒ
ｋ

ζ － ζ ２

３
＋ ζ ５

４５
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｋｈ

ｋ ∑
∞

ｎ ＝ １
ａｈ
ｎζ ｎ， （２７）

　 　 ｇ０（ζ） ＋ ｇ０（０） ＝ －
ｊ２ｅ０Ｒ２

２ｋγ
（ζ ２ － ２） －

ｊ２ｅ０Ｒ２

４ｋγ
ζ ２ ＋ ζ １０

２ ０２５
－ ２ζ ７

１３５
＋ ７ζ ４

４５
－ ２ζ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ －
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ｉｊｕ０Ｒ
ｋ

ζ ５

４５
－ ζ ２

３
－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
ａｈ
ｎζ ｎ ． （２８）

将方程（２７）代入方程（２８），然后让方程（２８）两边 ζ ｎ 同次幂的系数相等，有

　 　 ｇ０（０） ＝
ｊ２ｅ０Ｒ
２ｋγ

， ａｈ
１ ＝

２ｉｊｕ０Ｒ
ｋｈ ＋ ｋ

， ａｈ
２ ＝

ｊ２ｅ０Ｒ２

γ（ｋｈ ＋ ｋ）
， ａｈ

ｎ ＝ ０，　 　 ｎ ≥ ３． （２９）

因此，由方程（２８）、（２９）可得

　 　 ｇ０（ζ） ＝ －
ｊ２ｅ０Ｒ２

４ｋγ
ζ １０

２ ０２５
－ ２ζ ７

１３５
＋ ７ζ ４

４５
－ ２ζ

３
－ ζ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｉｊｕ０Ｒ
ｋ

ζ － ζ ２

３
＋ ζ ５

４５
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　
ｋｈ

ｋ
（ａｈ

２ζ ２ ＋ ａｈ
１ζ） ＋

ｊ２ｅ０Ｒ２

２ｋγ
． （３０）

最后，将方程（１５）、（２４）、（３０）代入方程（２３）得到

　 　 ｇ（ ｚ） ＝
ｊ２ｅ０Ｒ２

４ｋγ
ζ ＋ １

ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
ｉｊｕ０Ｒ
ｋ

１
ζ

－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｋｈ

ｋ
（ａｈ

２ζ ２ ＋ ａｈ
１ζ） ． （３１）

２．３　 弹性场

假设应力和位移复表示中的复势 φ（ ｚ） 和 ψ（ ｚ） 具有如下的形式：
　 　 φ（ ｚ） ＝ Ａ（ζ）ｌｎ ζ ＋ φ０（ ｚ）， ψ（ ｚ） ＝ Ｂ（ζ）ｌｎ ζ ＋ ψ ０（ ｚ）， （３２）

其中 Ａ（ζ） 和 Ｂ（ζ） 是两个未知函数．把方程（３２）代入方程（１０）和（１２），由应力和位移的单值性条件可得

　 　 Ａ（ζ） ＝ ２
３

Ｒ３Ｐ０ ＋ Ａ０Ｒ２ １ －
２ｋｈ

ｋｈ ＋ ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３３）

　 　 Ｂ（ζ） ＝ Ａ
－
＋ ２Ｒ３Ｐ０

１
ζ

－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３４）

其中 Ａ０ ＝ －
２μα∗ ｊｕ０
ｋ（κ ＋ １）

ｉ，Ｐ０ ＝
μα∗ ｊ２ｅ０

２ｋγ（κ ＋ １）
，为简便起见我们令 Ａ（ζ） ＝ Ａ ．

在单位圆周上，应力边界条件方程（１２）可以表示为

　 　 φ（σ） ＋ ω（σ）

ω′（σ）
φ′（σ） ＋ ψ（σ） ＝ － μα∗γ

ｋ（κ ＋ １）
ｆ２（σ） ｆ１（σ） ． （３５）

把方程（１５）、（１７）、（１８）和（３２） ～ （３４）代入方程（３５），并在方程（３５）的两端乘以 ｄσ ／ （２πｉ（σ － ζ）），
进行 Ｃａｕｃｈｙ 积分，可得

　 　 φ０（ζ） ＝ １
２７

Ｒ３Ｐ０ζ ７ － ５
５４

Ｒ３Ｐ０ζ ５ － ５８
１３５

Ｒ３Ｐ０ ＋
（ｋ － ｋｈ）

４５（ｋ ＋ ｋｈ）
Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

４ ＋

　 　 　 　 １ ８３７
３６ ３９６

Ｒ３Ｐ０ －
４７（ｋ － ｋｈ）

６ ０６６（ｋ ＋ ｋｈ）
Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

３ ＋ ８０
４３

Ｒ３Ｐ０ζ ２ ＋

　 　 　 　 － ９２５
４ ０４４

Ｒ３Ｐ０ ＋
２３５（ｋ － ｋｈ）
６７４（ｋ ＋ ｋｈ）

Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ ． （３６）

对方程（３５）两边取共轭，进行 Ｃａｕｃｈｙ 积分，可得

　 　 ψ ０（ζ） ＝ － ４５ζ ６ － １５ζ ３ ＋ １
５ζ １０ － ３０ζ ７ － ４５ζ ４ Ａ ＋ Ｒ３Ｐ０（ζ ３ － ζ） － ４５ζ ６ － １５ζ ３ ＋ １

５ζ ９ － ３０ζ ６ － ４５ζ ３ φ′０（ζ） ． （３７）

因此，由方程（３２）、（３６）和（３７），可获得复应力势 φ（ ｚ） 和 ψ（ ｚ） 如下：

　 　 φ（ ｚ） ＝ Ａｌｎ ζ ＋ １
２７

Ｒ３Ｐ０ζ ７ － ５
５４

Ｒ３Ｐ０ζ ５ － ５８
１３５

Ｒ３Ｐ０ ＋
（ｋ － ｋｈ）

４５（ｋ ＋ ｋｈ）
Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

４ ＋

　 　 　 　 １ ８３７
３６ ３９６

Ｒ３Ｐ０ －
４７（ｋ － ｋｈ）

６ ０６６（ｋ ＋ ｋｈ）
Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

３ ＋ ８０
４３

Ｒ３Ｐ０ζ ２ ＋
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　 　 　 　 － ９２５
４ ０４４

Ｒ３Ｐ０ ＋
２３５（ｋ － ｋｈ）
６７４（ｋ ＋ ｋｈ）

Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ， （３８）

　 　 ψ（ ｚ） ＝ Ａ
－
＋ ２Ｒ３Ｐ０

１
ζ

－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｌｎ ζ － ４５ζ ６ － １５ζ ３ ＋ １

５ζ １０ － ３０ζ ７ － ４５ζ ４ Ａ ＋ Ｒ３Ｐ０（ζ ３ － ζ） －

　 　 　 　 ４５ζ ６ － １５ζ ３ ＋ １
５ζ ９ － ３０ζ ６ － ４５ζ ３

７
２７

Ｒ３Ｐ０ζ ６ － ２５
５４

Ｒ３Ｐ０ζ ４ －{

　 　 　 　 ２３２
１３５

Ｒ３Ｐ０ ＋
４（ｋ － ｋｈ）
４５（ｋ ＋ ｋｈ）

Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

３ ＋ １ ８３７
１２ １３２

Ｒ３Ｐ０ －
４７（ｋ － ｋｈ）

２ ０２２（ｋ ＋ ｋｈ）
Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

２ ＋

　 　 　 　 １６０
４３

Ｒ３Ｐ０ζ ＋ － ９２５
４ ０４４

Ｒ３Ｐ０ ＋
２３５（ｋ － ｋｈ）
６７４（ｋ ＋ ｋｈ）

Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú } ． （３９）

由方程 （３８）和（３９）可获得弹性场应力的表达式．为便于实际应用，下面着重讨论能量通量和环向应力

的实表达式．由方程（７）的第二式、方程（９）的第一式和方程（１５），在曲线坐标系 （ ｒ，θ） 中能量通量 ｊｕｒ 和 ｊｕθ ，
以及应力分量 σ ｒｒ 和 σ θθ 可以表示为

　 　 ｊｕｒ － ｉｊｕθ ＝ ζω′（ζ）
ζω′（ζ）

（ ｊｕｘ － ｉｊｕｙ） ＝ － ζ
ζω′（ζ）

γ
２

ｆ１（ζ） ｆ′１（ζ） ＋ ｋｇ′（ζ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （４０）

　 　 σ ｒｒ ＋ σ θθ ＝ σ ｘｘ ＋ σ ｙｙ ＝ ４Ｒｅ φ′（ζ）
ω′（ζ）

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ２μα∗γ

ｋ（κ ＋ １）
ｆ１（ζ） ｆ１（ζ） ． （４１）

由方程（１７）、（３１）、（３８）、（４０）和（４１）有

　 　 ｊｕｒ － ｉｊｕθ ＝ ζ

Ｒ － １
ζ

－ ２ζ ２

３
＋ ζ ５

９
æ

è
ç

ö

ø
÷

［ｉｊｕ０Ｒ（１ ＋ ζ －２） ＋ ｋｈ（２ ａｈ
２ζ ＋ ａｈ

１）］， （４２）

　 　 σ ｒｒ ＋ σ θθ ＝ ４Ｒｅ
１

Ｒ（ζ ６ － ６ζ ３ － ９）
９Ａζ ＋ ７

３
Ｒ３Ｐ０ζ ８ － ２５

６
Ｒ３Ｐ０ζ ６{æ

è
ç －

　 　 　 　 ２３２
１５

Ｒ３Ｐ０ ＋ ４
５

（ｋ － ｋｈ）
（ｋ ＋ ｋｈ）

Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

５ ＋ １ ８３７
１ ３４８

Ｒ３Ｐ０ － １４１
６７４

（ｋ － ｋｈ）
（ｋ ＋ ｋｈ）

Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

４ ＋

　 　 　 　 １ ４４０
４３

Ｒ３Ｐ０ζ ３ ＋ － ２ ７７５
１ ３４８

Ｒ３Ｐ０ ＋ ２ １１５
６７４

（ｋ － ｋｈ）
（ｋ ＋ ｋｈ）

Ａ０Ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ

２} ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ４Ｒ２Ｐ０
１
ζ

－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷

１

ζ
－ － ζ

－æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （４３）

注意到在单位圆上有 ζ ＝ σ ＝ ｅｉθ ，可获得 ｊｕθ 和 σ θθ 的实表达式如下：

　 　 ｊｕθ ＝
－ １８ｋｈＲｊ２ｅ０ｓｉｎ（２θ）

γ（ｋｈ ＋ ｋ） １１８ ＋ ９６ｃｏｓ（３θ） － １８ｃｏｓ（６θ）
－

　 　 　 　
１８ｊｕ０ｋｃｏｓ θ

（ｋｈ ＋ ｋ） １１８ ＋ ９６ｃｏｓ（３θ） － １８ｃｏｓ（６θ）
， （４４）

　 　 σ θθ ＝
Ｒ２Ｐ０

－ ９ｃｏｓ（６θ） ＋ ４８ｃｏｓ（３θ） ＋ ５９
－ ４２ｃｏｓ（８θ） ＋ ７５ｃｏｓ（６θ） ＋ １ ３１２

５
ｃｏｓ（５θ） －æ

è
ç

　 　 　 　 ９ ６５４
３３７

ｃｏｓ（４θ） － ２０ ８９０
４３

ｃｏｓ（３θ） ＋ ７９８ ９２８
５ ０５５

ｃｏｓ（２θ） － ６６０ ０９８
５ ０５５

ｃｏｓ θ － ５２ ９１５
１２９

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　
２ｉＡ０Ｒ（ｋ － ｋｈ）

（ － ９ｃｏｓ（６θ） ＋ ４８ｃｏｓ（３θ） ＋ ５９）（ｋ ＋ ｋｈ）
－ ９

５
ｓｉｎ（５θ） － ４２３

３３７
ｓｉｎ（４θ） ＋æ

è
ç

　 　 　 　 ５１ ８４３
１ ６８５

ｓｉｎ（２θ） － １０１ ２９７
１ ６８５

ｓｉｎ θ ö

ø
÷ ＋ １６Ｒ２Ｐ０ｓｉｎ２θ ． （４５）

由方程（７）的第一式和方程（１５），在曲线坐标系 （ ｒ，θ） 中，电流密度 ｊｅｒ 和 ｊｅθ 可以表示为

１６６第 ６ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 朱明明，等： 含正三角形孔口热电材料的断裂力学分析



　 　 ｊｅｒ － ｉｊｅθ ＝ － γ
ζｆ ′１（ζ）
ζω′（ζ）

＝
１８ｉｊｅ０ｃｏｓ θ

１１８ ＋ ９６ｃｏｓ（３θ） － １８ｃｏｓ（６θ）
， （４６）

从而得到

　 　 ｊｅθ ＝ －
１８ｊｅ０ｃｏｓ θ

１１８ ＋ ９６ｃｏｓ（３θ） － １８ｃｏｓ（６θ）
． （４７）

环向热通量 ｑθ 的表达式如下：

　 　 ｑθ ＝ ｊｕθ ＋
１８ｊ２ｅ０Ｒｓｉｎ（２θ）

γ １１８ ＋ ９６ｃｏｓ（３θ） － １８ｃｏｓ（６θ）
－

１８εｊ３ｅ０Ｒ２ｃｏｓ θｃｏｓ（２θ）

γ（ｋ ＋ ｋｈ） １１８ ＋ ９６ｃｏｓ（３θ） － １８ｃｏｓ（６θ）
． （４８）

３　 数值分析和讨论

下面以 Ｂｉ２Ｔｅ３ 基热电材料为例，讨论三角形尺寸、远场均匀能量流 ｊｕ０ 和远场均匀电流密度 ｊｅ０ 对环向能

量流、环向应力以及环向热流的影响，材料常数如下：
　 　 γ ＝ １．１ × １０５ Ｓ·ｍ－１， ｋ ＝ １．６ Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１， ε ＝ ２ × １０ －４ Ｖ·Ｋ－１， ν ＝ ０．４， ｋｈ ＝ ０．０２４ Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１ ．
图 ２ 表明了在远场均匀电流密度一定的条件下，不同三角形边长下环向能量流随 θ 的变化趋势．由图可

知，当三角形边长 ａ ≥０．０００ ５ ｍ 时，三角形边长的变化对环向能量流的影响不容忽视．图 ３ 表明，在无外加电

场的条件下，远场载荷始终导致环向能量流的集中，远场均匀能量流越大，环向能量流的集中现象就会越明显．

图 ２　 三角形边长对环向能量流的影响 图 ３　 远场均匀能量流 ｊｕ０ 对环向能量流的影响

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｉｚｅ ｏｎ ｔｈｅ ａｎｎｕｌａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｆｌｕｘ Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｊｕ０ ｏｎ ｔｈｅ ａｎｎｕｌａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｆｌｕｘ

图 ４　 三角形边长对环向应力的影响 图 ５　 只有外加电场时三角形边长对环向应力的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｉｚｅ ｏｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｉｚｅ ｏｎ ｔｈｅ ａｎｎｕｌａｒ ｓｔｒｅｓｓ
ａｎｎｕｌａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｕｎｄｅｒ ａ ｓｏｌｅｌｙ ａｐｐｌｉｅｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ

图 ４、５ 给出了远场载荷一定时环向应力随 θ 的变化趋势，可以看出：无论是否有外加电场，环向应力的
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集中都与正三角形边长的大小有关，随着三角形边长的增大，环向应力的集中现象也越明显，集中现象均出

现在 θ ＝ ６０°，１８０°，３００° 处，也就是正三角形的顶点处，说明正三角形孔口的顶点处是最容易导致材料断裂

的地方．
图 ６ 给出了只有外加电场作用，三角形边长不同时，环向热流随 θ 的变化趋势；图 ７ 描绘了三角形边长

ａ ＝ ０．００１ ｍ 时，外加电流密度的变化对环向热流的影响．可以看出，三角形边长越大，外加电流密度越大，环
向热流的集中现象更为明显．由于热电耦合效应，即使只有外加电场的作用，三角形边长的改变以及外加电

流密度的变化也会影响温度场的分布．

图 ６　 三角形边长对环向热流的影响 图 ７　 远场均匀电流密度 ｊｅ０ 对环向热流的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｉｚｅ ｏｎ ｔｈｅ ａｎｎｕｌａｒ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｊｅ０ ｏｎ ｔｈｅ ａｎｎｕｌａｒ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ

４　 结　 　 论

本文利用复变函数方法和保角映射技术得到了含正三角形孔口热电材料中的温度场和应力场的表达

式，并通过数值计算和图例分析得出如下结论：三角形尺寸的变化会导致远场载荷作用下热电材料的环向应

力的集中，集中现象发生在正三角形孔口的顶点处；当三角形边长 ａ ≥ ０．０００ ５ ｍ 时，随着三角形边长的增

大，环向能量流、环向应力、环向热流集中现象更为明显；由于热电耦合效应，远场载荷的变化会影响环向能

量流以及环向热流的集中．
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