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摘要：  为研究结构参数对静电驱动微机械陀螺动态性能的影响，考虑支承刚度的三次非线性和静电力的分式非线

性，基于两自由度动力学模型，利用谐波平衡法结合留数定理求解了系统的周期响应，得到了驱动电极的梳齿厚度、

梳齿间隙以及检测电极的极板面积、极板间隙变化时电容变化量随驱动力频率和载体角速度的变化曲线，以及电容

灵敏度和非线性度随这些参数的变化曲线.结果表明，检测电容变化量随驱动力频率的变化曲线会呈现明显的非线

性特征，即第二个峰向右倾斜，从而引起跳跃现象.驱动电极的梳齿厚度、梳齿间隙和检测电极的极板间隙对检测电

容变化量随载体角速度的变化影响较大，而检测电极的极板面积的影响很小.驱动电极梳齿厚度、梳齿间隙以及检

测电极的极板面积对电容灵敏度和非线性度的影响基本上是线性的，但检测电极的极板间隙对电容灵敏度和非线性

度的影响是非线性的.
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Abstract：In view of the cubic nonlinear stiffness and the nonlinear electrostatic force in fraction form, a 2DOF model was

analyzed with the harmonic balance method and the residue theorem, and the effects  of  structure parameters  on dynamic

performances  of  micro-machined  gyroscopes  were  studied.  The  variations  of  the  capacitance  with  the  driving  force

frequency and the carrier angular velocity were obtained for different thicknesses and gaps of driving electrode comb teeth,

different  electrode  plate  areas  and  different  detecting  electrode  gaps.  In  addition,  the  variations  of  sensitivity  and

nonlinearity  with  these  structure  parameters  were  also  presented.  It  is  found  that,  the  variation  curves  of  the  detection

capacitance  with  the  driving  force  frequency  show obvious  nonlinear  characteristics.  In  other  words,  the  2nd  peak  leans

rightward, which results in jumping. The effects of thicknesses and gaps of driving electrode comb teeth, and gaps between
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detecting electrode plates on the variation curves of the capacitance with the carrier angular velocity are much greater than

those of detecting electrode plate areas. The variations of sensitivity and nonlinearity with thicknesses and gaps of driving

electrode  comb  teeth  and  detecting  electrode  plate  areas,  are  approximately  linear,  however,  those  with  gaps  between

detecting electrode plates are nonlinear.

Key words：micro-machined  gyroscope； cubic  nonlinear  stiffness；nonlinear  electrostatic  force  in  fraction  form；periodic

response；sensitivity analysis；nonlinearity analysis

 

引　　言

微机械陀螺由于其体积小、重量轻、制造成本低、易于批量生产、响应稳定等优点，广泛应用于航空航

天、汽车、电子等领域[1-2]
.微机械陀螺中非线性因素，如支承梁刚度的非线性以及静电力的非线性等普遍存

在，因此微机械陀螺的非线性动力学问题一直是近年来的研究热点之一.

Asokanthan等[3] 研究了单轴振动微陀螺仪在输入角速度周期性波动下的非线性不稳定性问题.在角速度

输入小幅周期波动的情况下，采用了一种渐近方法，得到了由参数共振引起的幅频特性曲线.Braghin等[4] 考虑

一个 MEMS线振动陀螺，利用有限元模型对支承梁的非线性参数进行识别，将识别后的参数用于陀螺的集总

参数模型，利用半解析和数值方法研究了系统的动态响应，并进行了实验验证，研究发现支撑梁的非线性硬化

特性使得结构的共振峰向更高的频率弯曲.考虑材料的非线性，Martynenko等[5] 研究了具有环形谐振子和弹

性扭转支撑的微机械陀螺的动力学问题，结果表明，非线性会引起附加误差，并导致共振曲线存在不稳定分

支.Mojahedi等[6] 基于拓展的 Hamilton原理，建立了具有预变形的悬臂梁式微/纳陀螺的控制微分方程，并利

用数值方法研究了几何非线性和分子间作用力对系统的静、动态变形，固有频率以及静、动态不稳定性的影

响.Kacem等[7] 考虑支撑刚度和静电力的非线性以及 Coriolis参数激励，推导了驱动方向和检测方向的运动方

程，并基于 Galerkin法和摄动技术求解了静电驱动微机械共振陀螺仪在主共振情况下的响应.Lajimi等[8] 建立

了一个由集中质量和弹性梁构成的静电驱动微机械陀螺的连续体模型，并利用多尺度法进行了求解.尚慧琳

等[9] 基于一类切向梳齿驱动型微陀螺，建立两自由度、具有刚度立方非线性和参数激励驱动的微陀螺系统动

力学模型，考虑主参数共振和 1∶1内共振的情况，利用多尺度法研究了系统参数对驱动和检测模态振幅和分

岔行为的影响.研究结果表明在 1∶1内共振和较大的载体角速度下，激励频率的变化容易引起微陀螺振动系

统的多稳态解、振幅跳跃现象和概周期响应等复杂动力学行为.文永蓬等[10] 探讨了驱动微弹性梁和检测微弹

性梁的非线性刚度对微陀螺输出的影响规律，结果表明微陀螺振动系统的检测灵敏度和带宽呈反比关系，微

弹性梁的非线性刚度会使得输入角速度与检测输出呈非线性关系.郝淑英等 [11-12] 利用多尺度法，并考虑

Coriolis力的影响，分别研究了检测刚度非线性和驱动刚度非线性对双检测微陀螺的输出信号和灵敏度稳定

性的影响，研究发现微陀螺灵敏度的稳定性和失稳的带宽范围对刚度非线性非常敏感.Hamed等[13] 基于一个

两自由度模型，考虑亚谐共振和内共振情形，利用平均法研究了非线性参数激励微陀螺仪的动力学、能量传递

与振动控制问题.Awrejcewicz等[14] 研究了带扭转关节的微机械陀螺，考虑了刚度和关节非线性的影响，利用

多尺度法分析了系统在主共振和内共振情况下的稳态响应.Tsai等[15] 考虑了弯曲刚度的非线性和静电力的非

线性，研究了微陀螺仪在不同的驱动频率和固有频率下的不稳定区域，求解了系统的稳态周期响应.Nitzan等[16]

讨论了三次非线性对速率积分陀螺工作的影响，结果表明，在分叉阈值以下，三次非线性导致陀螺仪两种谐振

模态频率出现差值，进而导致零偏和正交误差.Lestev等[17] 考虑支撑刚度和静电力的非线性，利用平均法讨论

了非线性对两种形式的振动微机械陀螺的稳态响应和测量精度的影响.

本文基于静电驱动微机械陀螺的两自由度动力学模型，考虑支撑刚度的三次非线性以及静电力的原始分

式形式，讨论了驱动电极的梳齿厚度和梳齿间隙以及检测电极的极板面积和极板间隙等结构参数对微机械陀

螺系统动态性能的影响.全文包括以下几个部分：第 1节是基于简化的物理模型给出的微机械陀螺的动力学

方程；第 2节是基于谐波平衡法和留数定理求其周期响应，给出周期响应振幅满足的方程；第 3、4节利用同伦

算法分别讨论了驱动电极的结构参数和检测电极的结构参数对系统动态性能的影响；最后是本文的结论. 
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1    微机械陀螺系统的动力学方程

m

xaOaya xOy x y

z

x,y z θ

图 1 (a)为静电驱动微机械陀螺的结构简图，图 1 (b)是其等效弹簧-质量系统模型，其中 为微陀螺的敏感

质量， 为绝对坐标系， 为载体坐标系， 和 分别为微陀螺的驱动方向和检测方向.陀螺整体封装安装

在载体上，工作时在驱动电极上施加随时间变化的电压，敏感质量在静电力的作用下在驱动方向产生往复振

动.当载体有绕 轴的角速度时，在 Coriolis力的作用下敏感质量产生了沿检测方向的振动.在检测电极上施加

电压，测量敏感质量在检测方向的振幅可确定载体角速度的大小.对于图 1所示微机械陀螺，假定载体角速度

为常数，当敏感质量沿驱动和检测方向的位移分别为 ，且载体有绕 轴的角位移 时，其在绝对坐标系中的位

移可表示为
xa = xcosθ− ysinθ,
ya = xsinθ+ ycosθ,

（1）

θ = ωzt其中 . 对上式求导，可得敏感质量在绝对坐标系中的速度，则敏感质量的动能为

T =
1
2

m(ẋ2
a + ẏ2

a). （2）

考虑微机械陀螺的支承结构的三次非线性刚度[12]，则其弹性势能为

V =
1
2

kxx2+
1
2

kyy2+
1
4
αxx4+

1
4
αyy4

. （3）

考虑系统为真空封装，可忽略气体阻尼，只考虑结构阻尼，则系统的 Rayleigh耗散函数为

D =
1
2

cx ẋ2+
1
2

cyẏ2
. （4）

根据 Lagrange方程可求得微机械陀螺系统的动力学方程如下：mẍ−2mωzẏ+ (kx −mω2
z )x+αxx3 + cx ẋ = Fx,

mÿ+2mωz ẋ + (ky−mω2
z )y+αyy3+ cyẏ = Fy,

（5）

Fx,Fy其中 分别为驱动和检测方向的静电力，其表达式如下[18]：

 

 
图 1    微机械陀螺结构示意

Fig. 1    The schematic of the micro-machined gyroscope
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Fx = Ex cos(ωt), Fy =
Eyy

(ss− y)2(ss+ y)2 , （6）

其中

Ex =
4ηUdUanh

sd
, Ey = 2ηS ssU2

s , （7）

η Ud Ua Us n

sd h ss S

kx≫ mω2
z , ky≫ mω2

z

式中 为介电常数， 为驱动电压的直流部分， 为驱动电压的交流部分的幅值， 为检测电压， 为驱动梳齿

对数， 为驱动梳齿间隙， 为驱动梳齿厚度， 为检测电极间隙， 为检测电极极板的面积 .考虑到

，系统的动力学方程可简化为
mẍ−2mωzẏ+ kxx+αxx3 + cx ẋ = Ex cos(ωt),

mÿ+2mωz ẋ + kyy+αyy3+ cyẏ =
Eyy

(ss− y)2(ss+ y)2 .
（8）

X = x/r,Y = y/r, τ = ω0t ω0 ω2
0 = ky/m，r定义 ，其中 为检测方向的固有圆频率，即 为与陀螺结构参数无关的

常数，对方程 (8)进行无量纲化，得{
X′′−GY ′+Ω2

XX+βXX3+ ξXX′ = EX cos(Ωτ),

Y ′′+GX′ +Y +βYY3+ ξYY ′ = EY FY ,
（9）

式中各无量纲系数的表达式如下：

FY =
Y

(S s−Y)2(S s+Y)2 , S s =
ss

r
, G =

2ωz

ω0
, Ω2

X =
kx

mω2
0

, βX =
αxr2

mω2
0

, βY =
αyr2

mω2
0

,

ξX =
cx

mω0
, ξY =

cy

mω0
, Ad =

ad

ω2
0r
, As =

as

ω2
0r
, EX =

Ex

mω2
0r
, EY =

Ey

ω2
0mr4

, Ω =
ω

ω0
.

 

2    周期响应分析

本节利用谐波平衡法求解系统的周期响应，设方程 (9)的解为{
X = A1 cos(Ωτ)+A2 sin(Ωτ) = AX sin(Ωτ+ϕ1),
Y = B1 cos(Ωτ)+B2 sin(Ωτ) = AY sin(Ωτ+ϕ2).

（10）

FY注意到 为分式项，要将其展开为如下 Fourier级数形式方能进行计算：
FY =C1 cos(Ωτ)+C2 sin(Ωτ), （11）

其中

C1 =
Ω

π

w 2π/Ω

0
FY cos(Ωτ)dτ, （12）

C2 =
Ω

π

w 2π/Ω

0
FY sin(Ωτ)dτ. （13）

FY

z = exp(iθ) θ = Ωτ

这里采用留数定理求解各展开项的系数，从而避免将 展开为 Taylor级数，引起不必要的误差.定义

，其中 ，则

cosθ =
z2+1

2z
, sinθ =

z2−1
2iz

. （14）

将式 (14)代入到式 (12)中，根据留数定理[19] 有

C1 =
Ω

2π

w 2π/Ω

0

Y
(S s−Y)2(S s+Y)2 cos(Ωτ)dτ =

1
2π

z
|z|=1

f (z)dz = i
∑

Res[ f (z),zk], （15）

其中

f (z) =
−4iz(1+ z2)(−iB2z2+B1z2+ iB2+B1)

[iB2(1− z2)+B1z2+B1−2S sz]2[iB2(1− z2)+B1z2+B1+2S sz]2 ,
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zk f (z)为包含在单位圆内 的孤立奇点.被积函数只有 2个二级极点在单位圆内，分别是

z1 = −
−S s+

√
−B2

1−B2
2+S 2

s

−iB2+B1
, z2 =

−S s+

√
−B2

1−B2
2+S 2

s

−iB2+B1
, （16）

于是有

Res[ f (z),zk] =
1

(m−1)!
lim
z→zk

dm−1

dzm−1 {(z− zk)m f (zk)}, k = 1,2, m = 2. （17）

将上式代入式 (15)，可得

C1 =
B1

(S 2
s −B2

1−B2
2)3/2 .

同理可求得

C2 =
B2

(S 2
s −B2

1−B2
2)3/2 .

将式 (10)和 (11)代入方程 (9)，令等号左右两边同次谐波的系数相等可得

3
4
βXA1 (A2

1+A2
2)−A1Ω

2+A1Ω
2
X +A2ΩξX − B2GΩ−EX = 0,

3
4
βXA2 (A2

1+A2
2)− A2Ω

2+ A2Ω
2
X − A1ΩξX + B1GΩ = 0,

3
4
βY B1 (B2

1+B2
2)+A2GΩ− B1Ω

2+B2ΩξY +B1−C1EY = 0,

3
4
βY B2 (B2

1+B2
2)− A1GΩ− B2Ω

2−B1ΩξY +B2−C2EY = 0.

（18）

上式为无量纲方程（9）形如式（10）的稳态周期解满足的方程.基于此可对微陀螺系统自身的结构参数对

周期解的影响进行分析，而周期解的稳定性可由 Floquet理论进行判断.

在以下的分析中，如无特殊说明，各参数的取值如下：

m = 0.01 g, ky = 1 000 N/m, kx = 1 050 N/m, αx = αy = 3.0×1012 N/m3,

cx = cy = 1.5×10−3 N · s/m, Ud = 100 V, Ua = Us = 50 V, η = 8.858 9×10−12 F/m,
n = 100, h = 50 μm, r = 4 μm, ss = sd = 4 μm, S = 0.08 mm2, ωz = 50 rad/s.

图 2给出了微机械陀螺系统的幅频特性曲线，图中 AS为解析解（其中实线表示稳定解，虚线表示不稳定

解），NSFI为频率增大时的数值解，NSFD为频率减小时的数值解，SBP为鞍结分岔点.可以看到，在曲线右侧

存在两个鞍结分岔点，当驱动频率增大或者减小时，系统响应的振幅将发生跳跃.图 2也给出了随驱动频率增

大和减小的 Runge-Kutta法的数值计算结果，可以看到数值解和解析解吻合得很好. 

3    驱动电极结构参数的影响

式（18）给出了系统的周期响应振幅与结构参数以及驱动参数之间的关系，但实际上陀螺工作时检测的是

 

 
图 2    微机械陀螺系统的幅频特性曲线

Fig. 2    The amplitude-frequency curves of the micro-machined gyroscope
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电容的变化量.对应敏感质量在检测方向的位移振幅，两检测电容的变化量分别为

∆C1 =
ηS

(S s−AY )r
− ηS

S sr
,

∆C2 =
ηS
S sr
− ηS

(S s+AY )r
.

AY故对较小的 ，检测电容变化量的计算公式为

∆C =
ηS AY

S 2
s r
≈ ∆C1 ≈ ∆C2, （19）

AY =

√
B2

1+B2
2其中 .利用同伦延拓法求解方程 (18)，代入式 (19)可求得检测电容的变化量. 据此得到对应不同

的驱动梳齿厚度和梳齿间隙，检测电容的变化量随驱动力频率的变化曲线分别如图 3和图 4所示（其中实线

表示稳定解，虚线表示不稳定解，后同）.不难看出，检测电容变化量随驱动力频率的变化会呈现明显的非线性

特征.与一般的两自由度线性机械振动系统不同，曲线中的第二个峰向右倾斜，从而引起跳跃现象.

对应不同的驱动电极梳齿厚度和梳齿间隙，检测电容的变化量随载体角速度的变化曲线如图 5和图 6所

示.可以看出，驱动电极的梳齿厚度越大，梳齿间隙越小，电容变化这种微弱信号的量值越大，所以从设计的角

度，应尽可能增加驱动电极的梳齿厚度，而尽可能减小驱动电极的梳齿间隙.从图 5和图 6还可以看出，对应

不同梳齿厚度和间隙，检测电容变化量随载体旋转角速度变化曲线的斜率和线性程度都发生了变化，在陀螺

系统响应特性上分别表现为系统的机械灵敏度和非线性度.为了对系统的电容灵敏度和非线性度进行分析，

设定系统的量程为 0~100 rad/s，基于最小二乘法对检测电容变化量随载体旋转角速度的变化曲线进行线性拟

合，即令
∆Cl = S eωz, （20）

S e其中 定义为电容灵敏度，并定义非线性度为

γ =
max |∆Cl−∆C|

max(∆C)
. （21）

根据式 (20)和 (21)，驱动电极的梳齿厚度对电容灵敏度和非线性度的影响分别如图 7和图 8所示.从图 7
和图 8可以看出，电容灵敏度基本上随着驱动电极梳齿厚度的增加而线性增大；但非线性度在梳齿厚度小于

40 µm 时变化不大，大于此值后，亦随着驱动电极梳齿厚度的增加而线性增大.所以从设计的角度驱动电极的

梳齿厚度的确定，要兼顾电容灵敏度和非线性度的要求.

驱动梳齿间隙变化时，电容灵敏度和非线性度的变化分别如图 9和图 10所示.从图中不难看出，电容灵

敏度基本上随着驱动电极梳齿间隙的增加而线性减小；但非线性度在梳齿厚度大于 4 µm 后变化不大；小于此

值前，亦随着驱动电极梳齿间隙的增加而线性减小.所以从设计的角度，在确定驱动电极的梳齿间隙时，与设

计驱动电极的梳齿厚度类似，也要兼顾电容灵敏度和非线性度的要求. 

 

 
图 3    不同驱动电极梳齿厚度对应的检测电容变化量

随驱动力频率的变化

Fig. 3    Variation of the detection capacitance with the driving

force frequency for different thicknesses of driving

electrode comb teeth
 

 

 
图 4    不同驱动电极梳齿间隙对应的检测电容变化量

随驱动力频率的变化

Fig. 4    Variation of the detection capacitance with the

driving force frequency for different gaps of

driving electrode comb teeth
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4    检测电极结构参数的影响

根据式 (18)和 (19)，检测电极的结构参数亦对微机械陀螺的性能有直接影响，所以下面给出检测电极的

极板面积和极板间隙变化时，电容变化量、电容灵敏度和非线性度的变化规律.

根据式 (18)和 (19)，对应不同的检测电极极板面积和极板间隙，检测电容的变化量随驱动力频率的变化

曲线如图 11和图 12所示.与图 3和图 4中所表现出的规律类似，在驱动力频率较大时，亦有跳跃现象发生.

对应不同的检测电极极板面积和极板间隙，检测电容的变化量随载体角速度的变化曲线分别如图 13和

图 14所示.从图 13和图 14可以看出，检测电极的极板面积变化对检测电容变化量的影响很小，而检测电极

 

 
图 5    不同驱动电极梳齿厚度对应的检测电容变化量

随载体角速度的变化

Fig. 5    Variation of the detection capacitance with the carrier

angular velocity for different thicknesses of driving

electrode comb teeth
 

 

 
图 6    不同驱动电极梳齿间隙对应的检测电容变化量

随载体角速度的变化

Fig. 6    Variation of the detection capacitance with the

carrier angular velocity for different gaps of driving

electrode comb teeth
 

 

 
图 7    电容灵敏度随驱动电极梳齿厚度的变化

Fig. 7    Variation  of  the  sensitivity  with  the  thickness  of  driving  electrode

comb teeth
 

 

 
图 8    非线性度随驱动电极梳齿厚度的变化

Fig. 8    Variation of the nonlinearity with the thickness of driving electrode

comb teeth
 

 

 
图 9    电容灵敏度随驱动电极梳齿间隙的变化

Fig. 9    Variation  of  the  sensitivity  with  the  gap  of  driving  electrode  comb

teeth
 

 

 
图 10    非线性度随驱动电极梳齿间隙的变化

Fig. 10    Variation  of  the  nonlinearity  with  the  gap  of  driving  electrode

comb teeth
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的极板间隙变化对检测电容变化量的影响则较大.极板间隙越大，电容变化这种微弱信号的量值也越大，所以

从设计的角度应尽可能增加检测电极的极板间隙.

根据式 (20)和 (21)，检测电极的极板面积对电容灵敏度和非线性度的影响分别如图 15和图 16所示，可

以看出电容灵敏度基本上随着检测电极极板面积的增加而线性增大，但非线性度则随着检测电极极板面积的

增加而线性减小.所以设计的检测电极的极板面积应尽可能大.

检测电极的极板间隙对电容灵敏度和非线性度的影响分别如图 17和图 18所示.从图 17可以看出，电容

灵敏度随着检测电极极板间隙的增加而增大时，会出现一个峰值，此后，电容灵敏度则随着检测电极极板间隙

 

 
图 11    不同检测极板面积对应的检测电容变化量

随驱动力频率的变化

Fig. 11    Variation  of  the  detection  capacitance  with  the  driving  force

frequency for different detecting electrode plate areas
 

 

 
图 12    不同检测极板间隙对应的检测电容变化量

随驱动力频率的变化

Fig. 12    Variation  of  the  detection  capacitance  with  the  driving  force

frequency for different gaps between detecting electrode plates
 

 

 
图 13    不同检测极板面积对应的检测电容变化量

随载体角速度的变化

Fig. 13    Variation  of  the  detection  capacitance  with  the  carrier  angular

velocity for different detecting electrode plate areas
 

 

 
图 14    不同检测极板间隙对应的检测电容变化量

随载体角速度的变化

Fig. 14    Variation  of  the  detection  capacitance  with  the  carrier  angular

velocity for different gaps between detecting electrode plates
 

 

 
图 15    电容灵敏度随检测极板面积的变化

Fig. 15    Variation of the sensitivity with the detecting electrode plate area
 

 

 
图 16    非线性度随检测极板面积的变化

Fig. 16    Variation of the nonlinearity with the detecting electrode plate area
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的增加而减小.从图 18可以看出，在一个范围内，非线性度随检测电极极板间隙的增加会出现波动，而在此范

围以外，非线性度则随着检测电极极板间隙的增加而增大. 

5    结　　论

本文考虑支承刚度和检测静电力的非线性，利用谐波平衡法结合留数定理直接求解含分式项的两自由度

动力学方程，得到了静电驱动微机械陀螺系统的周期响应，从而分析驱动电极的梳齿厚度和梳齿间隙以及检

测电极的极板面积和极板间隙对系统幅频特性、电容灵敏度和非线性度等的影响，得到了如下结论：

1) 驱动和检测电极的结构参数无论如何变化，检测电容的变化量随驱动力频率的变化曲线都会呈现明显

的非线性特征，即第二个峰向右倾斜，从而引起跳跃现象.

2) 检测电容的变化量基本上是随着载体角速度的增大而线性增大，但驱动电极梳齿厚度、梳齿间隙和检

测电极的极板间隙对检测电容变化量的影响较大，而检测电极极板面积的影响较小.

3) 电容灵敏度基本上随着驱动电极梳齿厚度和检测电极极板面积的增加而线性增大，随着驱动电极梳齿

间隙的增加而线性减小.但其随着检测电极极板间隙的增加而增大时，会出现一个峰值.

4) 整体上说，非线性度随着驱动电极梳齿厚度的增加而线性增大，随着驱动电极梳齿间隙和检测电极极

板面积的增加而线性减小，但在梳齿厚度较小和梳齿间隙较大时非线性度的变化不大.在一个范围内，非线性

度的变化随检测电极极板间隙的增加会出现波动，而在此范围以外，非线性度则随着检测电极极板间隙的增

加而增大.
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