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摘要：　 基于多目标优化问题的 ＭｃＲｏｗ 模型，该文确定了 Ｗ⁃ 鲁棒有效解（也称为 ＭｃＲｏｗ 最优解）与弱有效解、有
效解以及真有效解的关系．首先， 针对确定多目标优化问题，研究了 Ｗ⁃ 鲁棒有效解与各种精确解的关系．随后，针
对随机多目标优化问题，引进 ＭｃＲｏｗ 最优解的概念，给出了它与其余各种解的关系．算例表明，利用 ＭｃＲｏｗ 模型所

得到的解更具有鲁棒性．

关　 键　 词：　 多目标优化；　 随机多目标优化；　 鲁棒优化；　 ＭｃＲｏｗ 最优解

中图分类号：　 Ｏ２２１．６　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４１０３３８

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ＭｃＲｏｗ Ｏｐｔｉｍａｌ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｔｏ Ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ＺＨＡＯ Ｃｈｕｎｊｉｅ，　 ＧＡＯ Ｙｉｎｇ，　 ＬＩＵ Ｆｕｐｉｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０１３３１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＭｃＲｏｗ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ
Ｗ⁃ｒｏｂｕｓｔ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ａｌｓｏ ｋｎｏｗｎ ａｓ ｔｈｅ ＭｃＲｏｗ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ） ａｎｄ ｔｈｅ ｗｅａｋｌｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｔｈｅ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ Ｗ⁃
ｒｏｂｕｓｔ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｖａｒｉｏｕｓ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｔｈｅｎ，
ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ｔｈｅ ＭｃＲｏｗ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ，
ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ＭｃＲｏｗ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ． Ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｓｈｏｗ
ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＭｃＲｏｗ ｍｏｄｅｌ ａｒｅ ｏｆ ｂｅｔｔｅｒ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ； ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ； ｒｏｂｕｓｔ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ； ＭｃＲｏｗ
ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

引　 　 言

多目标优化问题为极大化或极小化多个目标函数的优化问题，它在很多领域，如金融、交通和航天等有
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着广泛的应用．多目标优化问题的研究最早可以追溯到 １８ 世纪．１７７２ 年，Ｆｒａｎｋｌｉｎ 提出了多目标优化问题如

何协调的问题．１８９６ 年，Ｐａｒｅｔｏ 首次从数学的角度提出了多目标优化决策问题［１］ ．１９５１ 年，数理经济学家 Ｋｏｏ⁃
ｐａｍａｎｓ 引入了有效解的定义并得到了一些基本的结果，为多目标最优化学科奠定了初步的基础［２］ ．同年，
Ｋｕｈｎ 和 Ｔｕｃｋｅｒ 从数学规划的角度，给出了多目标优化问题 Ｐａｒｅｔｏ 最优解的概念，并研究了它的充分与必要

条件［３］ ．在多目标优化问题中，决策者需要同时考虑几个相互冲突的目标， 它们一般不可能同时达到最优．在
多目标优化问题的求解中最常见、最简单的方法为给每个目标函数分配权重，将其转化为线性加权标量化问

题，并将此方法称之为线性标量化方法［４］ ．对于多个决策者的多目标优化问题，由于每个决策者的观点不同，
想要使每个决策者都得到一个满意解不容易实现．为了解决该问题，文献［５］针对多个决策者的多目标优化

问题利用权重鲁棒性建立了 ＭｃＲｏｗ 模型，并将 ＭｃＲｏｗ 问题的解称为多目标优化问题的 Ｗ⁃ 鲁棒有效解或

ＭｃＲｏｗ 最优解，并分别给出了当权重集合 Ｗ 是多面体区域和圆锥区域时 ＭｃＲｏｗ 的等价形式．同时，针对随

机多目标优化问题，在权重集合受随机变量影响的情况下，给出了随机多目标优化问题的 ＭｃＲｏｗ 模型及其

等价形式．
本文受文献［５］的启发，进一步研究了多目标优化问题、随机多目标优化问题的 Ｗ⁃ 鲁棒解与弱有效解

和真有效解的关系．本文安排如下：第 １ 节给出基本概念和已知结论；第 ２ 节利用多目标优化问题的弱有效

解与 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解的概念，给出了 ＭｃＲｏｗ 最优解的一个充分性刻画；第 ３ 节将其关系推广到随机变量分

布已知的随机优化问题中，通过算例说明在随机多目标优化问题中，通过 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 所得到的解比层次分析

法所得到的解更具有鲁棒性；第 ４ 节给出了本文的结论．

１　 预 备 知 识

设 Ｒｎ 是 ｎ 维 Ｅｕｃｌｉｄ 空间， Ｒｎ
＋ 是它的非负象限，Ｓ ⊂ Ｒｎ 为非空子凸集，Ｉ ＝ { １，２，…，ｍ } 为指标集，Ｗｆ ＝

{ω ∈ Ｒｍ
＋ ｜ ∑ｍ

ｉ ＝ １
ω ｉ ＝ １ } 表示权重集，Ｗ ⊂ Ｗｆ ．对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ， 引进如下序关系：

　 　 ｘ ＝ ｙ ⇔ ｘｉ ＝ ｙｉ， 　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
　 　 ｘ ＞ ｙ ⇔ ｘｉ ＞ ｙｉ，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
　 　 ｘ ≧ ｙ ⇔ ｘｉ ≧ ｙｉ，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
　 　 ｘ ≥ ｙ ⇔ ｘｉ ≧ ｙｉ，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ， ｘ ≠ ｙ ．
设 ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ），…， ｆｍ（ｘ）） Ｔ 为 Ｓ 上的向量值映射，文献［６⁃７］中针对向量值映射给出了如下广

义凸性概念．
定义 １　 􀃠 称 ｆ（ｘ） 为集合 Ｓ 上的锥似凸映射，若对于任意的 λ∈（０，１） 和 ｘ１，ｘ２ ∈ Ｓ，存在 ｘ３ ∈ Ｓ， 使得

　 　 λｆ（ｘ１） ＋ （１ － λ） ｆ（ｘ２） － ｆ（ｘ３） ∈ Ｒｍ
＋ ．

􀃡 称 ｆ（ｘ） 在集合 Ｓ ⊂ Ｒｎ 上是锥次似凸映射， 如果存在 θ ∈ ｉｎｔ Ｒｍ
＋，对任意的 λ ∈ （０，１），∀ｘ１，ｘ２ ∈ Ｓ

和 􀆠 ＞ ０，存在 ｘ３ ∈ Ｓ， 使得

　 　 􀆠θ ＋ λｆ（ｘ１） ＋ （１ － λ） ｆ（ｘ２） － ｆ（ｘ３） ∈ Ｒｍ
＋ ．

􀃢 称 ｆ（ｘ） 在集合 Ｓ ⊂ Ｒｎ 上是邻近锥次似凸映射，若 ｃｌｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） ＋ Ｒｎ
＋） 是凸集．

文献［８⁃９］中给了锥似凸映射、锥次似凸的等价形式，即 ｆ（ｘ） 锥似凸 ⇔ ｆ（Ｓ） ＋ Ｒｍ
＋ 是凸集，ｆ（ｘ） 锥次似

凸 ⇔ ｆ（Ｓ） ＋ ｉｎｔ Ｒｍ
＋ 是凸集．

下面引进多目标优化问题

　 　 （ＭＯＰ）　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｆ（ｘ）

的弱有效解、有效解和真有效解的概念．
定义 ２［４］ 　 设 ｘ－ ∈ Ｓ ．
􀃠 ｘ－ 称为 ＭＯＰ 的弱有效解，若不存在 ｘ ∈ Ｓ，使得 ｆ（ｘ） ＜ ｆ（ｘ－）， 即

　 　 （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － ｉｎｔ Ｒｍ
＋） ＝ ⌀ ．

􀃡 ｘ－ 称为 ＭＯＰ 的有效解，若不存在 ｘ ∈ Ｓ，使得 ｆ（ｘ） ≤ ｆ（ｘ－）， 即
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　 　 （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｒｍ
＋） ＝ { ０ } ．

􀃢 ｘ－ 被称之为 ＭＯＰ 的 Ｇ⁃真有效解，若存在实数 Ｍ ＞ ０，使得对满足 ｆｉ（ｘ） ＜ ｆｉ（ｘ∗） 的每一个 ｉ ∈ Ｉ 和 ｘ
∈ Ｓ，至少存在一个满足 ｆ ｊ（ｘ） ＞ ｆ ｊ（ｘ∗） 的 ｊ ∈ Ｉ ＼ { ｉ } ， 使得

　 　
ｆｉ（ｘ∗） － ｆｉ（ｘ）
ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ∗）

≤ Ｍ ．

􀃣 ｘ－ 称为 ＭＯＰ 的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，若
　 　 ｃｌｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒｍ

＋） ∩ （ － Ｒｍ
＋） ＝ { ０ } ．

注 １　 文献［４］中给出了 Ｇ⁃真有效解等价于 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解．

考虑如下的线性标量化问题：
　 　 （ＷＳＯ）　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ωＴｆ（ｘ），

其中　 　 ω ∈ Ｗｆ ．
文献［１０⁃１１］给出了广义凸性条件下 ＭＯＰ 问题的各种解与 ＷＳＯ 问题最优解的关系．
引理 １　 设 ｘ－ ∈ Ｓ ．
􀃠 若 ｆ（ｘ） 是 Ｓ 上的锥次似凸映射， 则 ｘ－ 是 ＭＯＰ 的弱有效解，当且仅当存在 ω ∈ Ｗｆ使得 ｘ－ 是 ＷＳＯ 问

题的最优解．
􀃡 若 ｆ（ｘ） 是 Ｓ上的邻近锥次似凸映射，则 ｘ－ 是 ＭＯＰ 问题的真有效解，当且仅当存在 ω ＞ ０，ω ∈Ｗｆ 使

得 ｘ－ 是 ＷＳＯ 问题的最优解．
􀃢 若 ｆ（ｘ） 是 Ｓ上的锥次似凸映射，ω ≥ ０，ｘ－ 为 ＷＳＯ 问题的唯一最优解，则 ｘ－ 是 ＭＯＰ 问题的有效解；若

ｘ－ 不唯一， 则 ｘ－ 是 ＭＯＰ 问题的弱有效解．
对于多个决策者的多目标优化问题，由于每个决策者偏好不同，故其权重集合一般不是单点集．针对此

情况，文献［５］利用权重鲁棒性，建立了如下 ＭｃＲｏｗ 模型：
　 　 （ＭｃＲｏｗ）　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴｆ（ｘ），

将 ＭｃＲｏｗ 最优解称为 ＭＯＰ 的 Ｗ⁃ 鲁棒解，或 ＭｃＲｏｗ 最优解；同时，文献［５］又给出了 ＭｃＲｏｗ 最优解与 ＭＯＰ
弱有效解、有效解以及真有效解的关系和 ＭｃＲｏｗ 最优解的等价刻画．

引理 ２［５］ 　 设 Ｗ ⊂ Ｗｆ 为闭集，ｘ∗ 为 ＭｃＲｏｗ 的最优解，则
􀃠 ｘ∗ 为 ＭＯＰ 的弱有效解．
􀃡 若 ∀ω ∈ Ｗ，ω ＞ ０，或者若 ｘ∗ 是 ＭｃＲｏｗ 唯一的最优解，则 ｘ∗ 为 ＭＯＰ 的有效解．
􀃢 若 ｘ∗ 是 ＭｃＲｏｗ 唯一的最优解，并且对 ∀ω ∈ Ｗ，ω ｉ ＞ ０，∀ｉ ∈ Ｉ， 则 ｘ∗ 是 ＭＯＰ 的真有效解．
引理 ３［５］ 　 设 Ｓ ⊂ Ｒｎ，Ｗ ⊂ Ｒｍ

＋，则 ｘ∗ 是 ＭｃＲｏｗ 的最优解，当且仅当 ｘ∗ 是问题

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｍａｘ
ω∈ｃｏｎｖＷ

ωＴｆ（ｘ）

的最优解．
引理 ４［５］ 　 若 Ｗ 是多面体，ω１，ω２，…，ωｍ 是 Ｗ 的极点，则 ＭｃＲｏｗ 的解等价于如下形式的解：

　 　

ｍｉｎ
ｘ，ζ

ζ，

ｓ．ｔ．　 ω ｉ ｆ（ｘ） ≤ ζ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
ｘ ∈ Ｓ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

２　 多目标优化问题的解与 ＭｃＲｏｗ 最优解的关系

本节我们将给出确定多目标优化问题的解与 ＭｃＲｏｗ 最优解的关系．
２．１　 多目标优化问题的弱有效解与 ＭｃＲｏｗ 最优解的关系

定理 １　 设 ｆ（ｘ） 为 Ｓ ⊂ Ｒｎ 上的锥次似凸映射，若 ｘ－ 是 ＭＯＰ 的弱有效解，则存在闭凸集 Ｗ ⊂ Ｗｆ，使得 ｘ－

为 ＭｃＲｏｗ 最优解．
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证明　 若 ｘ－ 为 ＭＯＰ 的弱有效解，则
　 　 （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－）） ∩－ ｉｎｔ Ｒｍ

＋ ＝ ⌀ ．
由 ｆ（ｘ） 是锥似凸映射可得 ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｉｎｔ Ｒｍ

＋ 是凸集， 故由凸集分离定理可知， 存在 ω ∈ Ｗｆ， 使得

　 　 ωＴ［ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）］ ≥ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ，
即

　 　 ωＴｆ（ｘ） ≥ ωＴｆ（ｘ－），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ．
故 ｘ－ 为ｍｉｎｘ∈Ｓ ωＴｆ（ｘ） 的最优解．

令 Ｗ 为满足以上所有 ω 的全体．若 Ｗ 是单点集时，则 Ｗ 是闭凸集；若 Ｗ 不是单点集，则至少存在 ω１ ≠
ω２，ω１，ω２ ∈ Ｗ，使得 ｘ－ 为ｍｉｎｘ∈Ｓ ωＴ

１ ｆ（ｘ） 的最优解，同时也为ｍｉｎｘ∈Ｓ ωＴ
２ ｆ（ｘ） 的最优解．

下面证明 Ｗ 是凸集．任取 ∀λ ∈ （０，１），下面证明 λω１ ＋ （１ － λ）ω２ ∈ Ｗ ．由 ｘ－ 为最优解可知

　 　
ωＴ

１ ｆ（ｘ） ≥ ωＴ
１ ｆ（ｘ

－），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ，

ωＴ
２ ｆ（ｘ） ≥ ωＴ

２ ｆ（ｘ
－），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ．{

由 λ ∈ （０，１） 可知

　 　
λωＴ

１ ｆ（ｘ） ≥ λωＴ
１ ｆ（ｘ

－）， ∀ｘ ∈ Ｓ，

（１ － λ）ωＴ
２ ｆ（ｘ） ≥ （１ － λ）ωＴ

２ ｆ（ｘ
－）， ∀ｘ ∈ Ｓ ．{

将上式相加可得

　 　 ［λω１ ＋ （１ － λ）ω２］ Ｔ ｆ（ｘ） ≥ ［λω１ ＋ （１ － λ）ω２］ Ｔ ｆ（ｘ－） ．
这表明 λω１ ＋ （１ － λ）ω２ ∈ Ｗ ．因此 Ｗ 是凸集．

再证明 Ｗ 是闭集．任取 ωｎ ∈ Ｗ，ωｎ → ω， 下面证明 ω ∈ Ｗ ．事实上

　 　 〈ω，ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）〉 ＝ 〈 ｌｉｍ
ｎ→∞

ωｎ， ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）〉 ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

〈ωｎ， ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）〉 ≥ ０．

所以 ω ∈ Ｗ，即 Ｗ 是闭集．
综上所述，存在闭凸集 Ｗ 使得 ｘ－ 是ｍｉｎｘ∈Ｓ ωＴ ｆ（ｘ），∀ω ∈ Ｗ 的最优解， 即 ｘ－ 为 ＭｃＲｏｗ 最优解． □
下面通过一个例子来说明定理 １ 的合理性．
例 １　 在 ＭＯＰ 中，令 ｐ ＝ ２，Ｓ ＝ Ｒ，且 ｆ：Ｓ → Ｔ２ 定义为

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ ｘ１， ｆ２（ｘ） ＝ ｘ２ ．
容易验证， ｘ－ ＝ （０，０），ｘ－ ＝ （ｘ１，０），ｘ

－ ＝ （０，ｘ２） 都是弱有效解．
􀃠 当 ｘ－ ＝ （０，０） 时，存在超平面 Ｈ ＝ { ｘ ∈ Ｒ２ ｜ ω ∈ Ｗｆ，ω １ ｘ１ ＋ ω ２ ｘ２ ＝ ０ } 使得 ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｉｎｔ Ｒ２

＋

与 － Ｒ２
＋ 可用超平面 Ｈ 分离，如图 １ 所示．容易验证，对该问题定理 １ 中的 Ｗ ＝ {ω ∈ Ｒ２

＋ ｜ ω １ ＋ ω ２ ＝ １ } ．

图 １　 ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｉｎｔ Ｒ２
＋ ， － Ｒ２

＋（ｘ－ ＝ （０，０）） 图 ２　 ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｉｎｔ Ｒ２
＋ ， － Ｒ２

＋（ｘ－ ＝ （ｘ１，０））

􀃡 当 ｘ－ ＝ （ｘ１，０） 时，存在一个超平面 Ｈ ＝ { ｘ ∈ Ｒ２ ｜ ω ∈ Ｗｆ，ω １ｘ１ ＝ ０ } 使得 ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｉｎｔ Ｒ２
＋与

－ Ｒ２
＋ 被 Ｈ 分离，如图 ２ 所示．此时 Ｗ ＝ {ω ∈ Ｒ２

＋ ｜ ω １ ＝ ０，ω ２ ＝ １ } ＝ { （０，１） } ．
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􀃢 当 ｘ－ ＝ （０，ｘ２） 时，存在一个超平面 Ｈ ＝ { ｘ ∈ Ｒ２ ｜ ω ∈ Ｗｆ，ω ２ｘ２ ＝ ０ } ，使得 ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｉｎｔ Ｒ２
＋ 与

－ Ｒ２
＋ 被 Ｈ 分离，如图 ３ 所示．此时 Ｗ ＝ {ω ∈ Ｒ２

＋ ｜ ω １ ＝ １，ω ２ ＝ ０ } ＝ { （１，０） } ．

图 ３　 ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｉｎｔ Ｒ２
＋ ， － Ｒ２

＋（ｘ－ ＝ （０，ｘ２）） 图 ４　 ｃｌｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒ２
＋ ）， － Ｒ２

＋

２．２　 多目标优化问题的真有效解与 ＭｃＲｏｗ 最优解的关系

定理 ２　 设 ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） 是 Ｓ 上的邻近锥次似凸映射．若 ｘ－ 为 ＭＯＰ 的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，则存在闭凸集 Ｗ
⊂ Ｗｆ， 使得 ｘ－ 为 ＭｃＲｏｗ 最优解．

证明　 因为 ｘ－ 为 ＭＯＰ 的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，则
　 　 ｃｌｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒｍ

＋） ∩－ Ｒｍ
＋ ＝ { ０ } ．

由 ｆ 邻近锥次似凸映射［１２］ 可知 ｃｌｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒｍ
＋） 是凸集， 从而由引理 １ 可知存在 ω ∈ Ｗｆ，ω ＞ ０

使得

　 　 〈ω，ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｄ〉 ≥ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ， ∀ｄ ∈ Ｒｍ
＋ ．

特别地，取 ｄ ＝ ０ 可得

　 　 〈ω，ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）〉 ≥ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ，
即

　 　 ωＴｆ（ｘ） ≥ ωＴｆ（ｘ－），　 　 ∀ｘ ∈ Ｓ ．
从而 ｘ－ 为ｍｉｎｘ∈Ｓ ωＴ ｆ（ｘ） 的最优解．

由定理 １ 中证明 Ｗ 是闭凸集类似可得 Ｗ 也是一个闭凸集．
综上所述，存在闭凸集 Ｗ，使得 ｘ－ 为 ＭｃＲｏｗ 的最优解． □
可以借助例 １ 来说明定理 ２ 的合理性．
容易验证 ｘ－ ＝ （０，０） 是ＭＯＰ 的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，则存在超平面 Ｈ ＝ { ｘ∈Ｒ２ ｜ ω∈Ｗ，ω １ｘ１ ＋ ω ２ｘ２ ＝ ０ } ，

使得 ｃｌｃｏｎｅ（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒ２
＋） 与 － Ｒ２

＋ 分离，如图 ４ 所示．其中 Ｗ ＝ {ω ∈ Ｒ２
＋ ｜ ω １ ＋ ω ２ ＝ １ } ．

３　 随机多目标优化问题的 ＭｃＲｏｗ 最优解

在经典的多目标优化问题中，各种数据和信息都是被假定为绝对精确，目标函数和约束函数都假定被严

格的定义并有良好的数学表示．然而在很多实际问题中都存在着许多不确定因素，这导致使用确定优化的方

法解决带有不确定因素的问题并不合理，因此，不确定多目标优化问题就被有关学者提了出来．其中，不确定

多目标优化问题分为两大类，一类是随机多目标优化问题，而另一类则是随着模糊集理论的产生与发展而提

出的模糊多目标优化问题．
本文考虑如下随机多目标优化（ＳＭＰ）问题：
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
Ｆ（ｘ，ξ） ＝ （Ｆ１（ｘ，ξ），Ｆ２（ｘ，ξ），…，Ｆｍ（ｘ，ξ）） Ｔ，

其中 ｘ∈ Ｒｎ，ξ 是定义在概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ） 上的随机变量，并且 ξ 的分布是已知的，故可考虑 ＳＭＰ 对应的如

下确定优化问题（ＳＭＰＥ）：
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　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

Ｅ（Ｆ（ｘ，ξ）） ＝ （Ｆ
－

１（ｘ），Ｆ
－

２（ｘ），…，Ｆ
－

ｍ（ｘ）） Ｔ，

其中 Ｅ（Ｆ ｉ（ｘ，ξ）） ＝ Ｆ
－

ｉ（ｘ），∀ｉ ∈ Ｉ， 并通过确定优化问题最优解给出随机优化问题如下期望值解的概念．
定义 ３［１３］ 　 设 ｘ－ ∈ Ｓ ．
􀃠 如果 ｘ－ 是问题 ＳＭＰＥ 的弱有效解，则称 ｘ－ 是 ＳＭＰ 的期望值弱有效解．
􀃡 如果 ｘ－ 是问题 ＳＭＰＥ 的有效解，则称 ｘ－ 是 ＳＭＰ 的期望值有效解．
􀃢 如果 ｘ－ 是问题 ＳＭＰＥ 的 Ｇ⁃真有效解，则称 ｘ－ 是 ＳＭＰ 的期望值 Ｇ⁃真有效解．
为得到确定化多目标优化问题的解，最常用的方法之一就是线性加权法．若将线性加权法用到 ＳＭＰ ［１１］

中，那么 ＳＭＰ 就转化为如下随机单目标优化问题：

　 　 （ＳＳＭＰ）　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ωＴＦ（ｘ，ξ） ＝ ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ω ｉＦ ｉ（ｘ，ξ），

其中 ω ＝ （ω １，ω ２，…，ωｍ） Ｔ 是权重系数，ω ｉ ≥０，∀ｉ∈ Ｉ ．由于随机变量 ξ 的分布是已知， 则可将 ＳＳＭＰ 转化

为确定单目标优化问题：
　 　 （ＳＳＭＰＥ）　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
Ｅ（ωＴＦ（ｘ，ξ）） ＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ωＴＥ（Ｆ（ｘ，ξ）） ＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ωＴＦ

－
（ｘ） ．

注 ２　

　 　 Ｅ（ωＴＦ（ｘ，ξ）） ＝ Ｅ (∑
ｍ

ｉ ＝ １
ω ｉＦｉ（ｘ，ξ） ) ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
Ｅ（ω ｉＦｉ（ｘ，ξ）） ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ω ｉＥ（Ｆｉ（ｘ，ξ）） ＝ ωＴＥ（Ｆ（ｘ，ξ）） ＝ ωＴＦ

－
（ｘ） ．

定理 ３　 设 ｘ∗ ∈ Ｓ 为 ＳＳＭＰＥ 的一个可行解．
􀃠 若 ｘ∗ 为 ＳＳＭＰＥ 的最优解，且 ω ∈ Ｒｍ

＋，则 ｘ∗ 是 ＳＭＰ 的期望值弱有效解．
􀃡 若 ｘ∗ 为 ＳＳＭＰＥ 的最优解，且 ω ∈ Ｒｍ

＋ ＋， 则 ｘ∗ 是 ＳＭＰ 的期望值有效解．
􀃢 设 Ｆ（ｘ，ξ） 是凸函数，且 Ｓ是凸集，若 ｘ∗ 是 ＳＭＰ 期望值 Ｇ⁃真有效解，则存在 ω ∈Ｗｆ，ω ＞ ０，使得 ｘ∗

是 ＳＳＭＰＥ 的最优解．
证明　 􀃠 因为 ｘ∗ 是 ＳＳＭＰＥ 的最优解，并且ω∈Ｒｍ

＋ 由引理１可知，ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的有效解，则 ｘ∗ 是 ＳＭＰ
的期望值有效解；􀃡、􀃢证明类似． □
３．１　 随机多目标优化问题的解与 ＭｃＲｏｗ 最优解的关系

接下来我们考虑随机多目标优化问题 ＳＭＰ 的 ＭｃＲｏｗ 模型，并将 ＭｃＲｏｗ 最优解称为 ＳＭＰＥ 的 Ｐａｒｅｔｏ 最

优解，记为 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ ．本文中，我们所考虑的权重集 Ｗ 是与随机变量无关的闭集，那么 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 可表示为

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｍａｘ
ω∈Ｗ

Ｅ（ωＴＦ（ｘ，ξ）） ．

下面我们将给出随机多目标优化问题的 ＭｃＲｏｗ 最优解与随机多目标优化问题解的一些关系．
定理 ４　 设 Ｗ ⊂ Ｗｆ 是一个闭子集，若 ｘ∗ ∈ Ｓ 是 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 的最优解，则
􀃠 ｘ∗ 为 ＳＭＰＥ 的弱有效解，即为 ＳＭＰ 的期望值弱有效解．
􀃡 若 ∀ω ∈ Ｗ，ω ∈ Ｒｍ

＋ ＋，则 ｘ∗ 为 ＳＭＰＥ 的有效解， 即为 ＳＭＰ 的期望值有效解．
􀃢 若 ｘ∗ 的唯一最优解，则 ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的有效解，即为 ＳＭＰ 的期望值有效解．
􀃣 在􀃢成立的情况下，若 ∀ω ∈Ｗ，ω ∈ Ｒｍ

＋ ＋，则 ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的 Ｇ⁃真有效解， 即为 ＳＭＰ 的期望值 Ｇ⁃真
有效解．

证明　 􀃠 若 ｘ∗ 不是 ＳＭＰＥ 的弱有效解，则存在 ｘ－ ∈ Ｓ，ｘ－ ≠ ｘ∗，有 Ｆ
－

ｉ（ｘ
－） ＜ Ｆ

－

ｉ（ｘ∗），∀ｉ ∈ Ｉ， 故有

　 　 ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ－） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ．

又因为

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ－）， ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ），

故有

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ－） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ） ．

７０６第 ６ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赵春杰，等： 多目标优化问题 ＭｃＲｏｗ 最优解的刻画



这与 ｘ∗ 是 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 的最优解矛盾，因此 ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的弱有效解， 即为 ＳＭＰ 的期望值弱有效解．

􀃡 假设 ｘ∗ 不是 ＳＭＰＥ 的有效解，则存在 ｘ－ ∈ Ｓ，ｘ－ ≠ ｘ∗， 有 Ｆ
－

ｉ（ｘ
－） ≤ Ｆ

－

ｉ（ｘ∗），∀ｉ∈ Ｉ，∃ｊ≠ ｉ，Ｆ
－

ｊ（ｘ
－） ＜

Ｆ
－

ｊ（ｘ∗）， 又因为 ω ∈ Ｒｍ
＋ ＋， 则

　 　 ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ－） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ．

又因为

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ－）， ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ），

从而有

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ－） ＜ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ） ．

这与 ｘ∗ 是 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 的最优解矛盾，因此 ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的有效解， 即为 ＳＭＰ 的期望值有效解．

􀃢 如果 ｘ∗ 不是 ＳＭＰＥ 的有效解，则存在 ｘ－ ∈ Ｓ，ｘ－ ≠ ｘ∗， 有 Ｆ
－

ｉ（ｘ
－） ≤ Ｆ

－

ｉ（ｘ∗），∀ｉ∈ Ｉ，∃ｊ≠ ｉ，Ｆ
－

ｊ（ｘ
－） ＜

Ｆ
－

ｊ（ｘ∗），又因为 ω 不是严格正的，则

　 　 ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ－） ≤ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ．

由此可知 ｘ－ 是 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 的另一个最优解，则与 ｘ∗ 是唯一的最优解矛盾．
􀃣 由􀃡可知， ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的有效解，下面证明 ｘ∗是 Ｇ⁃真有效解．
令 ｋ ＝ （ｍ － １） ｍａｘω ∈Ｗ

ｉ， ｊ∈Ｉ
（ω ｊ ／ ω ｉ）， 根据 ω 的定义可知，存在一个常数 􀆠 ＞ ０， 使得

　 　 􀆠 ≤ ω ｉ ＜ １，　 　 ｉ ∈ Ｉ，
由 ｋ ＝ （ｍ － １） ｍａｘω ∈Ｗ

ｉ， ｊ∈Ｉ
（ω ｊ ／ ω ｉ） 可知

　 　 ｋ ＜ （ｍ － １） ／ 􀆠 ．

假设 ｘ∗ 不是 Ｇ⁃真有效解，则对无论多大的 Ｍ ＞ ０，总存在 ｘ ∈ Ｓ 与 ｉ，使得 Ｆ
－

ｉ（ｘ） ＜ Ｆ
－

ｉ（ｘ∗） 的同时，对任意

满足 Ｆ
－

ｊ（ｘ） ＞ Ｆ
－

ｊ（ｘ∗） 的 ｊ， ｊ ≠ ｉ，ｉ， ｊ ∈ Ｉ， 有

　 　
Ｆ
－

ｉ（ｘ∗） － Ｆ
－

ｉ（ｘ）

Ｆ
－

ｊ（ｘ） － Ｆ
－

ｊ（ｘ∗）
＞ Ｍ ．

特别地，取 Ｍ ＝ ｋ， 则有

　 　 Ｆ
－

ｉ（ｘ∗） － Ｆ
－

ｉ（ｘ） ＞ ｋ（Ｆ
－

ｊ（ｘ） － Ｆ
－

ｊ（ｘ∗）） ．
根据 ｋ 的构造可知

　 　 Ｆ
－

ｉ（ｘ∗） － Ｆ
－

ｉ（ｘ） ＞ （ｍ － １）
ω ｊ

ω ｉ
（Ｆ

－

ｊ（ｘ） － Ｆ
－

ｊ（ｘ∗）），

再两边同时乘以 ω ｉ ／ （ｍ － １） ＞ ０ 可得

　 　
ω ｉ

ｍ － １
（Ｆ

－

ｉ（ｘ∗） － Ｆ
－

ｉ（ｘ）） ＞ ω ｊ（Ｆ
－

ｊ（ｘ） － Ｆ
－

ｊ（ｘ∗）），　 　 ｊ ≠ ｉ， ｊ ∈ Ｉ ．

将所有 ｊ 可能的取值都相加起来，则可得

　 　 ω ｉ（Ｆ
－

ｉ（ｘ∗） － Ｆ
－

ｉ（ｘ）） ＞ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｊ≠ｉ

ω ｊ（Ｆ
－

ｊ（ｘ） － Ｆ
－

ｊ（ｘ∗）），

从而有

　 　 ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ω ｊＦ

－

ｊ（ｘ∗） ＞ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ω ｊＦ

－

ｊ（ｘ），

即

　 　 ωＴＦ
－
（ｘ∗） ＞ ωＴＦ

－
（ｘ） ．
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又根据 ω 的任意性可知

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ∗） ＝ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ∗） ＞ ｍａｘ

ω∈Ｗ
ωＴＦ

－
（ｘ） ≥ ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｗ

ωＴＦ
－
（ｘ） ．

这与 ｘ∗ 是最优解矛盾，因此 ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的 Ｇ⁃真有效解， 即为 ＳＭＰ 的期望值 Ｇ⁃真有效解． □
与第 ２ 节中定理 １、定理 ２ 的证明类似，针对确定化后的优化问题可以建立如下结果．
定理 ５　 设 Ｆ（ｘ，ξ） 是 Ｓ上的锥次似凸映射，若 ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的弱有效解，则存在闭凸子集 Ｗ⊂Ｗｆ，使得

ｘ∗ 是 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 的最优解．
定理 ６　 设 Ｆ（ｘ，ξ） 是 Ｓ上的邻近锥次似凸映射．若 ｘ∗ 是 ＳＭＰＥ 的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，则存在闭凸子集 Ｗ

⊂ Ｗｆ，使得 ｘ∗ 是 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 的最优解．
例 ２　 考虑如下随机优化问题：
　 　 （ＳＭＰ）　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｓ
Ｆ（ｘ，ξ） ＝ （Ｆ１（ｘ，ξ），Ｆ２（ｘ，ξ），Ｆ３（ｘ，ξ）），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｓ．ｔ．　 ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ ｘ３ ＋ ｘ４ ＋ ｘ５ ＋ ｘ６ ＋ ｘ７ ＝ １，
ｘ ≥ ０，

其中 ξ ～ Ｎ（０，δ）， 且随机变量只在目标函数中出现，并且有

　 　 Ｆ１（ｘ，ξ） ＝ － １１ｘ２ － １１ｘ３ － （１２ － ξ）ｘ４ － ９ｘ５ － ９ｘ６ ＋ ９ｘ７，
　 　 Ｆ２（ｘ，ξ） ＝ － １１ｘ１ － １１ｘ３ － （９ ＋ ４ξ）ｘ４ － （１２ ＋ ξ）ｘ５ － （９ － ４ξ）ｘ６ ＋ ９ｘ７，
　 　 Ｆ３（ｘ，ξ） ＝ － １１ｘ１ － １１ｘ２ － ９ｘ４ － （９ － ４ξ）ｘ５ － （１２ － ξ）ｘ６ － １２ｘ７ ．

将其确定化之后就等价于求解文献［７，１４］中的例子，如下所示：

　 　 （ＳＭＰＥ）　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｓ

Ｆ
－
（ｘ） ＝ （Ｆ

－

１（ｘ），Ｆ
－

２（ｘ），Ｆ
－

３（ｘ）），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｓ．ｔ．　 ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ ｘ３ ＋ ｘ４ ＋ ｘ５ ＋ ｘ６ ＋ ｘ７ ＝ １，
ｘ ≥ ０，

其中

　 　 Ｆ
－

１（ｘ） ＝ － １１ｘ２ － １１ｘ３ － １２ｘ４ － ９ｘ５ － ９ｘ６ ＋ ９ｘ７，

　 　 Ｆ
－

２（ｘ） ＝ － １１ｘ１ － １１ｘ３ － ９ｘ４ － １２ｘ５ － ９ｘ６ ＋ ９ｘ７，

　 　 Ｆ
－

３（ｘ） ＝ － １１ｘ１ － １１ｘ２ － ９ｘ４ － ９ｘ５ － １２ｘ６ － １２ｘ７ ．
根据引理 ３、引理 ４ 可求得确定化后的一个 Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 的最优解为 ｘ∗ ＝ （０，０，０，０．６，０．４，０，０），与文献中

层次分析法所得到的解 ｘ１ ＝ （０，０，０，０，１，０，０），ｘ２ ＝ （０，０，０，１，０，０，０） 相比，Ｓｒ⁃ＭｃＲｏｗ 所得到的解更具有鲁

棒性．

４　 结　 　 论

对于多决策者的多目标优化问题，本文在广义凸性的条件下给出了多目标优化问题的解与 ＭｃＲｏｗ 最优

解的关系，即在锥次似凸的条件下多目标优化问题的弱有效解可推出 ＭｃＲｏｗ 最优解，在邻近锥次似凸的条

件下多目标优化问题的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解可推出 ＭｃＲｏｗ 最优解，并且将该结论推广到随机多目标优化问题

中，并通过算例说明利用 ＭｃＲｏｗ 模型所得到的解更具有鲁棒性．
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