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邓正科，  孙测世，  杨汝东

（重庆交通大学 土木工程学院，重庆 400074）

 
摘要：  考虑拉索垂度及几何非线性，研究了不同索力拉索的瞬时相频特性.利用斜拉索面内分布激励下的运动控制

方程，采用多尺度法对微分方程进行摄动求解，分别得到面内、外主共振响应的近似解析式，再采用 Hilbert 变换得

到响应与激励的瞬时相位差及其幅值.研究了不同索力下，响应与激励的瞬时相位差的变化规律及其原因.研究表

明：面外主共振响应与激励间保持恒定的相位差，而面内响应与激励的瞬时相位差与索弹性参数和垂度等有关，微

小的索力变化可能导致瞬时相频特性的明显改变.主要原因是面内响应的近似解中存在两倍频项和漂移项，前者使

响应瞬时相位在单个周期内出现两次正负交替，后者决定面内响应与激励瞬时相位差的最大值及其变化规律.
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Transient Primary Resonance Phase-Frequency Characteristics of Stay
Cables With Different Tensions

DENG Zhengke，  SUN Ceshi，  YANG Rudong
（School of Civil Engineering, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, P.R.China）

 
Abstract：The transient  phase-frequency characteristics of stay cables with different cable forces were studied in view of
the  cable  sag  and  geometric  nonlinearity.  The  method  of  multiple  scales  was  used  to  solve  the  ordinary  differential
equations of motion for cables subjected to in-plane distributed excitations, and the approximate analytical expressions of
in-plane and out-of-plane primary resonance responses were obtained respectively. Then, the transient phase difference and
its amplitude between the response and the excitation were obtained through the Hilbert transform. The rule and reason for
the transient phase difference between the response and the excitation under different cable forces were studied. The results
show that, the phase difference between the out-of-plane response and the excitation is constant, while for the in-plane one
it is related to the elastic parameters and the sag of the cable. A small change in cable tension may result in a significant
change in the transient phase-frequency characteristics. The main reason is that there are a twice-frequency term and a drift
term in the approximate solution of the in-plane response,  the former makes the transient phase of response appear twice
positive-negative alternations in a single cycle,  and the latter determines the maximum value and the variation law of the
transient phase difference between the in-plane response and excitation.
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引　　言

索结构是一类有广泛应用的基本受力结构[1]，其具有轻、柔以及高强度等特性，极易在风荷载、端部位移

荷载等外激励作用下，产生各种不同机理的振动[2]
.微小参数差异极易引起拉索振动特性的变化[3]，且多根拉索

或索与梁共同工作时，还会引起索与索间、索与梁间的耦合振动[4-5]，进而引发一系列危害，其中邻索“碰撞问

题”随着长索的发展变得愈发严重.世界上多座斜拉桥均发生过拉索碰撞事件[6-7]，且造成了 PE护套破裂、雨

罩损坏、高强螺栓断裂等多种破坏[8-9]，从而受到广泛关注.

碰撞产生的原因，一是大幅振动，二是振动反相，前者是幅频特性的反映，后者是相频特性的反映.因此，

相频特性是碰撞产生的必要条件之一.已有的研究表明，响应与激励的相位差与激励频率有关[10-11]
.多模态下，

结构不同模态之间的相位差也受激励频率的影响[12]
.Bossens和 Preumont[13] 进行了大尺寸的主动控制模型试

验，他们给予拉索主动端部激励，并测得拉索索力变化规律.结果表明：端部激励与拉索索力响应之间的相位

差也受激励频率的影响.文献 [14]进行了斜拉桥全桥模型试验，验证了索与梁、索与索之间均存在耦合现象，

同时发现当激励频率达到一定值时，多根索发生大幅振动，相邻索的振动间均存在一定相位差，导致邻索之间

产生碰撞.除此之外，赵珧冰等[15] 建立考虑温度变化影响的多频激励下悬索模型，通过选取三组垂跨比及两组

温度变化进行数值分析，证明了联合共振响应相位与温度变化密切相关.

对其他类似结构的研究则表明相频特性与结构参数有关，其中最为典型的是 Huygens摆：在同一根水平

横梁上安装两个质量不同的摆钟.横梁沿水平方向运动，使两个摆钟呈现出同相或反向运动，甚至出现混

沌[16]
.Wu等[17] 从理论和实验证明了双摆最终状态与初值和摩擦阻尼力的关系；Czolczynski等[18] 对同一刚性

梁上的若干个 Van der Pol摆的同步性进行了研究，利用能量平衡的近似分析推导出同步条件下摆阵之间的相

位差，发现各摆之间的相位角因扰动而改变；Kapitaniak等[19] 研究了水平激励平台上两个平面弹性摆的动力

学行为，证明了稳定的同相同步状态和反相同步状态始终共存，并给出从同步运动到异步运动的完全分岔

情形.

综上，系统响应相位差与激励频率及结构参数相关.然而在“碰撞问题”中相位差的瞬时变化规律及其

变化成因尤为重要.因此，本文研究了不同索力拉索瞬时相频特性及其变化成因，分析了漂移项和两倍频成分

对瞬时相位差的影响规律. 

1    力学模型与多尺度分析
 

1.1   基本假定

建立如图 1所示斜拉索的非线性动力学模型，图

中拉索两端铰接，分布力方向垂直于拉索弦线方向.

为简化分析过程，做如下假设：(a)斜拉索的抗弯

刚度足够地小以至于可以忽略不计；(b)斜拉索只承

受拉力；(c)斜拉索在振动过程中的轴向应变足够小；

(d)只考虑几何非线性，而不考虑其他非线性.

斜拉索振动采用局部坐标 Oxyz 来描述：O 为坐

标原点，x 为斜拉索弦线方向，y 为索面内垂直弦线的

方向，z 为侧向 (即面外)，x，y，z 方向对应位移分别用

u ，v，w 表示. 

1.2   振动方程的建立

考虑拉索初始垂度与几何非线性，斜拉索两端铰接.利用 Hamilton原理得到斜拉索非线性振动力学

方程[20]：

mü+ cuu̇−EA
(
u′+ y′v′+

v′2+w′2

2

)′
= 0, （1a）

 

 
图 1    分布外激励下斜拉索振动简化模型

Fig. 1    Simplified  model  of  vibration  of  cable  under  distributed

external excitation
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mv̈+ cvv̇−Hv′−EA
[(

y′+ v′
) (

u′+ y′v′+
v′2+w′2

2

)]′
= 0, （1b）

mẅ+ cwẇ−Hw′−EA
[
w′

(
u′+ y′v′+

v′2+w′2

2

)]′
= 0, （1c）

其中 m 为单位长度质量，cu，cv 和 cw 分别为 u，v 和 w 方向的阻尼，H 为拉索静张力，E 为拉索弹性模量，A 为拉

索截面面积，()′和 (•)分别表示对 x 和 t 的导数.斜拉索的静变形曲线方程为

y(x) =
mgLcos θ

2H
× (1−x)x

[
1−mgLsin θ

H
× (1−2x)

3

]
. （2）

假定拉索轴向运动是准静态的，忽略高阶无穷小量，拉索无量纲控制方程如下[21]：

v̈+ cvv̇− v′

π2 −
α

π2

(
y′+ v′

)w 1

0

(
y′v′+

v′2+w′2

2

)
dx = 0, （3a）

ẅ+ cwẇ− w′

π2 −
α

π2 w′
w 1

0

(
y′v′+

v′2+w′2

2

)
dx = 0. （3b）

在无量纲过程中，为计算方便省略“*”号，其中无量纲变换如下：
x∗ =

x
l
, y∗ =

y
l
, w∗ =

w
l
, v∗ =

v
l
, t∗ = t

π
l

√
H
m
, c∗i =

l
π

√
1

mH
ci (i = w,v) ,

Ω∗ = Ω
l
π

√
m
H
, k∗ =

l
H

k, α =
EA
H

.

（4）

 

1.3   离散化模型 

1.3.1    面内运动

在分布外激励作用下，拉索的运动为纯模态运动[22]，因此令
v(x, t) =Φvqv, （5）

其中

qv = [qv1,qv2, · · · ,qvn]T, Φv = [ϕv1,ϕv2, · · · ,ϕvn],

Φv qv式中 为索面内振动的模态振型函数， 为面内运动的广义时间坐标.

采用一阶模态截断，令面内一阶振型函数为[23]

ϕv1 =
h

π2ω2

{
(1− ξ+2ξx)−

[
tan

(πω
2

)
+

ξ

tan(πω/2)

]
sin(πωx)− (1− ξ)cos(πωx)

}
, （6）

ξ = mgl · sin θ/(Hsec θ)式中 ，h 为附加索力轴向分力.

将式 (5)和式 (6)代入式 (3a)，利用 Galerkin方法得到离散模型：

q̈v+ cvq̇v+ω
2
vqv−

3α
2π2 PUq2

v +
α

2π2 P2q3
v = Fv cos(Ωvt+ϑv). （7）

 

1.3.2    面外运动

同理，面外运动也为纯模态运动：
w(x, t) =Φwqw, （8）

其中

qw = [qw1,qw2, · · · ,qwn]T,Φw = [ϕw1,ϕw2, · · · ,ϕwn].

采用一阶模态截断，令面外一阶振型函数为

ϕw1 =
√

2sin(πx). （9）

将式 (8)和式 (9)代入式 (3b)，利用 Galerkin方法得到离散模型：

q̈w+ cwq̇w+ω
2
wqw+

α

2π2 Q2q3
w = Fw cos(Ωwt+ϑw), （10）

其中
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
ω2

w =
1
π2 Q, ω2

v =
1
π2 (P+U2), U =

w 1

0
ϕv1y′′dx = −

w 1

0
ϕ′v1y′dx,

P =
w 1

0
ϕ′2v1dx = −

w 1

0
ϕ′′v1ϕv1dx, Q =

w 1

0
ϕ′2w1dx = −

w 1

0
ϕ′′w1ϕw1dx.

 

1.4   摄动分析

qi(t, ε) = εqi0(T0,T1,T2)+ε2qi1(T0,T1,T2)+ε3qi2(T0,T1,T2)

Tn = ε
nt Ωi=ωi+ε

2σi

基于多尺度法对式 (7)求响应近似解，令 ，其中

i=v, w， , n=0, 1, 2, 3,···，并使得得 , i=v, w.

代入面内公式 (7)中进行多尺度摄动，按照 ε的幂次进行整理，可以得到下列方程：

ε : D2
0qv0+ω

2
vqv0 = 0, （11a）

ε2 : D2
0qv1+ω

2
vqv1 = −2D0D1qv0−

3α
2π2 UPq2

v0, （11b）

ε3: D2
0qv2+ω

2
vqv2 = −2D0D1qv1−D2

1qv0−2D0D2qv0−2µvD0qv0+

3α
π2 UPqv0qv1−

α

2π2 P2q3
v0+Fv cos(Ωvt+ϑv). （11c）

从而解得面内运动方程的近似解为

qv = av cos(Ωvt−λv−ϑv)+
3εαa2

vω
−2
v

4π2 UP
[
1− 1

3
cos(2Ωvt−2λv−2ϑv)

]
. （12）

同理，可得到面外 ε的各阶方程：

ε: D2
0qw0+ω

2
wqw0 = 0, （13a）

ε2: D2
0qw1+ω

2
wqw1 = −2D0D1qw0, （13b）

ε2: D2
0qw2+ω

2
wqw2 = −2D0D1qw1−D2

1qw0−2D0D2qw0−2µwD0qw0−
α

2π2 Q2q3
w0+Fw cos(Ωwt+ϑw). （13c）

解得面外运动方程近似解为

qw = aw cos(Ωwt−λw−ϑw)+O
(
ε2

)
. （14）

由式 (12)和式 (14)可知，面外近似解仅存在一阶项，受参数影响，相位呈现出整体相移的变化特征，即响

应与激励相差具有恒定的相位差.而面内近似解中，还存在后两项的影响[24]
.第一项为漂移项，使得响应时程曲

线整体上下移动；第二项为两倍频项.瞬时相频特性因受到后两项的影响变得更加复杂.因此后文将通过实例

对其展开详细研究. 

2    实例分析与讨论
 

2.1   不同索力下的响应

选取 Pont de Normandie桥[25] 的典型索为研究对象，基本参数如表 1所示.将索参数代入式 (12)中，采用

MATLAB进行数值分析，从而得出不同索力对瞬时相频特性的影响规律.

ϑv

通过独立改变拉索索力 H 参数，绘制出四种不同索力的时程曲线图 (时间取 50~75)以及激励时程曲线，

如图 2所示.四种索力 H 分别为 6 500 kN，7 000 kN，8 000 kN，9 000 kN，激励频率 Ωv=1，幅值 Fv=0.01，初相位

=0.
由图 2可知，索力为 6 500 kN时，时程曲线整体下移，且时程曲线下峰值处线型明显上凸.随着索力增大，

上凸值与漂移量均在减小.由式 (12)可知这是由于高阶项的影响，时程曲线整体下移是漂移项存在的结果，而

 
表 1    Normandie 桥索参数

Table 1    Cable parameters of the Normandie bridge

l/m m/(kg·m−1) H/kN A/m2 E/Pa θ/(°) C

440 136 8 000 1.53×10−2 1.9×1011 17.5 0.001
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曲线下峰值处线型明显上凸是由于两倍频的影响.当高阶项系数较小时时程曲线近似谐波形式，如图 2中索

力为 7 000 kN，8 000 kN，9 000 kN时的时程曲线.取 6 500 kN和 7 000 kN进行频谱分析，如图 3所示，索力为

6 500 kN时两倍频振幅占比约为 28%，而索力为 7 000 kN时仅为 13.3%.

可见，索力变化引起频率成分的变化，从而对响应时程曲线线型有较大的影响，由此可以推测瞬时相频特

性亦会因其改变. 

2.2   激励与响应瞬时相位差

通过对响应与激励的时程曲线分别进行 Hilbert变换得到其瞬时相位，再对同一时刻的响应瞬时相位与激

励瞬时相位做差，得到响应与激励的瞬时相位差值.考虑差值在 [−π, π]间变化，为便于分析和比较，体现其一

般性，故定义无量纲参数：

p =
∆p
π
， ∆p ∈ [−π,π]， （15）

∆p其中， 为拉索响应瞬时相位与激励瞬时相位之差.以时间为横坐标，p 为纵坐标，绘制出如图 4所示瞬时相

位差时程曲线图.

图 4中 p 时程曲线呈现周期性，变化周期与响应周期相等.对比四种索力下的 p 时程曲线， 可见， 索力为

6 500 kN时 p 时程曲线峰值最大，达到 0.41，而索力为 7 000 kN，8 000 kN，9 000 kN时最大值仅在 0.2左右.从

线型可以看出，索力为 6 500 kN时，p 值的时程曲线从最小值变化到最大值时有一个跳跃式变化阶段，然后再

由最大值逐渐减小到最小值.随着索力的增大 p 时程曲线趋于平缓.

不难发现，p 也受到 H 变化的影响，同时 p 随时间变化过程中幅值往往是关注的重点，为便于进一步对

p 的幅值进行研究，再定义一个新的无量纲参数：

pmax =
∆pmax

π
, （16）

 

 
图 2    响应时程曲线

Fig. 2    Response time history curves
 

 

 
图 3    频谱图

Fig. 3    Spectrum diagrams under different cable tensions
 

 

 
图 4    瞬时相位差时程曲线

Fig. 4    Time history curves of the transient phase difference
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∆pmax ∆p p, pmax其中， 为 的幅值.后续分析中均考察 的变化规律，用以讨论不同索力参数对拉索主共振下的瞬时

相频特性的影响.

pmax pmax Ωv

考虑拉索需满足小变形假设，即垂跨比 f  <0.1.取索力范围为 [4  500  kN,  9  000  kN]，变化间隔为

100 kN.通过逐一改变激励频率，得到各索力在激励频率变化下对应的 值.绘制出 在 H- 平面上的投

影图，如图 5所示，其中为满足主共振取频率变化区间为 [0.9, 1.2]，间隔 0.01.

pmax

pmax pmax

pmax

pmax

pmax pmax

由图 5可知，在 H 区间 [6 400 kN, 6 900 kN]内， 急剧增加至接近 1(相位差接近 π)，Ωv 对 pmax 的影响

在此区间内较大，在此区间外较小，可见 Ωv 对瞬时相位差的影响程度也受到索力条件的约束.同时由图 5可

知 H 区间 [6 400 kN, 6 900 kN]是 随激励频率的变化特征改变的临界区间. 随 Ωv 的增大在左区间内

(H≤6 400 kN)减小，在右区间内 (H≥6 900 kN)增大.分别在两个区间内等间距 (500 kN)取三个索力下 -Ωv

变化曲线，如图 6所示，在 H≤6 400 kN时，随 Ωv 增大，各索力下 均减小至 0.15左右；而当 H≥6 900
kN时， 的变化趋势反向，各索力下 由 0.15左右逐渐增大.

pmax pmax

pmax

从以上分析可知瞬时相频特性随索力变化的规律，对此展开进一步分析索力如何影响瞬时相位的变

化.取图 5中 Ωv=1时 -H 的变化曲线，如图 7所示， 在索力为 6 600 kN邻域内出现峰值 (峰值接近数

值 1).且 从 H=4 500 kN开始由 0.24开始缓慢增加，直至 6 500 kN开始急剧增大至峰值，当索力继续增大

过峰值点后又急剧减小到 0.24左右，然后继续缓慢减小.图 7中 a，b，c 三点分别对应的索力为 6 500 kN，

6 600 kN，6 700 kN，索力变化微小但相位差有较大差异，一定程度上证明了仅微小参数差异，也能引起相频特

性较大的差异.

 

 
图 5    pmax 在 H-Ωv 平面投影

Fig. 5    Projection of pmax in the H-Ωv plane

 

 
图 6    pmax-Ωv 曲线

Fig. 6    The pmax-Ωv curves
 

 

 
图 7    pmax-H 曲线（Ωv=1）

Fig. 7    The pmax-H curve（Ωv=1）
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qv(t)

q̃v(t)

为了解这种差异产生的成因，取图 7中 a，b，c 三点对应参数.利用式 (12)对 进行 Hilbert变换后求出

其相移 90°后的 [26]，如式 (17)所示：

q̃v(t) = H{qv} = h(t)×qv(t) =
w ∞
−∞

qv(τ)h(t−τ)dτ = 1
π

w ∞
−∞

qv(τ)
t−τ dτ， （17）

h(t) = 1/(πt) qv(t) h(t) = 1/(πt)

q̃v(t) q̃v(t) qv qv(t)

q̃v(t) qv = qv(t)+ iq̃v(t) qv(t) q̃v(t)

arctan(q̃v(t)/qv(t))

式中 .可知，Hilbert变换是指将响应近似解 通过具有冲激响应 的线性系统后输出响

应 ， 在频域内各频率分量的幅度保持不变，但相位将出现 90°相移.复数解 可由实解 和变换后的

解 表示，即 .为便于计算瞬时相位，这里以时间为横坐标，以 为纵坐标， 为竖向坐标，

绘制如图 8(a)所示的三维曲线.图中曲线上任一点到原点的连线与横坐标正方向的夹角为该点的瞬时相位

( ).

q̃v(t) qv(t)

截取不同 H 下三维曲线中一个振动周期在复平面上的投影 (如图 8(a)中投影粗线所示，称为投影曲线)，
得到 - 投影曲线图如图 8(b)~8(d)所示.

pmax

pmax qv(t)

由图 8(b)可知，H=6 500 kN时，响应投影曲线整体向左偏移，从式 (12)中可知这是由漂移项引起，而与激

励曲线相比响应投影曲线线型并非圆形，这是由于两倍频的存在引起的.从图中不难发现，漂移项与两倍频对

瞬时相位差都具有一定的影响.图 8中，起点与 1/2周期处 p 为 0， 出现在 1/4周期内.当 H=6 600 kN时，

如图 8(c)所示，响应投影曲线整体平移至二三象限，因此从起点开始响应与激励的相位差接近 π，在 1/2周期

时 p 值为零.可见图 7中的 突增现象与漂移项相关，且仅当响应投影曲线整体漂移至 负轴时，相位差

 

 
图 8    复平面投影曲线

Fig. 8    Projection curves in the complex plane
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pmax

pmax

pmax

才出现突增现象.同时受两倍频的影响，响应投影曲线在 1/2周期处出现小环，这使得响应瞬时相位在一个周

期内出现两次正负交替现象.由图可知，此时小环仅影响 p 时程曲线线型，不改变 数值大小.当 H 增大至

6 700 kN时，如图 8(d)所示，漂移量减小， 出现在 1/4周期附近，且数值减小.同时，当漂移量一定时 (≠0)，
响应投影曲线直径大小 (即响应振幅大小)变化，也对 产生一定的影响，直径愈大 p 愈小，反之愈大.

可见 p 的变化主要取决于漂移项，当漂移量不为零时，p 还受到响应振幅大小的影响.因此为了解三者之

间的关系，结合图 8，进一步展开定性分析. 

2.3   定性分析

pmax

pmax 3εαa2
vω
−2
v UP/(4π2)

3εαa2
vω
−2
v UP/(4π2) < 0

由上述分析及式 (12)可知， 的数值变化受漂移项和响应振幅的影响，在单个周期内的某一时刻 (瞬时

相位不为 0，π)响应瞬时相位与漂移项成正相关，与响应振幅成负相关 (漂移量不为零)，可见漂移量不仅影响

瞬时相位数值变化，同时也决定了响应振幅对瞬时相位的影响程度，因此可通过漂移量在响应振幅中所占比

重对 进行定性研究.式 (12)中， 为漂移项，当仅考虑一阶模态时，仅参数 U 为负，其他参

数均为正，因此 .所以当式 (12)第一、二项的余弦值均为 1时，振动达到幅值.故令式

(12)中：

D =
3εαa2

vω
−2
v

4π2 |U |P, （18）

Av = av−
εαa2

vω
−2
v

4π2 UP, （19）

|U |其中，D 为响应的漂移项 (此处仅考虑绝对漂移量，故取 即可)，Av 为不考虑漂移项后的响应幅值，称之为无

漂移幅值，如图 9所示.令漂移项在响应中所占比为

β =
D
Av
=

3εαavP |U |
4ω2π2−εαavPU

. （20）

Av β绘制 ，D 和 随 H 的变化曲线图如图 10所示.

qv(t)

可见，β 曲线变化趋势与图 7一致，图 10中 a，b，c 三点与图 7中对应.结合图 7、图 9和图 10可知，D 在

6 300 kN后开始突增，而 Av 减小，因此使得 β 增大.对应在图 9中，响应投影曲线左移，且曲线圈直径减小，从

而 p 值增大.当索力为 6 600 kN左右时，图 10中 D 为正值，Av 为负，因此 β 值大于 1，意味着复平面图中响应

投影曲线完全平移至 的负轴，从而使得相位差突增至 π，图 7出现峰值.索力继续增大，D 快速减小而

Av 增大，因此 β 块速减小，对应图 10，响应投影曲线左移值减小，且直径增大，故 p 减小.

pmax pmax可见 β 值对 有决定性作用，因此可利用 β 值的变化情况对 做定性判断. 

3    结　　语

1) 在特定的区间内，斜拉索索力的细微变化，可能导致面内响应与激励的瞬时相位差出现急剧变化，一定

 

 
图 9    Av，D 复平面示意图

Fig. 9    Illustration of Av，D in the complex plane
 

 

 
β图 10    Av，D 和 的变化曲线

βFig. 10    Curves of Av，D and 
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程度上验证了拉索参数微小变化引起的响应相位改变.

2) 面内、外主共振响应的相频特性有本质区别.从解的表达式可知，面外响应与激励的相位差为定值，而

面内响应中存在漂移项和两倍频成分.前者主要造成响应在复平面的投影曲线平移，使得瞬时相位差变大；后

者主要改变投影曲线的形状，使一个周期内的瞬时相位出现两次正负交替.

3) 面内响应与激励瞬时相位差的最大值取决于漂移项在响应中的占比.
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