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摘要：　 针对一类带有弱奇性核的多项分数阶非线性随机微分方程构造了改进 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｍａｒｕｙａｍａ （ＥＭ）格式，并证明

了该格式的强收敛性．具体地，利用随机积分解的充分条件，将此多项分数阶随机微分方程等价地转化为随机 Ｖｏｌｔ⁃
ｅｒｒａ 积分方程的形式，详细推导出对应的改进 ＥＭ 格式，并对该格式进行了强收敛性分析，其强收敛阶为 αｍ － αｍ－１，
其中 αｉ 为分数阶导数的指标，且满足 ０ ＜ α１ ＜ … ＜ αｍ－１ ＜ αｍ ＜ １．最后，通过数值实验验证了理论分析结果的正

确性．
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引　 　 言

众所周知，分数阶微分方程是常微分方程的一种推广，它可以用来建模具有非局部性的复杂物理现象和

过程．近年来，随着分数阶微分方程的不断发展，其在图像处理［１］、电磁波［２⁃３］ 和人口系统［４］ 等领域都有着十

分重要的应用．另一方面，为了“捕捉”环境中一些无法忽视的噪声扰动，随机微分方程的重要性也愈发凸显，
在量化金融分析［５］和人口增长模型［６］等方面有着无法替代的作用．由于一些复杂的随机系统具有非局部性，
因此分数阶随机微分方程可以更好地用来建模这类现象和过程，如数学金融［７⁃８］和流行病研究［９］等．但是，分
数阶随机微分方程的解析解一般是难以获得的，所以其数值解的研究得到了广泛的关注［１０⁃１１］ ．Ｌｉａｎｇ 等［１２］ 用

ＥＭ 格式求解了下列随机 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程：

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｋ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
０
Ｋ１（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
Ｋ２（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） ． （１）

在文献［１３］中，Ｄｏａｎ 等对以下非线性随机分数阶微分方程构造了 ＥＭ 格式，并证明了格式的强收敛性，

　 　 Ｄαｙ（ ｔ） ＝ ｋ１（ ｔ，ｙ（ ｔ）） ＋ ｋ２（ ｔ，ｙ（ ｔ））
ｄＷ（ ｔ）

ｄｔ
．

本文将要研究的是以下带有弱奇性核的多项分数阶非线性随机微分方程的 ＥＭ 格式，及其相关的数值

理论：

　 　 ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｄα ｊｙ（ ｔ） ＝ ｋ０（ ｔ，ｙ（ ｔ）） ＋ ∫ｔ

０
（ ｔ － ｓ） －β１ｋ１（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
（ ｔ － ｓ） －β２ｋ２（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ）， （２）

其中 β １ ∈ （０，１）， β ２ ∈ （０，１ ／ ２）， ｔ ∈ Ｊ ［０，Ｔ］ 且 ０ ≤ Ｔ ≤ １， Ｄα ｊ 表示 α ｊ 阶的 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数且满足

０ ＜ α１ ＜ α２ ＜ … ＜ αｍ－１ ＜ αｍ ＜ １，Ｗ（ ｔ） 是完备概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ） 中的 ｍ 维标准 Ｗｉｅｎｅｒ 过程（Ｂｒｏｗｎ 运

动）， ｙ（０） ＝ ｙ０ ∈ ＲＲ ｄ且 Ｅ ｜ ｙ０ ｜ ２ ＜ ∞，Ｅ 表示此空间下的期望，ｋｉ（ ｉ ＝ ０，１，２） 表示连续的非线性函数，且 ｋ０：
Ｊ × ＲＲ ｄ→ ＲＲ ｄ，ｋ１：（ ｔ，ｓ） × ＲＲ ｄ→ ＲＲ ｄ，ｋ２：（ ｔ，ｓ） × ＲＲ ｄ→ ＲＲ ｄ×ｍ ．

本文主要受到文献［１４⁃１５］的启发，将采用随机微分方程 Ｆｕｂｉｎｉ 定理，将方程（２）转化为方程（１）的形

式，并给出相应的改进 ＥＭ 格式．
本文的结构和内容安排如下： 第 １ 节介绍了基本概念和相关假设；第 ２ 节给出方程（２）转化为方程（１）

形式的详细过程；第 ３ 节详细推导出了方程（２） 的改进 ＥＭ 格式，并证明了该格式的强收敛性；第 ４ 节给出

了数值实验；第 ５ 节给出了全文的总结．

１　 预 备 知 识

令 ｜· ｜表示 ＲＲ ｄ中的内积范数和ＲＲ ｄ×ｍ中的迹范数，即若 ｘ ∈ ＲＲ ｄ，则 ｜ ｘ ｜ 表示内积范数；若 Ａ ∈ ＲＲ ｄ×ｍ，则

｜ Ａ ｜ ＝ ｔｒａｃｅ（ＡＴＡ） ．给定两个实数 ａ，ｂ，记 ａ∨ ｂ表示ｍａｘ { ａ，ｂ } ，ａ∧ ｂ表示ｍｉｎ { ａ，ｂ } ．为书写方便，下文

中的 Ｃ 都表示某个常数，该常数在不同的地方可能有不同的值，且与离散参数都无关．这里先给出分数阶 Ｒｉ⁃
ｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分与 Ｃａｐｕｔｏ 导数的定义与性质［１６］ ．

定义 １　 设 ｆ：［０，∞ ） → ＲＲ ， 则称

　 　 Ｉα ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ （３）

为 α 阶的分数阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分，其中 α ＞ ０，Γ（α） ＝ ∫∞
０
ｅ －ｔ ｔα－１ｄｔ 为 Ｇａｍｍａ 函数．

定义 ２　 设函数 ｆ ∈ Ｃ［０， ＋ ∞），０ ＜ α ≤ １， 则称

　 　 Ｄα ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（１ － α）∫

ｔ

０

ｆ ′（τ）
（ ｔ － τ） α ｄτ （４）

为 α 阶的分数阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数．
性质 １　 分数阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分与 Ｃａｐｕｔｏ 导数之间有如下性质：
① Ｉα（Ｄα ｆ（ ｔ）） ＝ ｆ（ ｔ） － ｆ（０）， α ∈ （０，１）；
② ＤαＣ ＝ ０；
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③ Ｄα（ Ｉα ｆ（ ｔ）） ＝ ｆ（ ｔ） ．
为了确保方程（２）解的存在唯一性［１４］，我们给出以下 ４ 个假设．
假设 １　 存在常数 Ｌ ＞ ０， 对所有的 ｔ１，ｔ２，ｓ ∈ Ｊ，ｙ ∈ ＲＲ ｄ， 使得 ｋ１ 和 ｋ２ 满足

　 　 ｜ ｋｉ（ ｔ１，ｓ，ｙ） － ｋｉ（ ｔ２，ｓ，ｙ） ｜ ≤ Ｌ（１ ＋｜ ｙ ｜ ） ｜ ｔ１ － ｔ２ ｜ ，　 　 ｉ ＝ １，２． （５）
假设 ２（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件）　 存在常数 Ｌ ＞ ０， 对所有的 ｔ，ｓ ∈ Ｊ，ｙ１，ｙ２ ∈ ＲＲ ｄ， 使得 ｋ０，ｋ１ 和 ｋ２ 满足

　 　 ｜ ｋ０（ ｓ，ｙ１） － ｋ０（ ｓ，ｙ２） ｜ ∨｜ ｋｉ（ ｔ，ｓ，ｙ１） － ｋｉ（ ｔ，ｓ，ｙ２） ｜ ≤ Ｌ ｜ ｙ１ － ｙ２ ｜ ，　 　 ｉ ＝ １，２． （６）
假设 ３（线性增长条件）　 存在常数 Ｌ ＞ ０， 对所有的 ｔ，ｓ ∈ Ｊ，ｙ ∈ ＲＲ ｄ， 使得 ｋ０，ｋ１ 和 ｋ２ 满足

　 　 ｜ ｋ０（ ｓ，ｙ） ｜ ∨｜ ｋｉ（ ｔ，ｓ，ｙ） ｜ ≤ Ｌ（１ ＋｜ ｙ ｜ ），　 　 ｉ ＝ １，２． （７）
假设 ４　 存在常数 Ｌ ＞ ０， 使得对所有的 ｓ１，ｓ２，ｔ ∈ Ｊ，ｙ ∈ ＲＲ ｄ，ｋ１ 和 ｋ２ 满足

　 　 ｜ ｋ０（ ｓ１，ｙ） － ｋ０（ ｓ２，ｙ） ｜ ∨｜ ｋｉ（ ｔ，ｓ１，ｙ） － ｋｉ（ ｔ，ｓ２，ｙ） ｜ ≤ Ｌ（１ ＋｜ ｙ ｜ ） ｜ ｓ１ － ｓ２ ｜ ，　 　 ｉ ＝ １，２． （８）

２　 方程的转化

在本节中，我们将把方程（２）转化为方程（１）的形式．首先，利用性质 １ 中的①，在方程（２）的两边同时作

用 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分算子 Ｉαｍ， 可以得到

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｙ０ ＋ １
Γ（αｍ）

∫ｔ
０
（ ｔ － τ） αｍ－１ｋ０（τ，ｙ（τ））ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（αｍ）

∫ｔ
０
（ ｔ － τ） αｍ－１ ∫τ

０
（τ － ｓ） －β１ｋ１（τ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ( ) ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（αｍ）

∫ｔ
０
（ ｔ － τ） αｍ－１ ∫τ

０
（τ － ｓ） －β２ｋ２（τ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ）( ) ｄτ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
（ ｔ － τ） αｍ－α ｊ－１ｙ（τ）ｄτ ． （９）

根据文献［１７］中的定义 ２．１，可知 （τ － ｓ） －β２ｋ２（τ，ｓ，ｙ（ ｓ）） ∈ Ｌ２（ { （ ｔ，ｓ）：０≤ ｓ≤ τ ≤ Ｔ } × ＲＲ ｄ；ＲＲ ｄ×ｍ），从而

对 α ∈ （０，１） 存在常数 Ｃ， 使得

　 　 ∫ｔ
０
（ ｔ － τ） α－１ ∫τ

０
Ｅ（ ｜ （ ｔ － ｓ） －β２ｋ２（τ，ｓ，ｙ（ ｓ）） ｜ ２）ｄｓ( )

１ ／ ２
ｄτ ＜ Ｃ∫ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ｄτ ＜ ＋ ∞ ．

故根据文献［１８］中的定理 ４．３３，可知式（９）满足 Ｆｕｂｉｎｉ 定理的充分条件，经过积分运算后可以得到

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｙ０ ＋ １
Γ（αｍ）

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） αｍ－１ｋ０（ ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０

（ ｔ － ｓ） αｍ－β１

Γ（αｍ）
∫１

０
（１ － ｕ） αｍ－１ｕ －β１ｋ１（（ ｔ － ｓ）ｕ ＋ ｓ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｕｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０

（ ｔ － ｓ） αｍ－β２

Γ（αｍ）
∫１

０
（１ － ｕ） αｍ－１ｕ －β２ｋ２（（ ｔ － ｓ）ｕ ＋ ｓ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｕｄＷ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） αｍ－α ｊ－１ｙ（ ｓ）ｄｓ ． （１０）

从而，我们可以将方程（２）等价地改写成方程（１）的形式， 即有

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｙ０ ＋ ∫ｔ
０
Ｋ０（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
Ｋ１（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
Ｋ２（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） αｍ－α ｊ－１ｙ（ ｓ）ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１１）

其中

　 　
Ｋ０（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））

１
Γ（αｍ）

（ ｔ － ｓ） αｍ－１ｋ０（ ｓ，ｙ（ ｓ）），

Ｋｉ（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ））
（ ｔ － ｓ） αｍ－β ｉ

Γ（αｍ）
∫１

０
（１ － ｕ） αｍ－１ｕ －β ｉｋｉ（（ ｔ － ｓ）ｕ ＋ ｓ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｕ，　 　 ｉ ＝ １，２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１２）
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３　 改进 ＥＭ 格式的构造及强收敛性分析

本节将首先在上节结论的基础上详细推导出方程（２）的 ＥＭ 格式以及改进 ＥＭ 格式，然后证明改进 ＥＭ
格式的强收敛性．
３．１　 ＥＭ 格式和改进 ＥＭ 格式

为了构造数值格式，对区间 ［０，Ｔ］ 进行等距剖分，记 ｔｎ ＝ ｎｈ 为网格点，其中 ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ，ｈ ＝ Ｔ ／ Ｎ ．于
是，由式（１１）可得

　 　 ｙ（ ｔｎ） ＝ ｙ０ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ０（ ｔｎ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ１（ ｔｎ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ２（ ｔｎ，ｓ，ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ
ｎ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

（ ｔｎ － ｓ） αｍ－α ｊ－１ｙ（ ｓ）ｄｓ ≈

　 　 　 　 ｙ０ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ０（ ｔｎ，ｓ，ｙ（ ｔｉ））ｄｓ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ１（ ｔｎ，ｓ，ｙ（ ｔｉ））ｄｓ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ２（ ｔｎ，ｓ，ｙ（ ｔｉ））ｄＷ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ
ｎ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

（ ｔｎ － ｓ） αｍ－α ｊ－１ｙ（ ｔｉ）ｄｓ ． （１３）

令

　 　 ｙＮ（ ｔｎ） ＝ ｙ０ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ０（ ｔｎ，ｓ，ｙＮ（ ｔｉ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ１（ ｔｎ，ｓ，ｙＮ（ ｔｉ））ｄｓ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ２（ ｔｎ，ｓ，ｙＮ（ ｔｉ））ｄＷ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ
ｎ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

（ ｔｎ － ｓ） αｍ－α ｊ－１ｙＮ（ ｔｉ）ｄｓ ． （１４）

于是式（２）的 ＥＭ 格式可写为

　 　 ｙＮ（ ｔ） ＝ ｙ０ ＋ ∫ｔ
０
Ｋ０（ ｔ，ｓ，ｙＮ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
Ｋ１（ ｔ，ｓ，ｙＮ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
Ｋ２（ ｔ，ｓ，ｙＮ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） αｍ－α ｊ－１ｙＮ（ ｓ）ｄｓ， （１５）

其中 ｙＮ（ ｓ） ＝ ∑Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｙＮ（ ｔｎ）Ｘ［ ｔｎ，ｔｎ＋１）（ ｔ） ．函数 Ｘ（Ｕ）（ ｔ） 为指示函数，即当 ｔ ∈ Ｕ 时，Ｘ（Ｕ）（ ｔ） ＝ １；当 ｔ ∉ Ｕ 时，

Ｘ（Ｕ）（ ｔ） ＝ ０．为了避免计算随机积分，下面推导出改进 ＥＭ 格式．令

　 　 Ｙ（ ｔｎ） ＝ ｙ０ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ０（ ｔｎ，ｔｉ，Ｙ（ ｔｉ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ１（ ｔｎ，ｔｉ，Ｙ（ ｔｉ））ｄｓ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

Ｋ２（ ｔｎ，ｔｉ，Ｙ（ ｔｉ））ｄＷ（ ｔｉ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ
ｎ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
Ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

（ ｔｎ － ｔｉ） αｍ－α ｊ－１Ｙ（ ｔｉ）ｄｓ ＝

　 　 　 　 Ｙ０ ＋ ｈ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
Ｋ０（ ｔｎ，ｔｉ，Ｙ（ ｔｉ）） ＋ ｈ∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
Ｋ１（ ｔｎ，ｔｉ，Ｙ（ ｔｉ）） ＋ ∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
Ｋ２（ ｔｎ，ｔｉ，Ｙ（ ｔｉ））ΔＷｉ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ
ｎ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

ｈ
Γ（αｍ － α ｊ）

∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
（ ｔｎ － ｔｉ） αｍ－α ｊ－１Ｙ（ ｔｉ）， （１６）

其中 ΔＷｉ ＝ Ｗ（ ｔｉ ＋１） － Ｗ（ ｔｉ） ．令 ｓ－ ＝ ｔｎ，ｓ ∈ ［ ｔｎ，ｔｎ＋１），Ｙ（ ｓ） ＝∑Ｎ－１

ｎ ＝ ０
Ｙ（ ｔｎ）Ｘ［ ｔｎ，ｔｎ＋１）（ ｔ）， 于是，可以得到以下改

进 ＥＭ 格式：

　 　 Ｙ（ ｔ） ＝ ｙ０ ＋ ∫ｔ
０
Ｋ０（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫

ｔ

０
Ｋ１（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∫

ｔ

０
Ｋ２（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－α ｊ－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ ． （１７）

６０２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



３．２　 强收敛性

根据文献［１４］中的引理 ４．１ 与引理 ４．２， 可得如下引理．
引理 １　 若 ａ，ｂ ∈ （０，１］， 对任意ｔ ∈ ［ ｔｎ，ｔｎ＋１）， ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １， 则有

　 　 ∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔ － ｓ－）

ａ－ｂ － （ ｔｎ － ｓ－）
ａ－ｂ ｜ ｄｓ ≤ Ｃｈ１∧（１＋ａ－ｂ），

　 　 ∫ｔ
０
｜ （ ｔ － ｓ－）

ａ－ｂ － （ ｔ － ｓ） ａ－ｂ ｜ ｄｓ ≤ Ｃｈ１∧（１＋ａ－ｂ） ．

引理 ２　 若 ａ∈（０，１］，ｂ∈（０，１ ／ ２），则 ａ － ｂ∈（ － １ ／ ２，１），对任意 ｔ∈［ ｔｎ，ｔｎ＋１），ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １， 有

　 　 ∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔ － ｓ） ａ－ｂ － （ ｔｎ － ｓ） ａ－ｂ ｜ ２ｄｓ ＝

Ｃｈ２， ａ － ｂ ∈ （１ ／ ２，１），
Ｃ ｜ ｌｎ ｈ ｜ ｈ２， ａ － ｂ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ１＋２（ａ－ｂ）， ａ － ｂ ∈ （ － １ ／ ２，１ ／ ２），

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 ∫ｔ
０
｜ （ ｔ － ｓ－）

ａ－ｂ － （ ｔｎ － ｓ） ａ－ｂ ｜ ２ｄｓ ＝
Ｃｈ２， ａ － ｂ ∈ （１ ／ ２，１），
Ｃ ｜ ｌｎ ｈ ｜ ｈ２， ａ － ｂ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ１＋２（ａ－ｂ）， ａ － ｂ ∈ （ － １ ／ ２，１ ／ ２） ．

ì

î

í

ïï

ïï

在证明接下来的引理之前，我们先给出一个初等不等式：设 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ≥ ０， 则

　 　 (∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ )

２
≤ ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ ． （１８）

引理 ３　 在假设 １ 与假设 ３ 成立的条件下，有
　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ≤ Ｃ， Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ≤ Ｃ ．
证明　 对 ∀ｔ ∈ Ｊ，存在正整数 ｎ 使得当 ｔ ∈ ［ ｔｎ，ｔｎ＋１） 时，成立等式 Ｙ（ ｔ） ＝ Ｙ（ ｔｎ） ．因此，由式（１７）可知

　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ＝ Ｅ ｜ Ｙ（ ｔｎ） ｜ ２ ＝

　 　 　 　 Ｅ ｙ０ ＋ ∫ｔ ｎ
０
Ｋ０（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ－））ｄｓ ＋ ∫

ｔ ｎ

０
Ｋ１（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ ｎ
０
Ｋ２（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） ＋ ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－αｋ
ｎ

Γ（αｍ － α ｋ ＋ １）
ｙ０ －

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｋ）

∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｋ－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２
．

利用不等式（１８），可得

　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ≤ ６ (Ｅ ｜ ｙ０ ｜ ２ ＋ Ｅ ∫ｔ ｎ
０
Ｋ０（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ

２
＋ Ｅ ∫ｔ ｎ

０
Ｋ１（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ ｎ
０
Ｋ２（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ）

２
＋ Ｅ ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－αｋ
ｎ

Γ（αｍ － α ｋ ＋ １）
ｙ０

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｋ）

∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｋ－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２

)
　 　 　 　 ６（Ｍ１ ＋ Ｍ２ ＋ Ｍ３ ＋ Ｍ４ ＋ Ｍ５ ＋ Ｍ６） ．
下面，我们分别给出 Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４，Ｍ５ 和 Ｍ６ 的估计．首先根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和假设 ３，有

　 　 Ｍ２ ＝ １
Γ２（αｍ）

Ｅ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－１ｋ０（ ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ
２
≤

　 　 　 　 １
Γ２（αｍ）

Ｅ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－１ｄｓ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－１ｋ０
２（ ｓ，Ｙ（ ｓ））ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Γ２（αｍ）

∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－１ｄｓ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－１（１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｃ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－１（１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ．

与上述推导类似，可以推出
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　 　 Ｍ３ ＝ １
Γ２（αｍ）

Ｅ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β１∫１
０
（１ － ｕ） αｍ－１ ｕ －β１ｋ１（（ ｔｎ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｕｄｓ

２
≤

　 　 　 　 １
Γ２（αｍ）

Ｅ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β１ ｍａｘ
０ ＜ ｕ ＜ １

ｋ１（（ ｔｎ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ））∫
１

０
（１ － ｕ） αｍ－１ ｕ －β１ｄｕｄｓ

２
≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｂ２（αｍ，１ － β １）

Γ２（αｍ）
∫ｔ ｎ

０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β１ｄｓ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β１（１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｃ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β１（１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ．

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、Ｉｔô 等距性以及假设 ３，可知

　 　 Ｍ４ ＝ １
Γ２（αｍ）

Ｅ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β２∫１
０
（１ － ｕ） αｍ－１ ｕ －β２ｋ２（（ ｔｎ － ｓ）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｕｄＷ（ ｓ）

２
≤

　 　 　 　
Ｂ２（αｍ，１ － β ２）

Γ２（αｍ）
∫ｔ ｎ

０
（ ｔｎ － ｓ－）

２（αｍ－β２）Ｅ（ ｍａｘ
０ ＜ ｕ ＜ １

｜ ｋ２（（ ｔｎ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） ｜ ２）ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｃ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

２（αｍ－β２）（１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ．

由于 Ｔ ≤ １， 则 ｔαｍ－α ｊ
ｎ ≤ ｔαｍ－αｍ－１

ｎ ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ － ２， 且利用不等式（１８），可得

　 　 Ｍ５ ＝ Ｅ ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ
ｎ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０

２

≤ Ｃ（ｍ － １） ２Ｅ ｜ ｔαｍ－αｍ－１
ｎ ｙ０ ｜ ２ ≤ ＣＥ ｜ ｙ０ ｜ ２ ．

再利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式与不等式（１８），则有

　 　 Ｍ６ ＝ Ｅ ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－α ｊ－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２

≤

　 　 　 　 ＣＥ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－α１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ ＋ … ＋ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２
≤

　 　 　 　 Ｃ（ｍ － １） ２∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１ｄｓ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１（Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｃ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１（Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ．

综合上述分析，可知
　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ＝ Ｅ ｜ Ｙ（ ｔｎ） ｜ ２ ≤ ６（Ｍ１ ＋ Ｍ２ ＋ Ｍ３ ＋ Ｍ４ ＋ Ｍ５ ＋ Ｍ６） ≤

　 　 　 　 Ｃ １ ＋ ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ( ) ＝

　 　 　 　 Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｘ（０，ｔｎ）（ ｓ）Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ( ) ．
从而根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，可知 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ≤ Ｃ，以及 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ≤ Ｃ ． □

引理 ４　 若假设 １ 与假设 ３ 成立，则有

　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ＝
Ｃ（ ｜ ｌｎ ｈ ｜ ｈ２ ∨ ｈ２（αｍ－αｍ－１））， αｍ － β ２ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ２（αｍ－αｍ－１）， αｍ － β ２ ≠ １ ／ ２ ．{

证明　 当 ｔ ∈ ［ ｔｎ，ｔｎ＋１） 时，Ｙ（ ｔ） ＝ Ｙ（ ｔｎ）， 则根据式（１７）与不等式（１８），可推出

　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ＝ Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － Ｙ（ ｔｎ） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 ５ {Ｅ ∫ｔ
０
Ｋ０（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ － ∫

ｔ ｎ

０
Ｋ０（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０
Ｋ１（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ － ∫

ｔ ｎ

０
Ｋ１（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０
Ｋ２（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） － ∫ｔ ｎ

０
Ｋ１（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ）

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０ － ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １

ｔαｍ－α ｊ
ｎ

Γ（αｍ － α ｊ ＋ １）
ｙ０

２
＋
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　 　 　 　 Ｅ ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－α ｊ－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ －

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－α ｊ－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２

}
　 　 　 　 ５（Ｈ１ ＋ Ｈ２ ＋ Ｈ３ ＋ Ｈ４ ＋ Ｈ５） ．

下面，我们分别给 Ｈ１，Ｈ２，Ｈ３，Ｈ４，Ｈ５ 的估计．首先，利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、引理 １、引理 ３ 以及不等式（１８），可知

　 　 Ｈ１ ＝ Ｅ ∫ｔ ｎ
０
（Ｋ０（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ０（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ）））ｄｓ ＋ ∫

ｔ

ｔｎ
Ｋ０（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ

２
≤

　 　 　 　 Ｃ
Γ２（αｍ）

{ ∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔ － ｓ－）

αｍ－１ － （ ｔｎ － ｓ－）
αｍ－１ ｜ ｄｓ ×

　 　 　 　 ∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔ － ｓ－）

αｍ－１ － （ ｔｎ － ｓ－）
αｍ－１ ｜ （１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔｎ
｜ （ ｔ － ｓ－）

αｍ－１ ｜ ｄｓ∫ｔ
ｔｎ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－１（１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ } ≤ Ｃｈ２αｍ ．

类似于估计 Ｈ１ 的推导，可知

　 　 Ｈ２ ＝ Ｅ ∫ｔ ｎ
０
（Ｋ１（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ１（ ｔｎ，ｓ－，Ｙ（ ｓ）））ｄｓ ＋ ∫

ｔ

ｔｎ
Ｋ１（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｓ

２
≤

　 　 　 　 ２
Γ２（αｍ）

{Ｅ ∫ｔ ｎ
０
∫
０

１
（１ － ｕ） αｍ－１ｕ －β１［（ ｔ － ｓ－）

αｍ－β１ｋ１（（ ｔ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） －

　 　 　 　 （ ｔｎ － ｓ－）
αｍ－β１ｋ１（（ ｔ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） ＋ （ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β１ｋ１（（ ｔ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） －

　 　 　 　 （ ｔｎ － ｓ－）
αｍ－β１ｋ１（（ ｔｎ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ））］ｄｕｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
ｔｎ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－β１∫
０

１
（１ － ｕ） αｍ－１ｕ －β１ｋ１（（ ｔ － ｓ－）ｕ ＋ ｓ－，ｓ－，Ｙ（ ｓ））ｄｕｄｓ

２

} ≤

　 　 　 　 Ｃ
Γ２（αｍ）

{ ∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔ － ｓ－）

αｍ－β１ － （ ｔｎ － ｓ－）
αｍ－β１ ｜ ｄｓ ×

　 　 　 　 ∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔ － ｓ－）

αｍ－β１ － （ ｔｎ － ｓ－）
αｍ－β１ ｜ （１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔｎ
｜ （ ｔ － ｓ－）

αｍ－β１（ ｔ － ｓ－）
αｍ－β１ ｜ ｄｓ∫ｔ

ｔｎ
｜ （ ｔ － ｓ－）

αｍ－β１（ ｔ － ｓ－）
αｍ－β１ ｜ （１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ ＋

　 　 　 　 Ｃｈ２∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－β１（１ ＋ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２）ｄｓ } ≤

　 　 　 　 Ｃｈ２∧２（αｍ－β１＋１） ＋ Ｃｈ２（αｍ－β１＋１） ＋ Ｃｈ２ ．
结合 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、引理 １～３、不等式（１８）以及 Ｉｔô 等距性，则有

　 　 Ｈ３ ≤ Ｃｈ２ ＋ Ｃｈ２（αｍ－β２） －１ ＋
Ｃ ｜ ｌｎ ｈ ｜ ｈ２， αｍ － β ２ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ１＋２（αｍ－αｍ－１）， αｍ － β ２ ∈ （ － １ ／ ２，１ ／ ２），
Ｃｈ２， αｍ － β ２ ∈ （１ ／ ２，１） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

根据不等式（１８）和 ｜ ｘ ＋ ｙ ｜ α ≤｜ ｘ ｜ α ＋｜ ｙ ｜ α（０ ＜ α ＜ １）， 可知
　 　 Ｈ４ ≤ ＣＥ ｜ （ ｔαｍ－α１ － ｔαｍ－α１

ｎ ）ｙ０ ＋ … ＋ （ ｔαｍ－αｍ－１ － ｔαｍ－αｍ－１
ｎ ）ｙ０ ｜ ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ（ｍ － １） {Ｅ ｜ （ ｔαｍ－α１ － ｔαｍ－α１
ｎ ）ｙ０ ｜ ２ ＋ … ＋ Ｅ ｜ （ ｔαｍ－αｍ－１ － ｔαｍ－αｍ－１

ｎ ）ｙ０ ｜ ２ } ≤
　 　 　 　 Ｃ（ｍ － １） ２Ｅ ｜ （ ｔ － ｔｎ） αｍ－αｍ－１ｙ０ ｜ ２ ≤ Ｃ（ｍ － １） ２（ ｔｎ＋１ － ｔｎ） ２（αｍ－αｍ－１）Ｅ ｜ ｙ０ ｜ ２ ≤
　 　 　 　 Ｃｈ２（αｍ－αｍ－１） ．

利用引理 １、引理 ３、不等式（１８）和 ｜ ｘ ＋ ｙ ｜ α ≤｜ ｘ ｜ α ＋｜ ｙ ｜ α（０ ＜ α ＜ １）， 可知

　 　 Ｈ５ ≤ ＣＥ ∫
０

ｔ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－α１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ － ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－α１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ ＋ … ＋

　 　 　 　 ∫
０

ｔ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ － ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２
≤
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　 　 　 　 Ｃ（ｍ － １） {Ｅ ∫
０

ｔ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－α１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ － ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－α１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２
＋ … ＋

　 　 　 　 Ｅ ∫
０

ｔ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ － ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２

} ≤

　 　 　 　 ２Ｃ（ｍ － １） ２ {Ｅ ∫
０

ｔ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ － ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫
ｔ

ｔｎ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２

} ≤

　 　 　 　 ２Ｃ（ｍ － １） ２∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１ － （ ｔ － ｓ－）
αｍ－αｍ－１－１ ｜ ｄｓ ×

　 　 　 　 ∫ｔ ｎ
０
｜ （ ｔｎ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１ － （ ｔ － ｓ－）
αｍ－αｍ－１－１ ｜ Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ（ｍ － １） ２∫ｔ
ｔｎ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１ｄｓ∫ｔ
ｔｎ
（ ｔ － ｓ－）

αｍ－αｍ－１－１Ｅ ｜ Ｙ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｃｈ２（αｍ－αｍ－１） ．
故结合上述分析，可得

　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ＝
Ｃ（ ｜ ｌｎ ｈ ｜ ｈ２ ∨ ｈ２（αｍ－αｍ－１））， αｍ － β ２ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ２（αｍ－αｍ－１）， αｍ － β ２ ≠ １ ／ ２ ．{

证毕． □
定理 １（强收敛定理）　 若假设 １～４ 成立，则改进 ＥＭ 格式的解 Ｙ（ ｔ） 在均方意义下收敛到方程（２）的解

ｙ（ ｔ）， 即

　 　 ｌｉｍ
ｈ→０

Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － ｙ（ ｔ） ｜ ２ ＝ ０．

证明　 根据式（１１）和（１７）可知

　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － ｙ（ ｔ） ｜ ２ ≤ ８ {Ｅ ∫ｔ
０
（Ｋ０（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ０（ ｔ，ｓ，Ｙ（ ｓ）））ｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０
（Ｋ０（ ｔ，ｓ，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ０（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ）））ｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０
（Ｋ１（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ１（ ｔ，ｓ，Ｙ（ ｓ）））ｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０
（Ｋ１（ ｔ，ｓ，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ１（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ）））ｄｓ

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０
（Ｋ２（ ｔ，ｓ－，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ２（ ｔ，ｓ，Ｙ（ ｓ）））ｄＷ（ ｓ）

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∫ｔ
０
（Ｋ２（ ｔ，ｓ，Ｙ（ ｓ）） － Ｋ２（ ｔ，ｓ，ｙ（ ｓ）））ｄＷ（ ｓ）

２
＋

　 　 　 　 Ｅ ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
［（ ｔ － ｓ－）

αｍ－α ｊ － （ ｔ － ｓ） αｍ－α ｊ］Ｙ（ ｓ）ｄｓ
２

＋

　 　 　 　 Ｅ ∑
ｍ－１

ｊ ＝ １

１
Γ（αｍ － α ｊ）

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） αｍ－α ｊ［Ｙ（ ｓ） － ｙ（ ｓ）］ｄｓ

２

}
　 　 　 　 ８ { Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ Ｌ３ ＋ Ｌ４ ＋ Ｌ５ ＋ Ｌ６ ＋ Ｌ７ ＋ Ｌ８ } ．

利用假设 １～４、引理 １～３、不等式（１８）和 ｜ ｘ ＋ ｙ ｜ α ≤｜ ｘ ｜ α ＋｜ ｙ ｜ α（０ ＜ α ＜ １）， 与引理 ４ 的推导过程类似，
可知

　 　 Ｌ１ ＋ Ｌ３ ＋ Ｌ５ ＋ Ｌ７ ≤
Ｃ（ ｜ ｌｎ ｈ ｜ ｈ２ ∨ ｈ２（αｍ－αｍ－１））， αｍ － β ２ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ２（αｍ－αｍ－１）， αｍ － β ２ ≠ １ ／ ２，{

　 　 Ｌ２ ＋ Ｌ４ ＋ Ｌ６ ＋ Ｌ８ ≤

　 　 　 　 Ｃ∫ｔ
０
（３（ ｔ － ｓ） αｍ－αｍ－１－１ ＋ （ ｔ － ｓ） ２（αｍ－αｍ－１））Ｅ（ ｜ Ｙ（ ｔ） － Ｙ（ ｔ） ｜ ２ ＋｜ Ｙ（ ｔ） － ｙ（ ｔ） ｜ ２）ｄｓ ．
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利用引理 ４ 和 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，可得

　 　 Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － ｙ（ ｔ） ｜ ２ ≤
Ｃ（ ｜ ｌｎ ｈ ｜ ｈ２ ∨ ｈ２（αｍ－αｍ－１））， αｍ － β ２ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ２（αｍ－αｍ－１）， αｍ － β ２ ≠ １ ／ ２ ．{ （１９）

证毕． □
定理 ２（收敛阶定理）　 若假设 １～４ 成立，则有

　 　 （Ｅ ｜ Ｙ（ ｔ） － ｙ（ ｔ） ｜ ２） １ ／ ２ ≤
Ｃ（ ｜ ｌｎ ｈ ｜ １ ／ ２ｈ ∨ ｈ（αｍ－αｍ－１））， αｍ － β ２ ＝ １ ／ ２，
Ｃｈ（αｍ－αｍ－１）， αｍ － β ２ ≠ １ ／ ２ ．{

证明　 由于假设 １～４ 成立，故其结果可由式（１９）直接推得． □

４　 数 值 算 例

在本节中，我们将引入数值算例来验证改进 ＥＭ 格式的理论收敛阶．与文献［１９］中的误差计算方法类

似，先预设随机轨道的数量为 ２ ０００ 条，定义如下形式的均方误差：

　 　 ε Ｔ（ｈ） ＝ １
２ ０００∑

２ ０００

ｉ ＝ １
｜ Ｙｈ（Ｔ，ｓｉ） － Ｙｈ ／ ２（Ｔ，ｓｉ） ｜ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

，

其中 Ｙｈ（Ｔ，ｓｉ） 表示由第 ｉ 条随机轨道驱动的， 以 ｈ 为步长的， 在 Ｔ 时刻获得的数值解．
例 １　 考虑如下二项分数阶非线性随机微分方程：

　 　 ∑
２

ｊ ＝ １
Ｄα ｊｙ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ（ ｔｙ（ ｔ）） ２ ＋ ∫ｔ

０

ｔｓｃｏｓ（ｙ（ ｓ））
（ ｔ － ｓ） β１

ｄｓ ＋ ∫ｔ
０

ｔｓｃｏｓ（ｙ（ ｓ））
（ ｔ － ｓ） β２

ｄＷ（ ｓ），

其中 ｔ ∈ （０，１），ｙ （０） ＝ １．则易知 ｋ１ ＝ ｓｉｎ（ ｔｙ（ ｔ）） ２，ｋ２ ＝ ｔｓｃｏｓ（ｙ（ ｓ）），ｋ３ ＝ ｔｓｃｏｓ（ｙ（ ｓ））， 且满足假设 １～４．在
具体计算时，固定 β １ ＝ ０．８， β ２ ＝ ０．４，对 α１ 和 α２ 取三组不同的值，即 α１ ＝ ０．２， α２ ＝ ０．５； α１ ＝ ０．２， α２ ＝ ０．７；
α１ ＝ ０．１， α２ ＝ ０．８．相关的计算结果见表 １．显然，从表 １ 可以看出，随着步长 ｈ 的减小，其数值解的误差也在

不断减小，且改进 ＥＭ 格式的收敛阶接近于 α２ － α１， 这与定理 ２ 的结论相符．
表 １　 二项分数阶导数时的误差与收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ２⁃ｔｅｒｍ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ

ｈ
α２ ＝ ０．５，α１ ＝ ０．２

ｅｒｒｏｒ εＴ（ｈ） ｏｒｄｅｒ ｎ

α２ ＝ ０．７，α１ ＝ ０．２

ｅｒｒｏｒ εＴ（ｈ） ｏｒｄｅｒ ｎ

α２ ＝ ０．８，α１ ＝ ０．１

ｅｒｒｏｒ εＴ（ｈ） ｏｒｄｅｒ ｎ

１ ／ ６４ ０．０１２ ８ － ０．０３６ ２ － ０．０１４ ２ －

１ ／ １２８ ０．０１０ ５ ０．２７５ ４ ０．０２４ ３ ０．４０２ ５ ０．００８ ６ ０．７１８ ８

１ ／ ２５６ ０．００８ ６ ０．２７６ ９ ０．０１５ ３ ０．４２１ ８ ０．００５ ３ ０．７１２ ７

１ ／ ５１２ ０．００６ ９ ０．３３４ ４ ０．００８ ６ ０．４３２ ２ ０．００３ ２ ０．７１０ ９

　 　 例 ２　 考虑如下具有三项分数阶导数的非线性随机微分方程：

　 　 ∑
３

ｊ ＝ １
Ｄα ｊｙ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ（ ｔｙ（ ｔ）） ２ ＋ ∫ｔ

０

ｔｓｃｏｓ（ｙ（ ｓ））
（ ｔ － ｓ） β１

ｄｓ ＋ ∫ｔ
０

ｔｓｃｏｓ（ｙ（ ｓ））
（ ｔ － ｓ） β２

ｄＷ（ ｓ），

其中 ｔ ∈（０，１），ｙ（０） ＝ １，与例 １相同，显然 ｋ１，ｋ２，ｋ３ 满足假设 １～４．固定 β １ ＝ ０．７，β ２ ＝ ０．３，对 α１，α２，α３ 取三

组不同的值，即 α１ ＝ ０．１，α２ ＝ ０．２，α３ ＝ ０．５；α１ ＝ ０．１， α２ ＝ ０．２，α３ ＝ ０．７；α１ ＝ ０．１，α２ ＝ ０．２，α３ ＝ ０．９．经过改

进 ＥＭ 格式的计算，可以得到表 ２．通过表 ２，可以看出改进 ＥＭ 格式的收敛阶接近于 α３ － α２， 再次验证了定

理结论的正确性．
表 ２　 三项分数阶导数时的误差与收敛阶

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ３⁃ｔｅｒｍ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ

ｈ
α３ － α２ ＝ ０．３

ｅｒｒｏｒ εＴ（ｈ） ｏｒｄｅｒ ｎ

α３ － α２ ＝ ０．５

ｅｒｒｏｒ εＴ（ｈ） ｏｒｄｅｒ ｎ

α３ － α２ ＝ ０．７

ｅｒｒｏｒ εＴ（ｈ） ｏｒｄｅｒ ｎ

１ ／ ６４ ０．０２５ １ － ０．０１３ ４ － ０．００５ ５ －

１ ／ １２８ ０．０２１ ２ ０．２４８ ０ ０．００９ ８ ０．４５３ ６ ０．００３ ２ ０．７７７ ４

１ ／ ２５６ ０．０１７ ７ ０．２５５ ７ ０．００７ １ ０．４５８ ０ ０．００１ ９ ０．７６６ ２

１ ／ ５１２ ０．０１４ ８ ０．２６２ １ ０．００５ ２ ０．４５９ ３ ０．００１ １ ０．７３３ ７
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５　 总　 　 结

本文对一类多项分数阶非线性随机微分方程初值问题构造了一个有效的改进 ＥＭ 格式，并证明了该格

式的强收敛性．数值实验与本文的理论分析结果相一致．
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ｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２０， ３８０： １１２９８９．

［１４］　 ＸＩＡＯ Ａ Ｇ， ＤＡＩ Ｘ Ｊ， ＢＵ Ｗ Ｐ． Ｗｅｌｌ⁃ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ ａｎｄ ＥＭ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｆｒａｃ⁃
ｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｇｒｏ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｒ ／ ＯＬ］ ． ２０１９［２０２１⁃０４⁃２６］ ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ ／ ｐｄｆ ／ １９０１．１０３３３．ｐｄｆ．

［１５］　 ＡＧＨＡＪＡＮＩ Ａ， ＹＡＧＨＯＵＢ Ｊ， ＴＲＵＪＩＬＬＯ Ｊ． Ｏｎ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｇｒｏ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｌｃｕｌｕｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１２， １５（１）： ４４⁃６９．

［１６］　 ＤＩＥＴＨＥＬＭ Ｋ， ＦＯＲＤ Ｎ Ｊ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ
ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００２， ２６５（２）： ２２９⁃２４８．

［１７］　 ＭＡＯ Ｘ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｗｏｏｄｈｅａｄ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ， ２００８．
［１８］　 ＰＲＡＴＯ Ｄ Ｇ， ＪＥＲＺＹ Ｚ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｉｎｆｉｎｉｔｅ Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

Ｐｒｅｓｓ， ２０１０．
［１９］　 ＣＡＯ Ｗ Ｒ， ＺＨＡＮＧ Ｚ Ｑ， ＫＡＲＮＩＡＤＡＫＩＳ Ｇ Ｅ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｅｌａｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｖｉａ

ｔｈｅ ｗｏｎｇ⁃ｚａｋａｉ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１５， ３７（１）： Ａ２９５⁃Ａ３１８．

２１２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


