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具有空变系数源项的半线性
Moore-Gibson-Thompson 方程全局解的非存在性*

欧阳柏平

（广州华商学院, 广州 511300）

 
摘要：  研究了具有空变系数源项的半线性 Moore-Gibson-Thompson(MGT) 方程 Cauchy 问题解的爆破现象.在次临

界情形下，通过选择合适的能量泛函和测试函数，运用迭代方法和一些微分不等式技巧，得到了其 Cauchy 问题解的

非全局存在性.进一步导出了其 Cauchy 问题解的生命跨度的上界估计.
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Nonexistence of Global Solutions to Semilinear Moore-Gibson-Thompson
Equations With Space-Dependent Coefficients and Source Terms

OUYANG Baiping
（Guangzhou Huashang College, Guangzhou 511300, P.R.China）

 
Abstract： Blow-up  of  solutions  to  semilinear  Moore-Gibson-Thompson  (MGT)  equations  with  space-dependent

coefficients and source terms was studied. Under subcritical conditions, through selection of suitable energy functionals and

test functions, and with an iteration method and some differential inequality techniques, the nonexistence of global solutions

to the Cauchy problem was obtained. Furthermore, the upper bound estimate of the solutions of the lifespan was derived.

Key words：space-dependent coefficient and source term；Moore-Gibson-Thompson equation；blow-up

 

引　　言

本文考虑如下具有空变系数源项的半线性Moore-Gibson-Thompson(MGT)方程 Cauchy问题解的爆破现象：{
βuttt +utt −∆u−β∆ut = f (x) |u(t, x)|p, (x, t) ∈ Rn× (0,T ) ,
(u,ut,utt) (0, x) = ε (u0,u1,u2) (x) , x ∈ Rn,

（1）

f (x) = a0 ⟨x⟩−α, ⟨x⟩ =
√

1+ |x|2,a0 > 0,0 < α < 2, p > 1, ε > 0,∆其中 是 Laplace算子.

MGT方程可描述物理上黏性热松弛流体中波的传播现象，其方程一般形式表示如下：
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τuttt +utt − c2∆u−b∆ut = 0，

u = u(t, x) c τ b = βc2 τ ∈ (0,β]

0 < τ < β τ = β τ = β

c2 = 1

其中， 表示声学速度的势函数， 为声速， 表示松弛系数， 表示声扩散率， .如果

，则其半群的指数是稳定的；但当 时，其半群的指数不具有稳定性.基于此，本文考虑 的情况，

另外设 .

近来，有关半线性MGT解的性态研究已有很多成果，详细情况请参考文献 [1-10].
β = 0,α = 0 a0 = 1首先我们回顾有关MGT方程的一些特殊情况.式 (1)中，取 ,  ，则式 (1)化为{

utt −∆u = |u( t, x )|p， (x, t) ∈ Rn× (0,T ) ,
(u,ut) (0, x) = ε (u0,u1) (x) , x ∈ Rn

.

Pstr (n) p > Pstr (n) p≤ Pstr (n)

Pstr (n)

上式的临界指数称为 Strauss指数，记为 .当 时，该方程存在整体解； 时，该方程不存

在整体解，此时其解将在有限时间内爆破.其中 表示为以下一元二次方程的最大正实根：
n−1

2
p2− n+1

2
p−1 = 0, n≥ 2，

即

Pstr (n) =
n+1+

√
n2+10n−7

2(n−1)
.

n = 1 Pstr (1) =∞ T (ε)当  时， .进一步地，得到其生命跨度 的最优估计：

T (ε) ∼

ε−
2p(p−1)

2+(n+1)p−(n−1)p2 , 1 < p < Pstr (n) ,

eε
−p(p−1)
, p = Pstr (n) ,

n≥ 3其中 .有关更多的研究成果，请参考相关文献 [11-16].
王虎生等[16] 考虑了如下非线性加权的二维波动方程的 Cauchy问题：utt − c2∆u =

|u|p

(1+ |x|2)
m/2 , (x, t) ∈ R2× (0,∞) ,

u (x,0) = ε f (x) , ut (x,0) = εg (x) ,

ε > 0, f (x) ,g (x) p > 1其中  为具有紧支集的光滑函数， .他们运用半群理论以及压缩映射原理等泛函分析方法研

究了其经典解的生命跨度，同时进一步证明了其解的生命跨度的上下界估计.

α = 0,a0 = 1式 (1)中，若 ，则有{
βuttt +utt −∆u−β∆ut = |u( t, x )|p, (x, t) ∈ Rn× (0,T ) ,
(u,ut,utt) (0, x) = ε (u0,u1,u2) (x) , x ∈ Rn

.

Chen等[17] 研究了其解的爆破情况.通过假设初始数据满足一定的约束条件，分析了次临界和临界情况下

解的爆破情况，另外证明了这两种情况下其生命跨度的上界估计.

本文研究了具有空变系数源项的半线性MGT方程 Cauchy问题解的爆破现象，讨论其中空变系数对解的

生命跨度的影响是本文的目标.对于二维的波动方程，一般可以考虑用 Kato引理研究其解的爆破情况.然而，

对于二维以上的情况，由于 MGT方程带来的无界乘子，使得 Kato引理并不适用.最近，一些学者提出了利用

迭代方法分析某些高阶波动方程解的爆破问题[18-24]
.

目前，具有空变系数源项的半线性 MGT方程 Cauchy问题解的爆破现象研究尚未得到展开.其难点主要

是寻找合适的测试函数和能量泛函以及如何解决迭代过程中出现的问题.本文采用构造能量泛函和运用相关

微分不等式技巧得到了其下界序列，通过迭代证明了在次临界情况下具有空变系数源项的半线性 MGT方程

解的全局非存在性，同时还进一步推出了其生命跨度的上界估计.

本文内容安排如下：第 1节为弱解定义以及本文主要结果介绍；第 2节为主要结果证明；第 3节为本文的

结论. 

1    主 要 结 果

首先引入问题 (1)的 Cauchy问题弱解的定义.
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(u0,u1,u2) ∈ H2 (Rn)×H1 (Rn)×L2 (Rn)， u [0,T )定义 1　假设  称 是问题 (1)在 上的能量解，如果

u ∈C([0,T ) ,H2 (Rn))∩C1([0,T ) ,H
1
(Rn ))∩C2([0,T ) ,L

2 (Rn))∩Lp
loc([0,T )×Rn)，

且如下的积分关系成立：

β
w
Rn

utt (t, x)ϕ (t, x)dx−β
w t

0

w
Rn

utt (s, x)ϕt (s, x)dxds+
w
Rn

ut (t, x)ϕ (t, x)dx−
w t

0

w
Rn

ut (s, x)ϕt (s, x)dxds+
w t

0

w
Rn
∇u (s, x)∇ϕ (s, x)dxds+β

w t

0

w
Rn
∇ut (s, x)∇ϕ (s, x)dxds =

w t

0

w
Rn

f (x) |u(s, x)|pϕ (s, x)dxds+βε
w
Rn

u2 (x)ϕ (0, x)dx+ε
w
Rn

u1 (x)ϕ (0, x)dx, （2）

ϕ (t, x) ∈C∞0 ([0,T )×Rn) , t ∈ [0,T )其中    　 .

式 (2)中，由分部积分，可推知

β
w
Rn

utt (t, x)ϕ (t, x)dx−β
w
Rn

ut (t, x)ϕt (t, x)dx+β
w
Rn

u (t, x)ϕtt (t, x)dx−

β
w t

0

w
Rn

u (s, x)ϕttt (s, x)dxds+
w
Rn

ut (t, x)ϕ (t, x)dx−
w
Rn

u (t, x)ϕt (t, x)dx+
w t

0

w
Rn

u (s, x)ϕtt (s, x)dxds−
w t

0

w
Rn

u (s, x)∆ϕ (s, x)dxds−

β
w
Rn

u (t, x)∆ϕ (t, x)dx+β
w t

0

w
Rn

u (s, x)∆ϕt (s, x)dxds =
w t

0

w
Rn

a0 ⟨x⟩−α|u(s, x)|pϕ (s, x)dxds+

βε
w
Rn

u2 (x)ϕ (0, x)dx−βε
w
Rn

u1 (x)ϕt(0, x)dx+βε
w
Rn

u0 (x)ϕtt (0, x)dx+ε
w
Rn

u1 (x)ϕ (0, x)dx−

ε
w
Rn

u0 (x)ϕt (0, x)dx−βε
w
Rn

u0 (x)∆ϕ (0, x)dx. （3）

t→ T u令 时，可得 满足问题 (1)的弱解定义.

1 < p,0≤ α < 2定理 1　设 ,{
p <∞, n = 1,
p < p0 (n,α) , n≥ 2,

p0 (n,α)其中 为以下一元二次方程

(n−1) p2− (n+1−2α) p−2 = 0

的最大正实根，即

p0 (n,α) =
n+1−2α+

√
(n+1−2α)2+8(n−1)
2(n−1)

.

(u0,u1,u2) ∈ H2 (Rn)×H1 (Rn)×L2 (Rn) R(R > 0) BR

ui(i = 0,1,2) 0 u T (ε) supp u (t, ·) ⊂ Bt+R, t ∈ (0,T )

ε0 = ε0 (u0,u1,u2,α,n, p,R,β) , ε ∈ (0, ε0] u

设 是非负的紧致函数，其支集包含在半径为 的球 中，满足

不恒为 .若 是 Cauchy问题 (1)的解，其生命跨度 满足   ，则存在正常

数  使得当 时， 在有限时间内爆破，进一步其生命跨度的上界估计为

T (ε) ≤ C̃ε−2p(p−1)/Y(n,p,α),

C̃ ε其中 独立于 ，且

Y (n, p,α) = 2+ (n+1−2α) p− (n−1)p2
. （4）

α→ 0 p0 (n,α)注 1　考虑极限情况 ，则定理 1的结果与经典的半线性波动方程在次临界的爆破结果相对应.因此，猜想

或许是模型 (1)的临界指数.
 

2    主要结果证明

定义如下泛函：

F (t) =
w
Rn

u (t, x)dx. （5）

ϕ ≡ 1
{
(s, x) ∈ [0, t]×Rn : |x| ≤ R+ s

}
式 (3)中，取 , , 有
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β
w
Rn

utt (t, x)dx+
w
Rn

ut (t, x)dx = a0

w t

0

w
Rn
⟨x⟩−α|u(s, x)|pdxds+βε

w
Rn

u2 (x)dx+ε
w
Rn

u1 (x)dx. （6）

利用式 (5)，式 (6)化为

βF′′ (t)+F′ (t) = βF′′ (0)+F′ (0)+a0

w t

0

w
Rn
⟨x⟩−α|u(s, x)|pdxds. （7）

对式 (7)求导，得到

βF′′′ (t)+F′′(t) = a0

w
Rn
⟨x⟩−α|u( t, x )|pdx. （8）

u (t, ·) ⊂ Bt+R, ∀t ∈ (0,T )由条件支集 以及 Hölder不等式，可得w
Rn
⟨x⟩−α |u(t, x)|pdx≥

(w
|x|≤ R+t

(⟨x⟩−α)−1/(p−1)dx
)−(p−1)

(F (t))p =

(w
|x|≤ R+t

⟨x⟩α/(p−1)dx
)−(p−1)

(F (t))p≥

C0(R+ t)−n(p−1)−α(F (t))p， （9）

C0 =C0 (n, p, R) > 0其中          .

将式 (9)代入到式 (8)，得到

βF′′′ (t)+F′′(t)≥ a0C0(R+ t)−n(p−1)−α(F (t))p
. （10）

[0, t]对式 (10)在 上积分，可得

βF′ (t)+F (t)− (
βF′ (0)+F(0)

)− (
βF′′ (0)+F′(0)

)
t≥ a0C0

w t

0

w s

0
(R+τ)−(n(p−1)+α)(F (τ))pdτds.

由上式，有

βF′ (t)+F (t) ≥ a0C0

w t

0

w s

0
(R+τ)−(n(p−1)+α)(F (τ))pdτds. （11）

(1/β)et/β [0, t] 同乘式 (11)，并且在 上积分，整理得到

F (t) ≥ F (0)e−t/β+
a0C0

β

w t

0
e(s−t)/β

w s

0

w τ
0
(R+σ)−(n(p−1)+α)(F (σ))pdσdτds≥

a0C0

w t

0
e(s−t)/β

w s

0

w τ
0
(R+σ)−(n(p−1)+α)(F (σ))pdσdτds. （12）

F (t) F (t)上式表明，其提供了进行迭代的框架.接下来，将对 的下界进行迭代.为了得到 的第一个下界，本

文利用下面的函数[24]：

Φ (x) =

ex+ e−x, n = 1,w
S n−1

ex·ωdσω, n≥ 2,

Φ (x)其中 为正光滑函数，其有如下性质：

∆Φ (x) =Φ (x) , Φ (x) ∼ |x|−(n−1)/2e|x|, |x| → ∞.

Ψ = Ψ (t, x) = e−tΦ (x) −βΨ ttt +Ψtt −∆Ψ +β∆Ψt = 0设函数 .易得， .

F0 (t)引入如下泛函  ：

F0 (t) =
w
Rn

u (t, x)Ψ (t, x)dx. （13）

对式 (13)，由 Hölder不等式，有w
Rn
⟨x⟩−α |u (t, x)|pdx≥ |F0 (t)|p

(w
|x|≤ R+s

(⟨x⟩−α)−1/(p−1)
Ψ (t, x)

p/(p−1)
dx

)−(p−1)
≥

|F0 (t)|p
(w
|x|≤ R+s

⟨x⟩α/(p−1)Ψ (t, x)
p/(p−1)

dx
)−(p−1)

. （14）

Ψ将测试函数 应用于式 (2)，可得w
Rn

(βutt (t, x)+ut (t, x))Ψ (t, x)dx−
w t

0

w
Rn

(βutt (s, x)+ut (s, x))Ψt (s, x)dxds+

w t

0

w
Rn

(∇u (s, x)+β∇ut (s, x))∇Ψ (s, x)dxds =
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w t

0

w
Rn

a0 ⟨x⟩−α|u(s, x)|pΨ (s, x)dxds+ε
w
Rn

(βu2 (x)+u1 (x))Ψ (0, x)dx. （15）

Ψ利用分部积分和 的性质，上式可化为

β
w
Rn

utt (t, x)Ψ (t, x)dx+ (1+β)
w
Rn

ut (t, x)Ψ (t, x)dx+
w
Rn

u (t, x)Ψ (t, x)dx =

βε
w
Rn

u2 (x)Φ (x)dx+ (1+β)ε
w
Rn

u1 (x)Φ (x)dx+ε
w
Rn

u0 (x)Φ (x)dx+

a0

w t

0

w
Rn
⟨x⟩−α|u(s, x)|pΨ (s, x)dxds. （16）

F0 (t)利用 的定义，有

F′0 (t) =
w
Rn

ut (t, x)Ψ (t, x)dx−F0 (t) , （17）

F′′0 (t) =
w
Rn

utt (t, x)Ψ (t, x)dx−2F′0 (t)−F0 (t). （18）

将式 (17)、(18)代入式 (16)，得到

F′′0 (t)+
(
3+

1
β

)
F′0 (t)+2

(
1+

1
β

)
F0 (t) = εI+

a0

β

w t

0

w
Rn
⟨x⟩−α|u(s, x)|pΨ (s, x)dxds, （19）

其中

I = Iβ [u0,u1,u2] =
w
Rn

[u2 (x)−2u1 (x)+u0 (x)]Φ (x)dx+
(
3+

1
β

)w
Rn

(u1 (x)−u0 (x))Φ (x)dx+

2
(
1+

1
β

)w
Rn

u0 (x)Φ (x)dx≥ 0.

G (t) = F′0 (t)+2F0 (t) , b = 1/β取 , 则有

G′ (t)+ (1+b)G (t) = εI+
a0

β

w t

0

w
Rn
⟨x⟩−α|u(s, x)|pΨ (s, x)dxds≥ εI. （20）

e(1+b)t [0, t]利用 同乘上式，在 上积分，整理有

G (t) ≥ e−(1+b)t
[
G (0)+εI

w t

0
e(1+b)sds

]
, （21）

G (0) = ε
r
Rn (u0 (x)+u1 (x))Φ (x)dx其中          .

e2t同乘式 (21)两边，并且积分，进一步整理可得

F0 (t) ≥ e−2t
[
F0 (0)+

w t

0
e(1−b)s

(
G (0)+εI

w s

0
eτdτ

)
ds

]
≥Cε, （22）

C其中 为正常数.

Ψ利用 的渐近性[21]，有w
|x|≤ R+t

⟨x⟩α/(p−1)Ψ (t, x)
p/(p−1)

dx≤C−1/(p−1)
1 (R+ t)α/(p−1)+(n−1)(1−p/(2(p−1))), （23）

C1 =C1 (n, p,R) > 0 t≥ 0其中          ,  .

F0 (t)于是，由 Hölder不等式、式 (22)、(23)以及 的定义，得到w
Rn
⟨x⟩−α |u (t, x)|pdx≥ |F0 (t)|p

(w
|x|≤ R+s

(⟨x⟩−α)−1/(p−1)
Ψ (t, x)

p/(p−1)
dx

)−(p−1)
≥

Cpεp(C−1/(p−1)
1 (R+ t)α/(p−1)+(n−1)(1−p/(2(p−1))))

−(p−1)
≥

C2ε
p (R+ t)−α−(n−1)(p−1)+(n−1)p/2, （24）

C2 =CpC1 t≥ 0其中         ， .

联立式 (8)和式 (24)，可得

βF′′′ (t)+F′′ (t) ≥ a0C2ε
p (R+ t)−α−(n−1)(p−1)+(n−1)p/2≥ C̃2ε

p (R+ t)−α−(n−1)(p−1)−p/2tnp/2, （25）

C̃2 = a0C2其中          .
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a1 = βF′ (0)+F (0) , a2 = βF′′ (0)+F′ (0) [0, t]取  .在 上对式 (25)积分，可推出

βF′ (t)+F (t) ≥ a1+a2t+
C̃2ε

p(np
2
+1

) (np
2
+2

) (R+ t)−α−(n−1)(p−1)−p/2tnp/2+2
. （26）

(1/β)et/β [0, t]对式 (26)两边同乘 ，并且在 上积分，进一步整理有

F (t) ≥ e−t/βF (0)+e−t/β
w t

0

1
β

es/β(a1+a2s)ds+
C̃2ε

p(np
2
+1

) (np
2
+2

)
β

w t

0
e(s−t)/β(R+ s)−α−(n−1)(p−1)−p/2snp/2+2ds≥

C̃2ε
p(np

2
+1

) (np
2
+2

)
β

w t

0
e(s−t)/β(R+ s)−α−(n−1)(p−1)−p/2snp/2+2ds≥

C̃2ε
p(np

2
+1

) (np
2
+2

)
β

(R+ t)−α−(n−1)(p−1)−p/2
w t

t/2
e(s−t)/βsnp/2+2ds≥

C̃2ε
p

2np/2+2
(np

2
+1

) (np
2
+2

) (R+ t)−α−(n−1)(p−1)−p/2tnp/2+2(1− e−t/(2β))≥

C̃2ε
p
(
1− e−1/2

)
2np/2+2

(np
2
+1

) (np
2
+2

) (R+ t)−α−(n−1)(p−1)−p/2tnp/2+2, （27）

t≥ β其中          .

K0 =
C̃2ε

p
(
1− e−1/2

)
2np/2+2

(np
2
+1

) (np
2
+2

) , α0 = α+ (n−1)(p−1)+
p
2
, γ0 =

np
2
+2取  .从而由上式得到

F (t) ≥ K0(R+ t)−α0 (t−β)γ0. （28）

F (t)接下来的工作是取得一系列 的下界.

设
F (t) ≥ K j(R+ t)−α j (t−L jβ)γ j , （29）

{K j} j∈N, {α j} j∈N, {γ j} j∈N {L j} j∈N其中  均为后面定义的非负实序列, 定义如下：

L j =

j∏
k=0

lk, lk = 1+ p−k, k, j ∈ N.

∏∞

k=0
lk, lk = 1+ p−k, k ∈ N其无限积定义为    .∏∞

k=0
lk对于 的收敛情况，说明如下.由数学分析知识，有

∞∏
k=0

lk = exp

 ∞∑
k=0

ln lk

 , lim
k→∞

ln lk+1

ln lk
=

1
p
< 1.

j = 0 j≥ 0 j+1易知， 时，式 (28)蕴含式 (29).假设式 (29)对所有 成立，以下证明对 成立.

事实上，由式 (12)和式 (29)，有

F(t)≥ a0C0(R+ t)−(n(p−1)+α)
w t

0
e(s−t)/β

w s

0

w τ
0
K j

p(R+σ)−pα j (σ−L jβ)pγ jdσdτds≥

a0C0(R+ t)−n(p−1)−α−pα j K p
j

w t

L jβ
e(s−t)/β

w s

L jβ

w τ
L jβ

(σ−L jβ)pγ jdσdτds≥

a0C0(R+ t)−n(p−1)−α−pα j

(pγ j+1)(pγ j+2)
K p

j

w t

L jβ
e(s−t)/β(s−L jβ)pγ j+2ds≥
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a0C0(R+ t)−n(p−1)−α−pα j

(pγ j+1)(pγ j+2)
K p

j

w t

t/l j+1
e(s−t)/β(s−L jβ)pγ j+2ds≥

a0C0(R+ t)−n(p−1)−α−pα j (t−L j+1β)pγ j+2

(pγ j+1)(pγ j+2)lpγ j+2
j+1

K p
j

w t

t/l j+1
e(s−t)/βds≥

a0C0(R+ t)−n(p−1)−α−pα j (t−L j+1β)pγ j+2

(pγ j+1)(pγ j+2)lpγ j+2
j+1

K p
j (1− e−t/(βl j+1)(l j+1−1))≥

a0C0(p−1/2)(R+ t)−n(p−1)−α−pα j (t−L j+1β)pγ j+2

(pγ j+1)(pγ j+2)lpγ j+2
j+1

K p
j p−2( j+1) =

K j+1(R+ t)−α j+1 (t−L j+1β)γ j+1 , （30）

其中

t≥ L j+1β, K j+1 =

a0C0

(
p− 1

2

)
K p

j p−2( j+1)

(pγ j+1)(pγ j+2)lpγ j+2
j+1

, α j+1 = n(p−1)+α+ pα j, γ j+1 = pγ j+2. （31）

式 (30)中的推导过程利用了下面的结果：

1− e−t/(βl j+1)(l j+1−1)≥ 1− e−(l j+1−1)≥ 1−
(
1− (l j+1−1)+

1
2

(l j+1−1)2
)
≥

(
p− 1

2

)
p−2( j+1)

.

j+1式 (31)表明式 (29)对 成立.

α j,γ j,K j接下来的主要任务是对 进行估计.

α j,γ j由式 (31)，利用递推关系，对 ，有

α j = (n(p−1)+α)(1+ p+ p2+ · · ·+ p j−1)+α0 p j =

(
α

p−1
+n+α0

)
p j−

(
α

p−1
+n

)
,

γ j = 2(1+ p+ p2+ · · ·+ p j−1)+γ0 p j =

(
2

p−1
+γ0

)
p j− 2

p−1
. （32）

同时可推得

(pγ j−1+1)(pγ j−1+2)≤ (pγ j−1+2)2 = γ2
j ,

γ j =

(
2

p−1
+γ0

)
p j− 2

p−1
≤

(
2

p−1
+γ0

)
p j,

lim
j→∞

lγ j

j = lim
j→∞

(1+ p− j)
(2/(p−1)+γ0)p j−2/(p−1)

= eγ0+2/(p−1)
. （33）

联立式 (31)~(33)，有

K j =

a0C0

(
p− 1

2

)
K p

j−1 p−2 j

(pγ j−1+1)(pγ j−1+2)lpγ j−1+2
j

≥

a0C0

(
p− 1

2

)
K p

j−1

γ2
j l
γ j

j p2 j
≥

a0C0

(
p− 1

2

)
K p

j−1(
2

p−1
+γ0

)2

eγ0+2/(p−1) p4 j

= DK p
j−1 p−4 j, （34）

D =
a0C0

(
p− 1

2

)
(

2
p−1

+γ0

)2

eγ0+2/(p−1)

其中          .

对式 (34)两边取对数，进一步递推，可以推出
ln K j≥ ln D+ pln K j−1−4 jln p≥ · · · ≥(

1+ p+ p2+ · · ·+ p j−1
)
ln D+ p jln K0−4(p j−1+2p j−2+ · · ·+ j)ln p =
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p j
(

ln D
p−1

+ ln K0−
4pln p
(p−1)2

)
+

4(p+ (p−1) j) ln p
(p−1)2 − ln D

p−1
, ∀ j ∈ N. （35）

j0 = j0 (n, p,α) ∈ N取 ，使得

j0≥
ln D
4ln p

− p
p−1

.

由此，可得

ln K j≥ p j
(

ln D
p−1

+ ln K0−
4pln p
(p−1)2

)
= p jln (E0ε

p) , （36）

E0 = E0 (n, p) > 0其中          .

L = lim j→∞L j =
∏∞

j=0
l j ∈ R l j > 1 j→∞ L j→ L令  .由定义可知 , 故 时， .

j ∈ R t≥ Lβ又由式 (29)，可推知，当 和 时，有

F (t) ≥ K j(R+ t)−α j (t−Lβ)γ j. （37）

j≥ j0, t≥ Lβ将式 (32)和式 (36)代入式 (37)，得到当 时，有

F(t)≥ exp(p jln(E0ε
p))(R+ t)

−
((
α

p−1+n+α0

)
p j−

(
α

p−1+n
))

(t−Lβ)
(

2
p−1+γ0

)
p j− 2

p−1 =

exp
(
p j

(
ln (E0ε

p)−
(
α

p−1
+n+α0

)
ln (R+ t)+

(
2

p−1
+γ0

)
ln(t−Lβ)

))
×

(R+ t)
(
α

p−1+n
)
(t−Lβ)−

2
p−1 . （38）

t≥max {R,3Lβ} ,令  式 (38)化为

F (t) ≥ exp
(
p j

(
ln

(
E0ε

p2
2−α
p−1+γ0−n−α0 3

−
(

2
p−1+γ0

)
t

2
p−1+γ0−

(
α

p−1+n+α0

))))
× (R+ t)

−
(
α

p−1+n
)
(t−Lβ)−

2
p−1 =

exp
(
p j

(
ln

(
E1ε

pt
2

p−1+γ0−
(
α

p−1+n+α0

))))
× (R+ t)

(
α

p−1+n
)
(t−Lβ)−

2
p−1 , （39）

E1 = E02
2−α
p−1+γ0−n−α0 3

−
(

2
p−1+γ0

)
其中          .

exp函数中t上式右边项 的指数为

2
p−1

+γ0−
(
α

p−1
+n+α0

)
=

2+ (n+1−2α) p− (n−1)p2

2(p−1)
=

Y(n, p,α)
2(p−1)

.

0 < α < 2 n = 1 p > 1; n≥ 2 1 < p < p0(n,α) 指数函数中t由 ，当 时，  当 时， .此时 的指数为正.

ε0 = ε0 (u0,u1,u2,n, p,α,R,β) > 0,记  使得

ε0
− 2p(p−1)

Y(n,p,α) ≥ E1

2(p−1)
Y(n,p,α) max {R,3Lβ}.

E2 = E1
− 2(p−1)

Y(n,p,α) . ε ∈ (0, ε0] t > E2ε
− 2p(p−1)

Y(n,p,α)取  于是，对于 和   ，有

t≥max {R,3Lβ}，ln
(
E1ε

pt
Y(n,p,α)
2(p−1)

)
> 0.

j→∞ ε ∈ (0, ε0] t > E2ε
− 2p(p−1)

Y(n,p,α) F (t)式 (39)中，令 ，则当 和  时，可得 的下界爆破.所以问题 (1)不存在全局

解.进一步可推出其生命跨度的上界估计为

T (ε) ≤ C̃ε
− 2p(p−1)

Y(n,p,α) ,

C̃其中 为正常数.

定理 1得证. 

3    结　　论

本文运用泛函分析方法和迭代技巧，研究了一类具有空变系数源项的半线性 MGT方程解的爆破问题.通
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过选取恰当的能量泛函以及测试函数，推出了在次临界情形下其 Cauchy问题解的爆破以及解的生命跨度的

上界估计.在后续的研究中，将进一步考虑运用迭代方法分析在临界情况下其 Cauchy问题解的爆破情况，此

时对于测试函数和能量泛函的选择会变得更复杂也最关键.
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参考文献（ References ） ：

 ALVES M O, CAIXETA A H, SILVA M A J, et al. Moore-Gibson-Thompson equation with memory in a his-

tory framework: a semigroup approach[J]. Zeitschrift fur Angewandte Mathematik und Physik, 2018, 69（4）: 106.

［1］

 CAIXETA  A  H,  LASIECKA  I,  DOMINGOS  CAVALCANTI  V  N.  On  long  time  behavior  of  Moore-Gibson-

Thompson equation with molecular relaxation[J]. Evolution Equations and Control Theory, 2016, 5（4）: 661-676.

［2］

 DELL’ORO F, LASIECKA I, PATA V. A note on the Moore-Gibson-Thompson equation with memory of type

Ⅱ[J]. Journal of Evolution Equations, 2020, 20（4）: 1251-1268.

［3］

 DELL ’ORO  F,  LASIECKA  I,  PATA  V.  The  Moore-Gibson-Thompson  equation  with  memory  in  the  critical

case[J]. Journal of Differential Equations, 2016, 261（7）: 4188-4222.

［4］

 DELL’ORO F, PATA V. On the Moore-Gibson-Thompson equation and its relation to linear viscoelasticity[J].

Applied Mathematics and Optimization, 2017, 76（3）: 641-655.

［5］

 LASIECKA I.  Global solvability of Moore-Gibson-Thompson equation with memory arising in nonlinear acous-

tics[J]. Journal of Evolution Equations, 2017, 17（1）: 411-441.

［6］

 LASIECKA I, WANG X. Moore-Gibson-Thompson equation with memory, part Ⅰ: exponential decay of energy[J].

Zeitschrift fur Angewandte Mathematik und Physik, 2016, 67（2）. DOI: 10.1007/s00033-015-0597-8.

［7］

 PELLICER M, SAID-HOUARI B. Wellposedness and decay rates for the Cauchy problem of the Moore-Gibson-

Thompson equation arising in high intensity ultrasound[J]. Applied Mathematics and Optimization, 2019, 80（2）:

447-478.

［8］

 PELLICER M, SOLÁ-MORALES J. Optimal scalar products in the Moore-Gibson-Thompson equation[J]. Evol-

ution Equations and Control Theory, 2019, 8（1）: 203-220.

［9］

 KALTENBACHER  B,  MARCHAND  R.  Well-posedness  and  exponential  decay  rates  for  the  Moore-Gibson-

Thompson equation arising in high intensity ultrasound[J]. Control and Cybernetics, 2011, 40（4）: 971-988.

［10］

 LINDBLAD H, SOGGE C D. Long-time existence for small amplitude semilinear wave equations[J]. American

Journal of Mathematics, 1996, 118（5）: 1047-1135.

［11］

 TAKAMURA H,  WAKASA K.  The  sharp  upper  bound of  the  lifespan of  solutions  to  critical  semilinear  wave

equations in high dimensions[J]. Journal of Differential Equations, 2011, 251（4/5）: 1157-1171.

［12］

 ZHOU Y.  Cauchy  problem  for  semilinear  wave  equations  in  four  space  dimensions  with  small  initial  data[J].

Journal of Partial Differential Equations, 1995, 8（2）: 135-144.

［13］

 ZHOU  Y.  Blow  up  of  solutions  to  semilinear  wave  equations  with  critical  exponent  in  high  dimensions[J].

Chinese Annals of Mathematics (Series B), 2007, 28（2）: 205-212.

［14］

 DI POMPONIO S,  GEORGIEV V.  Life-span  of  subcritical  semilinear  wave  equation[J]. Asymptotic  Analysis,

2001, 28（2）: 91-114.

［15］

 王虎生, 孙海霞. 一类非线性项的二维波动方程解的生命跨度研究[J]. 应用数学, 2020, 33（3）: 620-633. （WANG

Husheng, SUN Haixia. The life span of classical solutions to nonlinear wave equations with weighted function in

two space dimensions[J]. Mathematica Applicata, 2020, 33（3）: 620-633.（in Chinese））

［16］

 CHEN W, PALMIERI A. Nonexistence of global solutions for the semilinear Moore-Gibson-Thompson equation

in the conservative case[J]. Discrete and Continuous Dynamical Systems, 2020, 40（9）: 5513-5540.

［17］

 CHEN W, PALMIERI A. A blow-up result for the semilinear Moore-Gibson-Thompson equation with nonlinear-

ity of derivative type in the conservative case[J]. Evolution Equations and Control Theory, 2020, 10（4）: 673-687.

［18］

 CHEN W.  Interplay  effects  on  blow-up  of  weakly  coupled  systems  for  semilinear  wave  equations  with  general

nonlinear memory terms[J]. Nonlinear Analysis, 2021, 202: 112160.

［19］

第 3 期 欧阳柏平： 具有空变系数源项的半线性 Moore-Gibson-Thompson 方程全局解的非存在性 361

 

https://doi.org/10.1007/s00033-018-0999-5
https://doi.org/10.3934/eect.2016024
https://doi.org/10.1007/s00028-019-00554-0
https://doi.org/10.1016/j.jde.2016.06.025
https://doi.org/10.1007/s00245-016-9365-1
https://doi.org/10.1007/s00028-016-0353-3
https://doi.org/10.1007/s00245-017-9471-8
https://doi.org/10.3934/eect.2019011
https://doi.org/10.3934/eect.2019011
https://doi.org/10.1353/ajm.1996.0042
https://doi.org/10.1353/ajm.1996.0042
https://doi.org/10.1016/j.jde.2011.03.024
https://doi.org/10.3934/dcds.2020236
https://doi.org/10.1016/j.na.2020.112160
https://doi.org/10.1007/s00033-018-0999-5
https://doi.org/10.3934/eect.2016024
https://doi.org/10.1007/s00028-019-00554-0
https://doi.org/10.1016/j.jde.2016.06.025
https://doi.org/10.1007/s00245-016-9365-1
https://doi.org/10.1007/s00028-016-0353-3
https://doi.org/10.1007/s00245-017-9471-8
https://doi.org/10.3934/eect.2019011
https://doi.org/10.3934/eect.2019011
https://doi.org/10.1353/ajm.1996.0042
https://doi.org/10.1353/ajm.1996.0042
https://doi.org/10.1016/j.jde.2011.03.024
https://doi.org/10.3934/dcds.2020236
https://doi.org/10.1016/j.na.2020.112160


 CHEN W, REISSIG M. Blow-up of solutions to Nakao’s problem via an iteration argument[J]. Journal of Differ-

ential Equations, 2021, 275: 733-756.

［20］

 LAI N A, TAKAMURA H. Nonexistence of global solutions of nonlinear wave equations with weak time-depend-

ent damping related to Glassey’s conjecture[J]. Differential and Integral Equations, 2019, 32（1/2）: 37-48.

［21］

 LAI N A, TAKAMURA H, WAKASA K. Blow-up for semilinear wave equations with the scale invariant damp-

ing and super-Fujita exponent[J]. Journal of Differential Equations, 2017, 263（9）: 5377-5394.

［22］

 PALMIERI A, TAKAMURA A. Blow-up for a weekly coupled system of semilinear damped wave equations in

the scattering case with power nonlinearities[J]. Nonlinear Analysis, 2019, 187: 467-492.

［23］

 YORDANOV B T, ZHANG Q S. Finite time blow up for critical wave equations in high dimensions[J]. Journal

of Functional Analysis, 2006, 231（2）: 361-374.

［24］

362 应 用 数 学 和 力 学 2022 年  第 43 卷

 

https://doi.org/10.1016/j.jde.2020.11.009
https://doi.org/10.1016/j.jde.2020.11.009
https://doi.org/10.1016/j.jde.2020.11.009
https://doi.org/10.1016/j.jde.2017.06.017
https://doi.org/10.1016/j.na.2019.06.016
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2005.03.012
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2005.03.012
https://doi.org/10.1016/j.jde.2020.11.009
https://doi.org/10.1016/j.jde.2020.11.009
https://doi.org/10.1016/j.jde.2020.11.009
https://doi.org/10.1016/j.jde.2017.06.017
https://doi.org/10.1016/j.na.2019.06.016
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2005.03.012
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2005.03.012

	引　　言
	1 主 要 结 果
	2 主要结果证明
	3 结　　论

