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Ω ⊂ RN (N≥2)

Ω ⊂ R3

N = 3 N = 2

摘要：  考虑了一个描述趋化细胞迁移的宏观非线性 Keller-Segel 模型, 其中该模型的存在区域 是有界

的凸区域.利用能量估计的方法得到了 上解的全局存在性.如果方程中的参数满足一定约束条件，证明了当

和 时可能的爆破时间的下界.
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Global Existence of Solutions and Lower Bound Estimate of Blow-Up Time
for the Keller-Segel Chemotaxis Model

LI Yuanfei
（Institute of Mathematics and Statistics, Guangzhou Huashang College, Guangzhou 511300, P.R.China）

 

Ω ⊂ RN (N≥2) Ω ⊂ R3

N = 3 N = 2

Abstract：A macroscopic nonlinear Keller-Segel model for chemotactic cell migration was considered, where the existence

region  of  the  model  is  a  bounded  convex  one  on  .  The  global  existence  of  the  solution  on    was

obtained by means of the energy estimate method. The lower bound of the blow-up time was proved for   and  .
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引　　言

在本文中，我们研究以下非线性 Keller-Segel趋化模型[1]：

∂u
∂t
= ∇ · (D(u)∇u)−∇ · (S (u)∇v), in Ω× (0, t∗),

∂v
∂t
= ∆v− v+u, in Ω× (0, t∗),

∂u
∂n
=
∂v
∂n
= 0, in ∂Ω× (0, t∗),

u = u0(x), v = v0(x), in Ω, t = 0,

（1）

Ω RN(N≥2) ∂Ω ∂/∂n ∂Ω D(u)其中 是 上的一个有界凸区域，并具有光滑的边界 ， 是 上的外单位法向导数， 是非线性
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S (u) u0 v0 t∗扩散项， 是聚集项， 和 是非负的连续函数， 是可能的爆破时间.更多的限制将在下文给出.

t→ t∗ t∗

t∗

当人们研究一个数学模型时，首先考虑的是该模型在数学上的合理性，即解的适定性研究.然而在某些特

定的条件下，解具有爆破性.众所周知，抛物方程的解当  时变得无界，就称解在  处发生爆破.通常情况

下，确定解的爆破时间是困难的.所以人们开始估计爆破时间的上界，积累了大量的方法.事实上，爆破时间的

下界同样重要.自从 Weissler[2-3] 在 20世纪 80年代开始考虑爆破时间的下界以来，近几十年来，在研究偏微分

方程的下界方面出现了大量的成果（见文献 [4-12]）.首先假设解在某个有限时刻  处爆破，然后推导爆破时间

的下界.不管爆破最后有没有发生，这种类型的下界都是有意义的.例如文献 [13]提到的 2003年哥伦比亚号

航天飞机的灾难.由于航天飞机发射时被一块脱落的泡沫击中飞机左翼，导致那块隔热材料局部受损.结果，

在重返大气层时，航天飞机由于在受损部分附近产生巨大热量而解体.事实上，以前的几架航天飞机也有类似

的问题，但它们都能安全着陆.一些工程师怀疑这些损伤太小，以至于航天飞机能够在温度变得足够大之前

着陆.

事实上，方程 (1)的几种特殊形式已经得到了研究.Payne和 Song[14] 研究了趋化模型
∂u
∂t
= ∆u−∇ · (u∇v), in Ω× (0, t∗),

0 = ∆v+u−1, in Ω× (0, t∗)

在齐次 Neumman边界条件下的爆破现象.通过利用微分不等式技术，得到了爆破时间的下界.当初始条件满

足一定约束条件时，证明了解的全局存在性.文献 [15]把文献 [14]的研究进一步推广到了非线性边界条件上，

通过对已知数据项进行一定的约束，当爆破发生时推导了爆破时间的下界.

Payne和 Song在文献 [16]里研究了以下 Keller-Segel方程：
∂u
∂t
= ∆u− k1∇ · (u∇v), in Ω× (0, t∗),

∂v
∂t
= k2∆v− k3v+ k4u, in Ω× (0, t∗),

ki(i = 1,2,3,4) N = 2其中 是大于零的常数.当 时，文献 [16]获得了爆破时间的下界.Li和 Zheng[17] 进一步推广到

一个完整的 Keller-Segel方程：
∂u
∂t
= ∆u− k1∇ · (up∇v), in Ω× (0, t∗),

∂v
∂t
= k2∆v− k3v+ k4u, in Ω× (0, t∗).

p >
2
N

他们证明了当 时爆破时间的下界.文献 [18]把该模型推广到了齐次 Robin边界条件上并获得了类似的

结果.

本文研究一个更加复杂的系统 (1)的爆破时间的下界，为了简化起见，我们假设
D(u) = us, S (u) = ur, s,r > 0. （2）

s，r 0 < r <
2
3
，r < s <

max{1，2−3r} 2
3
< r < 1，r− 4

3
< s <min

{
2− 3

2
r，r

}
N = 3

N = 2

本研究的关键是巧妙地找出适当的辅助函数，然而文献 [14-16，18]中的辅助函数并不适合本文的模

型.因此本研究的关键之处就是通过对参数 和初始数据进行适当的约束，证明了当

时解是全局存在的.当  时，本文推导 时方程 (1)解的爆

破时间的下界，并把结果推广到了 的情形. 

1    全　局　解

Ω ⊂ R3本节假设 ，我们寻找全局解存在的条件.为此，我们首先给出以下引理.

Ω R3 w ∈C1(Ω)引理 1[19]　设 是 上的有界星型凸区域.若 ，则有
w
Ω

w
3
2 ndx≤

{
3

2ρ0

w
Ω

wndx+
n
2

(
1+

d
ρ0

)w
Ω

wn−1|∇w|dx
} 3

2
,

其中
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n > 1, ρ0 =min
∂Ω

x ·n, d =max
Ω
|x|.

Ω R3 ∂

∂n
w = 0引理 2[20]　设 是 上的有界星型凸区域.若 ，则有

λ1

w
Ω

w2dx≤
w
Ω
|∇w|2dx,

λ1其中 是问题

∆ϕ+λϕ = 0, ϕ > 0, x ∈ Ω;
∂ϕ

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω

的第一正特征值.

我们的主要结果可以表述为如下定理.

u(x, t) v(x, t) Ω ⊂ R3 D(u) S (u)

s,r

定理 1　设 和 是问题 (1)在星型有界区域 上的非负经典解，其中 和 满足式 (2).参
数 满足

0 < r <
2
3
, r < s <max{1,2−3r}.

如果方程 (1)的解在任何有限时刻不会爆破，则解是全局存在的.

证明　我们首先定义

A1(t) =
w
Ω

u2−sdx, A2(t) =
w
Ω
|∆v|2dx. （3）

对式 (3)求导，利用方程 (1)、散度定理和式 (2)，可得

A′1(t) = (2− s)
w
Ω

u1−s[∇ · (us∇u)−∇ · (ur∇v)]dx =

− (2− s)(1− s)
w
Ω
|∇u|2dx− (2− s)(1− s)

1− s+ r

w
Ω

u1−s+r∆vdx. （4）

利用 Hölder不等式和 Young不等式，可得

−
w
Ω

u1−s+r∆vdx≤
(w
Ω

u2−s+rdx
) 1−s+r

2−s+r
(w
Ω

(∆v)2−s+rdx
) 1

2−s+r
≤

1− s+ r
2− s+ r

w
Ω

u2−s+rdx+
1

2− s+ r

w
Ω

(∆v)2−s+rdx. （5）

再利用引理 1，可得

w
Ω

u2−s+rdx≤
(w
Ω

u
3
2 (2−s)dx

) 2(2−s+r)
3(2−s) |Ω|

(2−s)−2r
3(2−s) ≤

|Ω|
(2−s)−2r

3(2−s)

[
3

2ρ0
A1(t)+

2− s
2

(
1+

d
ρ0

)w
Ω

u1−s|∇u|dx
]1+ r

2−s
≤

|Ω|
(2−s)−2r

3(2−s)

 3
2ρ0

A1(t)+
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)(w
Ω

u2−2sdx
) 1

2
(w
Ω
|∇u|2dx

) 1
2


1+ r

2−s

. （6）

利用不等式
(a+b)l≤2l−1(al+bl), a, b > 0, l > 1, （7）

可得

w
Ω

u2−s+rdx≤2
r

2−s |Ω|
(2−s)−2r

3(2−s)

{
3

2ρ0
[A1(t)]1+ r

2−s +

[
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)
|Ω|

s
2(2−s)

]1+ r
2−s
×

(w
Ω

u2−sdx
) 1−s

2−s ·(1+
r

2−s ) (w
Ω
|∇u|2dx

) 1
2+

r
2(2−s)

}
. （8）

利用 Young不等式，由式 (8)可得

w
Ω

u2−s+rdx≤a1 [A1(t)]1+ r
2−s +a2 [A1(t)]

1−s
2−s ·

1+ r
2−s

1
2−

r
2(2−s) +a3ε1

w
Ω
|∇u|2dx, （9）

ε1其中 是大于零的常数以及
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

a1 = 2
r

2−s |Ω|
(2−s)−2r

3(2−s)

[
3

2ρ0

]1+ r
2−s
,

a2 =

[
1
2
− r

2(2− s)

]
2

r
2−s |Ω|

(2−s)−2r
3(2−s)

[
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)
|Ω|

s
2(2−s)

]1+ r
2−s
ε

−
1
2+

r
2(2−s)

1
2−

r
2(2−s)

1 ,

a3 =

[
1
2
+

r
2(2− s)

]
2

r
2−s |Ω|

(2−s)−2r
3(2−s)

[
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)
|Ω|

s
2(2−s)

]1+ r
2−s

.

s > r由于 ，所以
w
Ω
|∆v|2−s+rdx≤

(w
Ω
|∆v|2dx

) 2−s+r
2 |Ω|

s−r
2 . （10）

把式 (9)和 (10)代入到式 (5)再结合式 (4)，可得

A′1(t)≤
(2− s)(1− s)

2− s+ r
a1[A1(t)]1+ r

2−s +
(2− s)(1− s)

2− s+ r
a2[A1(t)]

1−s
2−s ·

1+ r
2−s

1
2−

r
2(2−s) +[

(2− s)(1− s)
2− s+ r

a3ε1− (2− s)(1− s)
]w
Ω
|∇u|2dx+

(2− s)(1− s)
(1− s+ r)(2− s+ r)

(w
Ω
|∆v|2dx

) 2−s+r
2 |Ω|

s−r
2 . （11）

利用散度定理和方程 (1)，可得

A′2(t) = −2
w
Ω
∇∆v · ∇vtdx = −2

w
Ω
∇∆v · [∇∆v−∇v+∇u]dx =

−2
w
Ω
|∇∆v|2dx−2

w
Ω
|∆v|2dx−2

w
Ω
∇∆v · ∇udx≤−

w
Ω
|∇∆v|2dx−2

w
Ω
|∆v|2dx+

w
Ω
|∇u|2dx. （12）

记

A(t) = A1(t)+
1
4

(2− s)(1− s)A2(t), （13）

ε1并在式 (9)中取 满足
(2− s)(1− s)

2− s+ r
a3ε1−

1
4

(2− s)(1− s) = 0,

由式 (9)和 (10)，可得

A′(t)≤c1 [A1(t)]1+ r
2−s + c2 [A1(t)]

1−s
2−s ·

1+ r
2−s

1
2−

r
2(2−s) − 1

2
(2− s)(1− s)

w
Ω
|∇u|2dx+

c3 [A2(t)]
2−s+r

2 − 1
2

(2− s)(1− s)A2(t), （14）

其中

c1 =
(2− s)(1− s)

2− s+ r
a1, c2 =

1
2

(2− s)(1− s)
2− s+ r

a2, c3 =
(2− s)(1− s)

(1− s+ r)(2− s+ r)
|Ω|

s−r
2 .

利用引理 2和 Hölder不等式，可得r
Ω |∇u|2dx≥λ1

r
Ω u2dx≥λ1 [A1(t)]

2
2−s |Ω|

−s
2−s . （15）

s > r由于 ，所以由式 (14)和 (15)，可得

A′(t)≤ [A1(t)]1+ r
2−s

{
c1−

1
4

(2− s)(1− s)λ1|Ω|
−s
2−s [A1(t)]

s−r
2−s

}
+

[A1(t)]

1−s
2−s ·

(1+ r
2−s )

1
2−

r
2(2−s)

{
c2−

1
4

(2− s)(1− s)λ1|Ω|
−s
2−s [A1(t)]

2(s−r)
2−s−r

}
+

[A2(t)]
2−s+r

2 |Ω|
s−r
2

{
c3−

1
2

(2− s)(1− s) [A2(t)]
s−r
2

}
. （16）

A(t) t∗式 (16)说明方程 (1)的解在 的测度下不会在任何有限时刻爆破 .否则，若存在某有限时刻 使得
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limt→t∗ A(t) =∞ [t0, t∗) A′(t) < 0, t ∈ [t0, t∗) A(t) [t0, t∗)

A(t∗) < A(t0) A(t) t∗
，则由式 (16)可知存在区间 使得 .这就表明 在 上是单调递减函

数，所以 .这与 在 处爆破矛盾.证毕.

r≥2/3 t∗

t∗
注 1　当 时，定理 1就不再成立了，即解可能在某有限时刻 处爆破.在此种情形下，我们在下一节推导爆破时间

的下界.
 

N = 32     时爆破时间的下界

Ω ⊂ R3本节假设 ，当爆破发生时，我们推导爆破时间的下界.我们的主要结果可以表述为如下定理.

u(x, t) v(x, t) Ω ⊂ R3 D(u) S (u)

s,r

定理 2　设 和 是问题 (1)在星型有界区域 上的非负经典解，其中 和 满足式 (2).参

数 满足

2
3
< r < 1, r− 4

3
< s <min

{
2− 3

2
r,r

}
.

t∗ t∗如果方程 (1)的解在某有限时刻 爆破，则爆破时间 一定具有下界，即

t∗≥
w ∞

A(0)

dζ

b1ζ
1+ r

2−s +b2ζ
1+

r(5−4s)
2(2−s)2−3r(2−s) +b3ζ

1+ 1
2 (r−s)

+b4ζ
1+

2(r−s)

1− 3
4 (r−s)

,

bi(i = 1,2,3,4)其中 是大于零的常数，以及

A(0) =
w
Ω

u2−s
0 dx+

1
2

(2− s)(1− s)
w
Ω
|∆v0|2dx.

证明　我们仍然使用式 (3)所定义的辅助函数.重新计算式 (6)，利用方程 (1)、Hölder不等式、Young不

等式、散度定理、式 (2) 和引理 1，可得

w
Ω

u2−s+rdx≤
(w
Ω

u2−sdx
) 2−s−2r

2−s
(w
Ω

u
3
2 (2−s)dx

) 2r
2−s
≤

[A1(t)]
2−s−2r

2−s

[
3

2ρ0
A1(t)+

2− s
2

(
1+

d
ρ0

)w
Ω

u1−s|∇u|dx
] 3r

2−s
≤

[A1(t)]
2−s−2r

2−s

 3
2ρ0

A1(t)+
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)(w
Ω

u2−2sdx
) 1

2
(w
Ω
|∇u|2dx

) 1
2


3r

2−s

.

利用不等式 (7)，可得

w
Ω

u2−s+rdx≤2
3r

2−s−1
(

3
2ρ0

) 3r
2−s

[A1(t)]1+ r
2−s +2

3r
2−s−1

[
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)
|Ω|

s
2(2−s)

] 3r
2−s
×

[A1(t)]
(2−s)2−r(1+s)

(2−s)2
(w
Ω
|∇u|2dx

) 3r
2(2−s)

≤

a1 [A1(t)]1+ r
2−s +a2 [A1(t)]1+

r(5−4s)
2(2−s)2−3r(2−s) +a3ε2

w
Ω
|∇u|2dx, （17）

ε2其中 是大于零的常数,

a1 = 2
3r

2−s−1
(

3
2ρ0

) 3r
2−s
, a2 = 2

3r
2−s−1

[
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)
|Ω|

s
2(2−s)

] 3r
2−s

[
1− 3r

2(2− s)

]
ε
− 3r

2(2−s)−3r
2 ,

a3 = 2
3r

2−s−1
[
2− s

2

(
1+

d
ρ0

)
|Ω|

s
2(2−s)

] 3r
2−s 3r

2(2− s)
.

接下来，我们控制式 (6)中的第二项.利用引理 1，可得
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w
Ω

(∆v)2−s+rdx≤
(w
Ω

(∆v)2dx
)1+s−r (w

Ω
(∆v)3dx

)r−s
≤

(w
Ω

(∆v)2dx
)1+s−r

[
3

2ρ0

w
Ω

(∆v)2dx+
(
1+

d
ρ0

)w
Ω
∆v|∇∆v|dx

] 3
2 (r−s)

≤

2
3
2 (r−s)−1 [A2(t)]1+s−r


(

3
2ρ0

) 3
2 (r−s)

[A2(t)]
3
2 (r−s)

+

[(
1+

d
ρ0

)] 3
2 (r−s)

×

[A2(t)]
3
4 (r−s)

(w
Ω
|∇∆v|2dx

) 3
4 (r−s)

≤
a4 [A2(t)]1+ 1

2 (r−s)
+a5 [A2(t)]

1+

1
2 (r−s)

1− 3
4 (r−s)

+a6ε3

w
Ω
|∇∆v|2dx, （18）

ε3其中 是大于零的常数,

a4 = 2
3
2 (r−s)−1

(
3

2ρ0

) 3
2 (r−s)

, a5 = 2
3
2 (r−s)−1

[
1− 3

4
(r− s)

](
1+

d
ρ0

) 3
2 (r−s)

ε

−
3
4 (r−s)

1− 3
4 (r−s)

3 ,

a6 = 2
3
2 (r−s)−1 3

4
(r− s)

(
1+

d
ρ0

) 3
2 (r−s)

.

把式 (17)和式 (18)代入到式 (5)再联合式 (4)，可得

A′1(t)≤
(2− s)(1− s)

2− s+ r
a1 [A1(t)]1+ r

2−s +
(2− s)(1− s)

2− s+ r
a2 [A1(t)]1+

r(5−4s)
2(2−s)2−3r(2−s) −[

(2− s)(1− s)− (2− s)(1− s)
2− s+ r

a3ε2

]w
Ω
|∇u|2dx+

(2− s)(1− s)
(1− s+ r)(2− s+ r)

a4 [A2(t)]1+ 1
2 (r−s)

+
(2− s)(1− s)

(1− s+ r)(2− s+ r)
a5 [A2(t)]

1+
2(r−s)

1− 3
4 (r−s)

+

(2− s)(1− s)
(1− s+ r)(2− s+ r)

a6ε3

w
Ω
|∇∆v|2dx. （19）

利用散度定理和方程 (1)，可得

A′2(t) = −2
w
Ω
∇∆v · ∇vtdx =

−2
w
Ω
∇∆v · [∇∆v−∇v+∇u]dx =

−2
w
Ω
|∇∆v|2dx−2

w
Ω
|∆v|2dx−2

w
Ω
∇∆v · ∇udx≤

−
w
Ω
|∇∆v|2dx−2

w
Ω
|∆v|2dx+

w
Ω
|∇u|2dx. （20）

取

ε2 =
2− s+ r

a3
, ε3 =

1
2a6

(1− s+ r)(2− s+ r),

并联合式 (19)、(20)和式 (13)，可得

A′(t)≤b1 [A(t)]1+ r
2−s +b2 [A(t)]1+

r(5−4s)
2(2−s)2−3r(2−s) +

b3 [A(t)]1+ 1
2 (r−s)

+b4 [A(t)]
1+

2(r−s)

1− 3
4 (r−s) , （21）

其中

b1 =
(2− s)(1− s)

2− s+ r
a1, b2 =

(2− s)(1− s)
2− s+ r

a2, b3 =
(2− s)(1− s)

(1− s+ r)(2− s+ r)
a4, b4 =

(2− s)(1− s)
(1− s+ r)(2− s+ r)

a5.

由式 (21)可得
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A′(t)

b1 [A(t)]1+ r
2−s +b2 [A(t)]1+

r(5−4s)
2(2−s)2−3r(2−s) +b3 [A(t)]1+ 1

2 (r−s)
+b4 [A(t)]

1+
2(r−s)

1− 3
4 (r−s)

≤1.
（22）

A(t) t∗ limt→t∗ A(t) =∞ t∗若方程的解在 测度下在某有限时刻 爆破，则 .对式 (22)从 0到 积分即可完成定理 2的

证明. 

N = 23     时的爆破时间的下界

Ω ⊂ R2本节推导 时方程 (1)解的爆破时间的下界.我们先给出以下引理.

Ω ⊂ R2引理 3[4，17，21]　设 是一个有界的凸区域，则(w
Ω

w4dx
) 1

2
≤n1

w
Ω
|w|2dx+n2

w
Ω

w|∇w|dx,

其中

n1 =

√
2

2ρ0
, n2 =

√
2

2

(
1+

d
ρ0

)
.　　    　

利用引理 3，我们可得以下定理.

u(x, t) v(x, t) Ω ⊂ R2 D(u) S (u)

s,r

定理 3　设 和 是问题 (1)在星型有界区域 上的非负经典解，其中 和 满足式 (2).参
数 满足

2
3
< r < 1, 2−2r < s < r.

t∗ t∗如果方程 (1)的解在某有限时刻 爆破，则爆破时间 一定具有下界，即

t∗≥
w ∞

A(0)

dζ

b5ζ1+δ2 +b6ζ
1+

(2−2s)δ2
(2−s)δ1 +b7ζ

1+ 1
2 (r−s)

+b8ζ
1+ r−s

2−(r−s)

,

bi(i = 5,6,7,8)其中 是大于零的常数以及

δ1 = 1− r
2− s
, δ2 =

r
2− s
, A(0) =

w
Ω

u2−s
0 dx+

1
2

(2− s)(1− s)
w
Ω
|∆v0|2dx.

证明　我们利用引理 3重新计算式 (6)，可得
w
Ω

u2−s+rdx≤
(w
Ω

u2−sdx
)δ1 (w

Ω
u2(2−s)dx

)δ2
≤(w

Ω
u2−sdx

)δ1 [
n1

w
Ω

u2−sdx+n2

w
Ω

u1−s|∇u|dx
]2δ2
≤

22δ2−1n2δ2
1 [A1(t)]1+δ2 +22δ2−1n2δ2

2 |Ω|
sδ2
2−s [A1(t)]δ1+

2−2s
2−s δ2

(w
Ω
|∇u|2dx

)δ2
≤

a7 [A1(t)]1+δ2 +a8 [A1(t)]1+
(2−2s)δ2
(2−s)δ1 +a9ε3

w
Ω
|∇u|2dx, （23）

ε3 a7 = 22δ2−1n2δ2
1 ,a8 = δ122δ2−1n2δ2

2 |Ω|
sδ2
2−s ε

− δ2
δ1

3 ,a9 = δ222δ2−1n2δ2
2 |Ω|

sδ2
2−s其中 是大于零的常数， .

再重新计算式 (18)，可得

w
Ω

(∆v)2−s+rdx≤
(w
Ω

(∆v)2dx
)1− r−s

2
(w
Ω

(∆v)4dx
) r−s

2
≤(w

Ω
(∆v)2dx

)1− r−s
2

[
n1

w
Ω

(∆v)2dx+n2

w
Ω
∆v|∇∆v|dx

]r−s
≤

2r−s−1 [A2(t)]1− r−s
2

{
nr−s

1 [A2(t)]r−s+nr−s
2 [A2(t)]

1
2 (r−s)

(w
Ω
|∇∆v|2dx

) 1
2 (r−s) }

≤

a10 [A2(t)]1+ 1
2 (r−s)

+a11 [A2(t)]1+ r−s
2−(r−s) +a12ε4

w
Ω
|∇∆v|2dx, （24）
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ε4 a10 = 2r−s−1nr−s
1 , a11 =

[
1− 1

2
(r− s)

]
2r−s−1nr−s

2 ε
− r−s

2−(r−s)
4 , a12 =

1
2

(r− s)2r−s−1nr−s
2其中 是大于零的常数， .

把式 (23)和式 (24)代入式 (5)，再结合式 (3)、(4)、(9)和式 (10)，可得

A′(t)≤−
[
1
2

(2− s)(1− s)− 1− s+ r
2− s+ r

a9ε3

]w
Ω
|∇u|2dx+b5 [A1(t)]1+δ2 +b6 [A1(t)]1+

(2−2s)δ2
(2−s)δ1 −[

1
2

(2− s)(1− s)− 1
2− s+ r

a12ε4

]w
Ω
|∇∆v|2dx+b7 [A2(t)]1+ 1

2 (r−s)
+b8 [A2(t)]1+ r−s

2−(r−s) ,

其中

b5 =
1− s+ r
2− s+ r

a7, b6 =
1− s+ r
2− s+ r

a8, b7 =
1

2− s+ r
a10, b8 =

1
2− s+ r

a11.

ε3 =
(2− s)(1− s)(2− s+ r)

2a9(1− s+ r)
, ε4 =

(2− s)(1− s)(2− s+ r)
2a12

取 ，可得

A′(t)≤b5 [A(t)]1+δ2 +b6 [A(t)]1+
(2−2s)δ2
(2−s)δ1 +b7 [A(t)]1+ 1

2 (r−s)
+b8 [A(t)]1+ r−s

2−(r−s) . （25）

t∗与式 (21)类似，对式 (25)从 0到 积分即可完成定理 3的证明.证毕.

D(u)≤us注 2　如果设 ，定理 1~3仍然是成立的.

Ω ⊂ R2注 3　当 时，引理 1和引理 2就不再成立了，此时我们应用了引理 3.
 

4    总　　结

Ω ⊂ RN ,N > 3

N > 3

本文首先假设方程的解在某有限时刻爆破，然后推导了爆破时间的下界，说明了解在该下界之前是保持

有界的.其次，本文的问题还可以向更深层次推广.第一，我们注意到文献 [1]研究了模型 (1)在 上

解的爆破现象，在初始数据满足一定的条件时，得到了解的爆破时间的上界.可以进一步考虑  的情形，在

此种情况下引理 2和引理 3就不再成立了.此时可利用高维空间的微分不等式，以证明解的存在性和爆破时

间的下界.第二，本文的研究可以向更加一般化的模型推进，例如[22]

∂u
∂t
= ∇ · (D(u)∇u)−∇ · (S (u)∇v)+g(u), in Ω× (0, t∗),

∂v
∂t
= ∆v− v+u, in Ω× (0, t∗),

∂u
∂n
=
∂v
∂n
= 0, in ∂Ω× (0, t∗),

u = u0(x), v = v0(x), in Ω, t = 0,

g(u)其中 是连续非负函数.
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