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摘要：  针对六参数实用黏弹性阻尼耗能结构，基于 Davenport 风速谱系列响应问题进行了系统的研究.首先，利用六

参数黏弹性阻尼器的微分型本构关系，建立了耗能结构基于 Davenport 风速谱激励下的运动方程；然后，运用复模态

法将耗能结构的运动方程由二阶微分方程转化为一阶方程，获得了耗能结构系统对风振激励响应的频域解和功率谱

密度函数表达式；最后，利用数学恒等式，基于随机振动理论获得了耗能结构系统在 Davenport 风速谱激励下的响应

和阻尼器受力的解析解.该文方法不仅考虑了结构系统在风振激励作用下全振型展开的结果，表达式较现有结果更

为简便，效率及精度更高，且适用于非经典阻尼结构.
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Abstract： Based  on  the  Davenport  wind  speed  spectrum,  the  responses  of  6-parameter  practical  viscoelastic  damping

energy  dissipation  structures  were  studied  systematically.  Firstly,  the  differential  constitutive  relation  of  the  6-parameter

viscoelastic damper was used to establish the motion equation of the energy dissipation structure under the Davenport wind

spectrum excitation.  Then,  the motion equation was transformed from the 2nd-order  differential  equation to the 1st-order

one  by  means  of  the  complex  mode  method,  and  the  frequency-domain  solution  and  the  power  spectral  density  function

expression  of  the  energy dissipation  structure  system under  wind excitation  were  obtained.  Finally,  based on the  random
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vibration  theory,  the  analytical  solutions  of  the  response  of  the  energy  dissipation  structure  system  under  the  Davenport

wind spectrum excitation and the force response of the damper, were obtained with the mathematical identity. This method

not only contains the results of the all-vibration-mode expansion of the structure system under wind excitation, but also has

more simple and efficient expressions than existing methods, and applies to nonclassical structures.

Key words：6-parameter  practical  viscoelastic  damping  energy  dissipation  structure； complex  mode  method；Davenport

wind speed spectrum；variance；damper force

 

0    引　　言

近年来，随着建筑水平的不断提高，各类建筑结构向着高柔、大跨度的方向发展.各类建筑结构对于风振

的敏感性更加明显，风灾对人们经济财产造成的损失也越来越大.在工程上，风一般被分为脉动风[1] 和平均风[2]
.

平均风对于建筑物的作用力的方向、速度等物理量看作不随时间改变的量，而风的周期要远大于结构的自振

周期，故平均风对于建筑物的作用性质与静力相同.脉动风是由风的随机性引起的，其强度会随着时间的变化

而变化，且脉动风的周期较短，它的作用性质是动力的，对建筑结构在风振作用下的影响更大. 在风振理论中，

一般采用功率谱来描述风的随机作用，其中 Davenport风速谱[3] 是建筑结构工程中应用较为广泛的脉动风随

机模型.

在建筑结构的风振控制[4] 中，黏弹性阻尼器[5] 被广泛应用，是一种有效措施[6]，且较主动控制[7] 与半主动

控制减震装置[8-9]，具有性能稳定和成本更低的特点.黏弹性阻尼器应用时，不需要改变结构的原始型式，不需

要外部能源的输入来提供控制力，针对高层建筑结构，乃至大跨度、高柔等形式的结构也有显著的耗能减震效

果.为了更好地便于黏弹性阻尼器的工程应用， Mazza和 Vulcano[10] 提出了一种六参数黏弹性阻尼器模型并

应用于实际工程当中.该模型由一个 Kelvin单元[11] 和两个 Maxwell单元[12] 并联构成，其本构方程易于扩阶，

最具有一般性，因此研究六参数黏弹性阻尼器模型分析设置黏弹性阻尼器耗能结构的动力响应特性，具有较

好的工程应用价值.

在以往的风振研究中，对于风振研究的分析方法主要是频域法[13] 和时域法[14]
.在时域法中，Davenport风

速谱并没有协方差的表达式，故在分析风振作用下的结构响应时需要转化为频域法来进行求解.而频域法的

主要分析方法有传递函数法[15] 与虚拟激励法[16]
.李创第等[17] 运用传递函数法对于在 Baskin谱风振激励作用

下设置广义 Maxwell阻尼器的高层建筑耗能结构响应进行了分析，所得结果精度与计算量较前人均有很大提

升.周云等[18] 对高层建筑楼顶钢塔的风振效应进行了研究，分析了不同参数对结构在风振作用下力学性能的

影响，为实际工程的设计提供了参考.周岱等[19] 对大跨空间结构的风振形式和机理进行了分析，说明了风振响

应的计算方法，并指出了随机振动理论是结构风振响应计算的有效理论工具.李桂青等[20] 获得了二阶标准阵

子基于 Davenport谱随机风荷载作用下响应的非正交振型叠加解，但所得解析式极为复杂.基于以上理论基

础，本文运用复模态法，对于六参数阻尼耗能结构在 Davenport风荷载下的结构响应进行了分析，通过算例对

比证明了所得结果十分精确，并提出了结构保护系统即阻尼器响应的表达式，其表达式精确且更为简洁，为实

际工程的应用提供了一定的参考价值. 

1    运 动 方 程

六参数实用黏弹性阻尼器模型如图 1所示，其由一个 Kelvin单元和两个 Maxwell单元并联构成.首层设

置黏弹性阻尼器微分型，其本构关系可表示为
PQ1(t) = kd0x1(t)+ cd0 ẋ1(t)+P11(t)+P12(t), （1）

Ṗ11(t)+
kd1

cd1
P11(t) = kd1 ẋ1(t), （2）

Ṗ12(t)+
kd2

cd2
P12(t) = kd2 ẋ1(t); （3）
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j ( j = 2,3, · · · ,n)第 层的黏弹性阻尼器微分型本构关系可表示为
PQ j(t) = kd0[x j(t)− x j−1(t)]+ cd0[ẋ j(t)− ẋ j−1(t)]+P j1(t)+P j2(t), （4）

Ṗ j1(t)+
kd1

cd1
P j1(t) = kd1[ẋ j(t)− ẋ j−1(t)], （5）

Ṗ j2(t)+
kd2

cd2
P j2(t) = kd2[ẋ j(t)− ẋ j−1(t)], （6）

PQ j(t) P j1(t) P j2(t)

xi(t) kd0,cd0

kd1,cd1 kd2,cd2

式中， 为第 j 层六参数实用黏弹性阻尼器受力； 与 分别为第 j 层六参数实用黏弹性阻尼中两支

Maxwell阻尼单元的阻尼力； 为结构第 i 层阻尼器绝对位移； 分别为六参数实用黏弹性阻尼器的平

衡刚度和平衡阻尼；  与 分别为两支Maxwell阻尼单元的刚度和阻尼系数.
  

图 1    六参数阻尼器模型

Fig. 1    The 6-parameter damper model
 

由式（1）—（6）可得结构中两分支Maxwell阻尼器的阻尼矩阵 P为

Ṗ+λP = Bẋ, （7）

式中

P = [P11 P12 P21 P22 · · · Pn1 Pn2]T, λ = diag[λ11,λ12,λ21,λ22, · · · ,λn1,λn2],

λ j1 =
k j1

c j1
, λ j2 =

k j2

c j2
, B =



k11

k12

−k21 k21

−k22 k22

. . .
. . .

−kn1 kn1

−kn2 kn2


.

六参数实用黏弹性阻尼器所产生的阻尼力矩阵可表示为
PQ (t) = C0 ẋ+K0x+ DP, （8）

式中

K0 =


kd0
−kd0 kd0

. . .
. . .
−kd0 kd0

 , C0 =


cd0
−cd0 cd0

. . .
. . .−cd0 cd0

 , D =

 1 1
1 1
. . .

. . .
1 1

.
综上可知，在风振作用下，六参数黏弹性阻尼耗能结构模型如图 2所示，其运动方程为

Mẍ+Cẋ+Kx+Tp PQ(t) = Pf(t), （9）

M，C，K x x =

[x1 x2 · · · xn]T Tp Tp =


1 −1

1
. . .

. . . −1
1

 Pf(t)

式中， 分别为结构的质量、阻尼、刚度矩阵； 为结构各层相对于地面的位移向量，且

， 上标“T”表示矩阵转置； 为阻尼器位置矩阵， ； 为脉动风荷
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载激励.

由式（8）可知，式（9）可展开，考虑结构的全振型，可将结构的运动方程转化为
Mẍ+ (C+TpC0)ẋ+ (K+TpK0)x+Tp DP = Pf(t). （10）

式（10）即为六参数实用黏弹性阻尼耗能结构在风振激励作用下的运动方程.
  

图 2    六参数黏弹性阻尼耗能结构模型

Fig. 2    The 6-parameter viscoelastic damping energy dissipation structure model
  

2    方程解耦的复模态法

引入状态变量：

y = [x ẋ P]T, （11）

则式（10）可改写为一阶微分方程组：

M̄ẏ+ K̄y = F̄(t), （12）

式中

M̄ =

 C+TpC0 M O1

−B O2 E1

E2 O3 O1

 , K̄ =

 K+TpK0 O3 Tp D
O2 O2 λ

O3 −E2 O1

 , F̄(t) = [F(t) O4 O5]T,

O1 n×2n O2 2n×n O3 n×n O4 2n×1 O5 n×1 E1

2n×2n E2 n×n

为 的零矩阵， 为 的零矩阵， 为 的零矩阵， 为 的列向量， 为 的列向量， 为

的单位对角阵， 为 的单位对角阵.

q U,V由复模态理论[21-22] 可知，式（12）存在特征值矩阵 和左右特征向量矩阵 ，它们满足以下关系：

q = −VTK̄U/VTM̄U, （13）

q式中， 为对角阵，且其元素实部为负.

由复模态变换：
y = UZ, （14）

Z式中， 为广义复模态参数.则方程（12）可解耦为

Ż− qZ = ηF̄(t), （15）

η 4n×4n η = VT/VTM̄U式中， 为 的矩阵， . 
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3    六参数实用黏弹性阻尼耗能结构基于 Davenport 风压谱风振响应分析
 

3.1   基于Davenport 风速谱的脉动风荷载激励模型

Hi pf(Hi, t)

Pf(t)

考虑空间相关性，六参数实用黏弹性阻尼耗能结构在高度为 的各楼层所受到的脉动风压力 (即
式（9）中的 )可表示为[21]

pf(Hi, t) = I0(Hi)B(Hi) f (t), （16）

B(Hi) =

√
24Kr

µz(Hi)
p̄(Hi), （17）

Kr µz(Hi) Hi I0(Hi)

p̄(Hi) Hi

式中， 为地面粗糙度系数； 为离地高度为 的风压高度变化系数； 是方差为 1的随机变量；

为离地高度 处的平均风压力：
p̄(Hi) = Aiµs(Hi)µz(Hi)w0, （18）

Ai其中，µs(H)，w0 分别为离地高度 H 处的风荷载体型系数和基本风压； 为结构风压力计算迎风面积.

f (t)

Su(ω)

式（16）中 为 Davenport风速谱，其是均值为零的平稳随机过程，且具有单边规格化的风速功率谱
[23]：

Su(ω) =
4
3
π

a2ω

(1+a2ω2)
4
3

， （19）

ω≥0 a =
600
πV̄10

V̄10式中， ； ； 表示离地高度 10 m的标准风速.

则考虑空间相关性的风压功率谱与 Davenport风速谱存在如下关系[14]：
SPf (Hi,H j,ω) = ρi jSu(ω), （20）

ρi j = exp
[
− 1

60

∣∣∣Hi−H j

∣∣∣]B(Hi)B(H j), （21）

ρi j式中， 为风压空间性及强度综合参数. 

3.2   耗能结构响应频域解分析

由式（10）和式（16）可得式（15）的分量形式：

Żk −qkZk =

4n∑
i=1

ηk,iI0(Hi)B(Hi) f (t), （22）

ηk,i k i k = 1,2, · · · ,4n; i = 1,2, · · · ,4n式中，  表示矩阵 η第 行第 列的元素； .

则由虚拟激励法[24] 可得式（22）的频域解：

Zk(ω) =
1

pk + jω

√
S u(ω)ejωt

4n∑
i=1

ηk,iI0(Hi)B(Hi). （23）

由式（11）和式（14），结构响应的频域解可表示为

xl =

4n∑
k=1

Ul,kZk (ω) , （24）

ẋl =

4n∑
k=1

Un+l,kZk (ω) , （25）

∆xl =

4n∑
k=1

(
Ul,k −Ul−1,k

)
Zk (ω) , （26）

∆ẋl =

4n∑
k=1

(
Un+l,k −Un+l−1,k

)
Zk (ω) , （27）
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xl ẋl ∆xl ∆ẋl Ul,k U式中， ， ， ， 分别为结构位移、结构速度、层间位移和层间速度； 表示右特征向量 第 l 行第 k 列的

元素.

由式（24）—（27）可知，结构响应的位移与速度可用以下形式表示：

Dl =

4n∑
k=1

Ūl,kZk (ω) , （28）

Dl l Ūl,k = Ul,k Dl l Ūl,k = Un+l,k式中，当 表示第 层位移或层间位移时， ；当 表示第 层速度或层间速度时， .

由式（4）及式（23）可知，结构阻尼器受力响应可表示为

PQi = kd0

4n∑
k=1

(
Ul,k −Ul−1,k

)
Zk (ω)+ cd0

4n∑
k=1

(
Un+l,k −Un+l−1,k

)
Zk (ω)+

4n∑
k=1

(
U2n+2l,k +U2n+2l−1,k

)
Zk (ω). （29）

 

3.3   耗能结构基于Davenport 风压谱响应功率谱分析

由虚拟激励法[21] 可知，结构响应功率谱可表示为

SDl (ω) =
4n∑

k=1

4n∑
i=1

Ūl1,kŪl2,iZk(ω)Z∗i (ω), （30）

Z∗k (ω) Zk(ω) Z∗k (ω) = Zk(−ω)式中， 是 的共轭项，即 .

由式（23）可知，D 的响应功率谱表达式为

SDl (ω) =
4n∑

k=1

4n∑
i=1

Ūl,kŪl,i
1

pk + jω

√
Su(ω)ejωt

4n∑
i1=1

ηk,i1 I0(Hi1 )B(Hi1 )×

1
pk − jω

√
Su(ω)e−jωt

4n∑
i2=1

ηk,i2 I0(Hi2 )B(Hi2 ). （31）

由数学恒等式，可将式（31）化为如下形式：

SDl (ω) =
4n∑

k=1

µkAk +

4n−1∑
k=1

4n∑
i=k+1

µi,kBi,k, （32）

式中

µk = Ū2
l,k, µi,k = Ūl,kŪl,i, Ak = Zk(ω)Z∗k (ω), Bi,k = Zi(ω)Z∗k (ω)+Zk(ω)Z∗i (ω). （33）

将式（23）代入式（33）可得

Ak =
1

pk + jω

√
Su(ω)ejωt

4n∑
i1=1

ηk,i1 I0(Hi1 )B(Hi1 )× 1
pk − jω

√
Su(ω)e−jωt

4n∑
i2=1

ηk,i2 I0(Hi2 )B(Hi2 ). （34）

由式（21），则式（34）可简化为

Ak =
λk

p2
k +ω

2
Su(ω), λk =

2n∑
i1=1

2n∑
i2=1

ηk,i1ηk,i2ρi1i2. （35）

再将式（23）代入式（33）可得

Bik = Zk(ω)Z∗i (ω)+Z∗k (ω)Zi(ω) =
1

pk + jω
1

pi− jω
×

Su(ω)
4n∑

i1=1

4n∑
i2=1

ηi,i1ηk,i2 I0(Hi1 )I0(Hi2 )B(Hi1 )B(Hi2 )+

1
pk − jω

1
pi + jω

Su(ω)
4n∑

i1=1

4n∑
i2=1

ηi,i1ηk,i2 I0(Hi1 )I0(Hi2 )B(Hi1 )B(Hi2 ). （36）
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由式（21），则式（36）改写为

Bik = Su(ω)λik

(
1

pi+ jω
1

pk − jω
+

1
pi− jω

1
pk + jω

)
, λik =

4n∑
i1=1

4n∑
i2=1

ηi,i1ηk,i2ρi1i2. （37）

针对式（37）中的以下部分进行简化：

1
pi+ jω

1
pk − jω

+
1

pi− jω
1

pk + jω
=

1
pi+ pk

 2pi

p2
i +ω

2
+

2pk

p2
k +ω

2

. （38）

将式（38）代入式（37）可得

Bik =
λikSu(ω)
pi+ pk

 2pi

p2
i +ω

2
+

2pk

p2
k +ω

2

. （39）

将式（34）、（39）代入式（32），则结构脉动风压力的响应功率谱可化为

SDl (ω) =

 4n∑
k=1

µkλk

p2
k +ω

2
+

4n−1∑
k=1

4n∑
i=k+1

µikλik

pi+ pk

 2pi

p2
i +ω

2
+

2pk

p2
k +ω

2

Su(ω). （40）
 

3.4   六参数实用黏弹性阻尼耗能结构基于Davenport 风压谱的响应分析

由随机振动理论[22，24] 可知，结构位移响应方差的表达式可写为

αDl,0 =
w ∞

0
S Dl (ω)dω. （41）

将式（40）代入式（41）可得结构位移响应方差的表达式为

αDl
=

4n∑
k=1

λkµkXk,0 + 2
4n−1∑
k=1

4n∑
i=k+1

λikµik

pi+ pk
(piXi,0+ pkXk,0), （42）

Xk,0式中， 的表达式见附录中式（A8）.
结构速度响应方差的表达式可写为

αDl,2 =
w ∞

0
SDl (ω)ω2dω. （43）

将式（40）代入式（43）中可得结构速度响应方差的表达式为

αDl,2 =

4n∑
k=1

λkµkXk,2 + 2
4n−1∑
k=1

4n∑
i=k+1

λikµik

pi+ pk
(piXi,2+ pkXk,2), （44）

Xk,2式中， 的表达式见附录中式（A12）. 

4    算　　例

Kr = 0.001 29

V̄10 = 33.5 m/s Rayleigh
ξ = 0.05 kd0 = 6.64×104 N/m cd0 = 6.64×103 N/m kd1 = 33.2 N/m cd1 = 4.98 N · s/m
kd2 = 9.96 N/m cd2 = 1.99 N · s/m

取 5层六参数实用黏弹性阻尼耗能结构基于 Davenport风速谱的风振响应进行分析，结构的基本参数为：

结构各层质量均为 4 × 105 kg；各层层间刚度均为 3.32 × 107 N/m；地面粗糙度系数为 ；离地高度 10
m的标准平均风速 ；迎风面积 200  m2，各层高度均为 4  m.结构采用 阻尼，阻尼比

.六参数实用黏弹性阻尼参数： ， ， ， ，

， . 

4.1   结构响应功率谱验证

图 3为本文方法得到的位移功率谱密度函数与传统虚拟激励法得到的谱密度函数结果对比验证，图 4为

本文方法得到的层间位移功率谱与传统虚拟激励法得到的谱密度函数结果对比验证.由图中所得结果可知，

本文方法与虚拟激励法所得响应功率谱的结果基本吻合，说明了本文方法对于功率谱转化结果的正确性.由

图 3、4可知，结构位移及层间位移的功率谱密度函数是凸凹曲线，其凸对应着结构的振动特征值，凹是介于

2个卓越振动特征值之间.虚拟激励法所得结果如式（31），其表达式十分复杂，且难以进行积分得出响应方差

的解析解，不利于响应方差的计算，而本文所得结果式（40）表达式更为清晰简便，且可以直接采用数学公式进

行积分转化，得出结构及阻尼器保护系统的解析解. 
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4.2   结构响应方差验证

由随机振动理论中响应方差的定义，虚拟激励法是将式（31）代入式（41）中直接采用梯形积分获得响应方

差的结果，但由于梯形积分会受到积分步长的影响，间距只有取到很小的时候，结果才能保证绝对精确；而本

文将功率谱简化后可以直接得到无需积分的解析解结果如式（42），结果的精度不会受到积分步长的影响.本

文采取 4种积分步长 5 rad/s，2 rad/s，0.5 rad/s，0.01 rad/s来对本文所提方法进行验证.

图 5与图 6为六参数实用黏弹性阻尼耗能结构在 Davenport风速谱作用下由本文方法运算得到的结构位

移响应方差和层间位移响应方差与运用虚拟激励法直接进行梯形积分所得结果的对比验证.由图中对比可

知，本文所得结果与虚拟激励法步长取至 0.01 rad/s时的结果重合，验证了本文方法的正确性.

图 7与图 8为六参数实用黏弹性阻尼耗能结构在 Davenport风速谱作用下，本文方法运算得到的结构速

度响应方差和层间速度响应方差与运用虚拟激励法直接进行梯形积分所得结果的对比验证.由图中结果对比

可知，积分步长取至 0.5 rad/s时的结果与积分步长取至 0.01 rad/s时的结果相同，说明了此时梯形积分的结果

已经趋于稳定，而本文所得的解析解与该结果一致，进一步说明了本文方法精度很高.

  

 

 
图 3    位移功率谱对比图

Fig. 3    The comparison diagram of the displacement power spectrum
 

 

 
图 4    层间位移功率谱对比图

Fig. 4    The  comparison  diagram  of  the  interlayer  displacement  power

spectrum
 

 

 
图 5    位移响应方差对比图

Fig. 5    The comparison diagram of the displacement response

variance
 

 

 
图 6    层间位移响应方差对比图

Fig. 6    The  comparison  diagram  of  the  interlayer  displacement  response

variance
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5    结　　论

本文对于六参数实用黏弹性阻尼耗能结构在 Davenport风速谱作用下的响应进行研究，获得了以下结论：

1） 将六参数黏弹性阻尼器的本构关系由积分形式转化为微分形式，使其能与结构方程联合求解，易于利

用复模态方法获得结构响应的解析解.

2） 本文方法考虑了结构系统在风振激励作用下全振型展开的结果，表达式较李桂青等[20] 所得结果更为

简便，效率更高，且适用于非经典阻尼结构.

3） 通过算例与传统的直接积分法所得出的结果进行了对比，验证了本文所提解析解的正确性.

致谢　本文作者衷心感谢广西科技大学研究生教育创新计划项目（GKYC202133）和广西科技大学创新团

队项目（校发 [2016]31号）对本文的资助.

附　　录

Xk,0的推导过程如下：

Xk,0 =
4
3
π
w ∞

0

a2ω

(1+a2ω2)
4
3

1
p2

k +ω
2

dω =
2
3
π
w ∞

0

a2

(1+a2ω2)
4
3

1
p2

k +ω
2

dω2
. （A1）

令

t = (1+a2ω2)1/3, （A2）

由式（A2）得

ω2 =
t3 −1

a2 , dω2 =
3t2

a2 dt. （A3）

将式（A2）、（A3）代入式（A1），可得

Xk,0 =
2
3
π
w ∞

1

a23t2

t4
1

a2 p2
k −1+ t3

dt = 2πa2
w ∞

1

1
t2

1
c3 + t3

dt, （A4）

c3 = a2 p2
k −1式中　　　 .

对式（A4）中的积分部分进行如下变换：

1
t2

1
c3 + t3

=
1
c3

(
1
t2
− t

c3 + t3

)
. （A5）

将式（A5）进一步简化为

1
t2

1
c3 + t3

=
1
c3

(
1
t2
− t

c3 + t3

)
=

1
c3

 1
t2
−

3∑
i=1

bi

t− ti

 , （A6）

 

 
图 7    速度响应方差对比图

Fig. 7    The comparison of the speed response variance
 

 

 
图 8    层间速度响应方差对比图

Fig. 8    The comparison of the interlayer speed response variance
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t1 = −c t2 =
1+ i
√

3
2

c t3 =
1− i
√

3
2

c bi =
ti

(ti − t j)(ti − tk)
(i , j , k)

∑3

i=1
bi = 0式中， ， ， ， ，且 .

将式（A6）代入式（A4）并积分，可得

Xk,0 =
2πa2

c3

1+ 3∑
i=1

biln(1− ti)−
3∑

i=1

bi lg(∞)

. （A7）

∑3

i=1
bi = 0由于 ，则式（A7）简化为

Xk,0 =
2πa2

c3

1+ 3∑
i=1

biln(1− ti)

. （A8）

Xk,2的推导过程如下：

Xk,2 =
4
3
π
w ∞

0

a2ω3

(1+a2ω2)
4
3

1
p2

k +ω
2

dω =

4
3
π
w ∞

0

a2ω

(1+a2ω2)
4
3

ωdω− 4
3
πp2

k

w ∞
0

a2ω

(1+a2ω2)
4
3

1
p2

k +ω
2

dω =

4
3
π
w ∞

0

a2ω

(1+a2ω2)
4
3

dω− p2
k Xk,0. （A9）

t = (1+a2ω2)1/3令 ，则

ω2 =
t3 −1

a2 , dω2 =
3t2

a2 dt, （A10）

4
3
π
w ∞

0

a2ω

(1+a2ω2)
4
3

dω =
2
3
π
w ∞

1

3t2

t4
dt = 2π

w ∞
1

1
t2

dt = 2π. （A11）

将式（A11）代入式（A9），可得

Xk,2 =
2
3
π
w ∞

1

3t2

t4
dt = 2π

w ∞
1

1
t2

dt = 2π− p2
k Xk,0. （A12）
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