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摘要：　 针对二连杆柔性关节机械臂，提出了一种基于奇异摄动理论和 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ（Ｕ⁃Ｋ）方法的控制方法．设计

步骤主要分为两步：第一，基于奇异摄动法对系统进行降阶，把系统拆分为快、慢系统，不仅降低了求解系统的阶

次，而且克服了系统柔性；第二，基于 Ｕ⁃Ｋ 方法设计了快、慢系统的状态反馈约束跟随控制律，能使快、慢系统约束

跟随误差收敛到零，即使系统初始不满足约束条件，该方法不需要借助 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子和伪广义速度等辅助变量，可
以同时处理完整约束和非完整约束．将以上方法运用在二连杆柔性关节机械臂系统中，解决了二连杆柔性关节机械

臂的柔性振荡和约束跟随的问题．使用 ＭＡＴＬＡＢ 进行仿真，并且与传统 ＰＩＤ 控制进行了对比，验证了所提出的方法

的有效性与优越性．
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０　 引　 　 言

随着科技的不断发展，机械臂被广泛应用于医疗、工业、民生、服务等领域．机械臂主要包含刚性机械臂、
柔性关节机械臂和柔性臂杆机械臂［１⁃３］ ．相比于刚性机械臂，柔性机械臂具有能耗低、质量轻、传动平缓、灵活

方便等优点［４⁃５］ ．然而，柔性机械臂采用的谐波减速器与皮带等柔性关节，使柔性关节机械臂的动力学分析比

刚性机械臂复杂得多，这对运动控制的稳定性和准确性有极大的影响．柔性关节的引进使得系统的控制输入

小于系统的自由度，因此柔性关节机械臂系统是一个非线性、欠驱动、强耦合的系统，容易产生跟踪误差，导
致较长的收敛时间、较大的超调量，甚至机械损坏［６］ ．

奇异摄动法首次应用于线性时不变系统的经典稳定性分析是由 Ｋｌｉｍｕｓｈｅｖ 于 ２０ 世纪 ６０ 年代通过“快
慢分解” 思想得到的，即如果慢、快子系统是稳定的，则摄动参数必存在一个稳定上界，在此范围之内，奇异

摄动系统是稳定的．非线性奇异摄动系统的稳定性分析则是基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的方法．针对快、慢系统分别

建立 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，将两系统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数相加作为原系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，以保证原系统的渐进收

敛［７］ ．１９８７ 年，Ｓｐｏｎｇ［８］提出了机器人柔性关节的简化模型，并基于奇异摄动理论和积分流，将柔性关节机器

人分解成快、慢两个子系统．随后诸多学者基于奇异摄动法提出了不同的解决方案：洪昭斌、陈力［９］基于奇异

摄动法的鲁棒跟踪控制和柔性振动主动控制，提出了对空间柔性臂进行控制；刘华山等［１０］ 利用奇异摄动理

论将柔性关节机器人动力学模型解耦成快、慢两个子系统，引入一类平滑饱和函数和径向基函数神经网络非

线性逼近手段，根据反步策略设计了针对慢子系统的有界控制器．在快子系统的有界控制器设计中，通过关

节弹性力矩跟踪误差的滤波处理加速了系统的收敛．
基于 Ｕ⁃Ｋ（Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ）方程的约束跟随方法，该方法不需要借助 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子和伪广义速度等辅

助变量，可以同时处理完整约束和非完整约束．Ｋａｌａｂａ 和 Ｕｄｗａｄｉａ 等［１１⁃１５］利用 Ｇａｕｓｓ 最小约束原理将描述系

统受约束运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程重新定义为一个二次规划问题，给出了这个约束二次极小化问题的显式解析

解，从而得到了一个描述受 Ｐｆａｆｆｉａｎ 约束的离散机械系统约束运动的精确显式方程组；将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学扩展

到允许约束力对虚位移系统做功的情况，总结了约束力做功的 Ｕ⁃Ｋ 方程，并应用于多体系统的建模和控制，
较好地解决了不确定多体动力学系统的控制问题．Ｃｈｅｎ 等［１６⁃１７］首次将 Ｕ⁃Ｋ 方程拓展至全驱动的机械系统控

制中，使其满足一系列的完整或非完整约束，并首次提出了基于 Ｕ⁃Ｋ 方程的状态反馈约束跟随控制方法．该
方法的思路是将一系列的系统控制目标设计成完整约束和非完整约束等一些需要满足的等式方程，因此其

控制任务即为驱动系统满足这些约束方程．相较于其他控制方法， 该方法不需要对非线性系统进行线性化，
且可在不出现任何辅助变量（如 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子）或伪变量（如广义速度）的情况下得到系统状态反馈控制律

的显式方程［１８］ ．近年来，基于 Ｕ⁃Ｋ 方法的控制研究得到了一定的发展．Ｙｉｎ 等［１９］ 进一步将约束控制跟随方法

拓展至欠驱动系统，实现了欠驱动二轮式机器人的控制．韩江等［２０⁃２１］ 基于 Ｕ⁃Ｋ 方法实现了平面冗余并联机

器人的建模与带有不确定性的轨迹跟踪控制．Ｚｈａｏ 等［２２］ 将该方法引入柔性关节机械臂，建立了柔性关节机

械臂的动力学模型．Ｈａｎ 等［２３］基于反步法并结合 Ｕ⁃Ｋ 方法提出了一种柔性关节机械臂的鲁棒控制方法．
在上述研究的基础上，针对当前柔性关节机械臂存在的柔性振荡与约束跟随问题，本文提出了一种新的

针对柔性关节机械臂的控制方法．首先基于奇异摄动法将系统降阶为快、慢两个子系统．针对快、慢两个子系

统，将运动轨迹设计成相应的完整约束或非完整约束，基于 Ｕ⁃Ｋ 方程的约束跟随方法设计控制器．本文对所

提出的方法基于 ＭＡＴＬＡＢ 进行动力学仿真，仿真结果验证了该方法的可行性，并与传统 ＰＩＤ 控制方法相比，
验证了在处理柔性关节机械臂的柔性振荡与约束跟随时，其具有一定的优越性．

１　 动力学模型描述与分解

１．１　 动力学模型描述

Ｓｐｏｎｇ［８］首次提出了柔性关节的简化弹簧阻尼模型：
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　 　 Ｄｑ ＋ ｃｑ ＋ ｋ（θ － ｑ２） ＝ ０， （１）
　 　 Ｊθ － ｋ（θ － ｑ２） ＝ ｕ ． （２）
以图 １ 所示的二连杆柔性关节机械臂为例，假设连杆的质量均匀分布，连杆的结构标准对称．结合刚性

二连杆机械臂的动力学方程和柔性关节的简化弹簧阻尼模型，即可得到动力学方程：
　 　 Ｄ（ｑ２）ｑ２ ＋ Ｃ（ｑ２，ｑ２）ｑ２ ＋ Ｇ（ｑ２） ＝ Ｋ（ｑ１ － ｑ２）， （３）
　 　 Ｊｑ１ ＋ Ｋ（ｑ１ － ｑ２） ＝ Ｂｕ， （４）

其中 ｑ２ ＝ ［ｑ（２），ｑ（４）］ 代表了连杆的转角， ｑ１ ＝ ［ｑ（１），ｑ（３）］ 代表了关节角度，基准是竖直轴线； Ｋ 是关节刚性

矩阵（对角矩阵），机械臂的柔性关节当作线性弹簧处理，弹性力与 Ｋ 成正比； Ｄ（ｑ２） 是连杆惯性矩阵； Ｊ 是

关节的惯性矩阵（对角矩阵）； Ｃ（ｑ２，ｑ２） 是 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 力和离心力矩阵； Ｇ（ｑ２） 是重力矩阵； Ｂ 是输入矩阵； ｕ
是输入力［１７］；
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ｃ２１ ｃ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｇ ＝

（ｍ１ ｌｃ１ ＋ ｍ２ ｌ１）ｇｓｉｎ ｑ（２） ＋ ｍ２ ｌｃ２ｇｓｉｎ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））

ｍ２ ｌｃ２ｇｓｉｎ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

Ｊ ＝
Ｊ１１ ０
０ Ｊ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｋ ＝

Ｋ１ ０
０ Ｋ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（５）

其中

　 　

ｄ１１ ＝ ｍ２（ ｌ２１ ＋ ｌ２ｃ２ ＋ ２ｌ１ ｌｃ２ｃｏｓ ｑ（４）） ＋ ｍ１ ｌ２ｃ１ ＋ Ｉ１ ＋ Ｉ２， ｄ１２ ＝ ｍ２（ ｌ２ｃ２ ＋ ｌ１ ｌｃ２ｃｏｓ ｑ（４）） ＋ Ｉ２，

ｄ２１ ＝ ｄ１２， ｄ２２ ＝ ｍ２ ｌ２ｃ２ ＋ Ｉ２，

ｃ１１ ＝ － ｍ２ ｌ１ ｌｃ２ｑ（４） ｓｉｎ ｑ（４）， ｃ１２ ＝ － ｍ２ ｌ１ ｌｃ２（ｑ（４） ＋ ｑ（２））ｓｉｎ ｑ（４），

ｃ２１ ＝ ｍ２ ｌ１ ｌｃ２ｑ（２） ｓｉｎ ｑ（４）， ｃ２２ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（６）

ｍｉ（ ｉ ＝ １，２） 是连杆 １，２ 的质量， ｌｉ（ ｉ ＝ １，２） 是连杆 １，２ 的长度， ｌｃｉ（ ｉ ＝ １，２） 是连杆 １，２ 长度的一半， Ｉｉ（ ｉ ＝
１，２） 是连杆 １，２ 相对于连杆中心的转动惯量．

图 １　 二连杆柔性关节机械臂

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ２⁃ｌｉｎｋ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

１．２　 奇异摄动分解

奇异摄动法可以将一个高阶系统的求解降阶为两个低阶系统，然后分别求解，这就降低了求解系统的阶

次，大大减小了计算量．针对二连杆柔性关节机械臂选取连杆转角 ｑ２ 和关节弹性力矩误差 ｅｆ 作为慢变量和

快变量．奇异摄动法的基本假设如下：在快变量的暂态过程中慢变量保持常量，当慢变量变化比较明显时，快
变量的暂态过程就已经结束并达到稳态值．使用奇异摄动法可以把二连杆柔性关节机械臂系统分解成慢系

统、快系统．当慢系统和快系统都收敛于系统控制要求时，则有整体系统满足控制要求．具体分解过程如下：
令 μ ＝ １ ／ ｋ， 其中 ｋ 是 Ｋ （关节刚性矩阵）的最小值．令 Ｋ ＝ μ ⁃１Ｋμ，
　 　 ｅ ＝ Ｋ（ｑ１ － ｑ２） ＝ μ ⁃１Ｋμ（ｑ１ － ｑ２） ． （７）
把式（７）代入式（３）、（４），可得

　 　 Ｄ（ｑ２）ｑ２ ＋ Ｃ（ｑ２，ｑ２）ｑ２ ＋ Ｇ（ｑ２） ＝ ｅ， （８）
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　 　 μＪｅ ＋ Ｋμｅ ＝ Ｋμ（Ｂｕ － Ｊｑ２） ． （９）
令 μ ＝ ０， 可得

　 　 ｅ ＝ （Ｂｕ － Ｊｑ２） ． （１０）
把式（１０）代入式（３），可得到慢系统表达式：
　 　 Ｄ（ｑ２）ｑ２ ＋ Ｃ（ｑ２，ｑ２）ｑ２ ＋ Ｇ（ｑ２） ＝ Ｂｕｓ － Ｊｑ２ ． （１１）
考虑快系统时，把慢系统的状态变量当作常量．即 ｑ２，ｑ２，ｑ２ 为常量，设置一个新变量 ｅｆ ＝ ｅ － ｅｓ，ｅｓ ＝ Ｂｕｓ

－ Ｊｑ２ ．有以下两个方程：
　 　 μＪｅ ＋ Ｋμｅ ＝ Ｋμ（Ｂｕ － Ｊｑ２）， （１２）
　 　 μＪｅｓ ＋ Ｋμｅｓ ＝ Ｋμ（Ｂｕｓ － Ｊｑ２） ． （１３）

由式（１２）减去式（１３）可得

　 　 μＪｅｆ ＋ Ｋμｅｆ ＝ ＫμＢｕｆ ． （１４）

在快时间尺度 τ ＝ ｔ ／ μ 下变换式（１４）可以得到

　 　 μＪ
ｄ２ｅｆ

ｄτ ２

ｄτ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｋμｅｆ（τ） ＝ ＫμＢｕｆ（τ） ． （１５）

所以可以得到快、慢子系统分别为

　 　 （Ｊ ＋ Ｄ（ｑ２））ｑ２ ＋ Ｃ（ｑ２，ｑ２）ｑ２ ＋ Ｇ（ｑ２） ＝ Ｂｕｓ， （１６）
　 　 Ｊｅｆ（τ） ＋ Ｋμｅｆ（τ） ＝ ＫμＢμ ｆ（τ）， （１７）

其中 ｕｓ 是慢系统中连杆输入的力矩， ｕｆ 是快系统中连杆输入的力矩，实际系统输入力矩 ｕ ＝ ｕｓ ＋ ｕｆ ．

２　 控制器设计

２．１　 约束表达

一般动力学方程如下：
　 　 Ｍ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＋ Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＋ Ｇ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｂ（ｑ，ｑ，ｔ）ｕ ． （１８）

约束表达如下：

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑｉ ＋ Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｌ ＝ １，２，…，ｍ ． （１９）

由式（１９），对 ｔ 求导有

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １

∂Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑ ｊ

ｑ ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

∂Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑ ｊ

ｑ ｊ ＋
∂Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ）

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｉ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １

∂Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑ ｊ

ｑ ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

∂Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑ ｊ

ｑ ｊ ＋
∂Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ）

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （２０）

整理式（２０）可得

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋

∂Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑｉ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

∂Ａｌｊ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑｉ

ｑ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｉ ＝

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １

∂Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑ ｊ

ｑ ｊ ＋
∂Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ）

∂ｔ
＋

∂Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｉ －

∂Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｔ

． （２１）

式（１９）、（２１）写成矩阵的形式可以表达为

　 　 Ａ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ（ｑ，ｑ，ｔ）， （２２）
　 　 Ａ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）， （２３）

　 　 Ａ ＝ ［Ａｉｊ］ｍ×ｎ， Ａｉｊ ＝ Ａｌｉ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋
∂Ｄｌ（ｑ，ｑ，ｔ）

∂ｑｉ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

∂Ａｌｊ（ｑ，ｑ，ｔ）
∂ｑｉ

ｑ ｊ，

　 　 ｂ ＝ ［ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ］ Ｔ， ｃ ＝ ［ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ］ Ｔ ．
定义 １　 在矩阵 Ａ 和 ｂ 确定的情况下，约束（２２）至少存在一个解，则称约束（２２）是一致的．
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假设 １　 约束（２２）是一致的．
不论是完整约束还是非完整约束，都可以用式（２３）表达，还包括控制目标（轨迹跟踪、系统镇定和最优

控制等）都可以先设计成相应的约束（２３）， 再通过求导转换成约束（２２）的形式［１４］ ．在初始条件满足方程

（２３）的情况下，控制律满足式（２２）就可以保证对约束（２３）的跟踪．
引理 １　 约束（２２）一致的充要条件是 ＡＡ ＋ ｂ ＝ ｂ，Ａ ＋ 是 Ａ 的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆矩阵．

２．２　 初始状态满足约束的控制律

对给定的系统（１８），对于给定约束（２２），初始条件满足式（２３）的条件下，控制律的求解过程如下：设
　 　 ａ － Ｍ －１ ／ ２（Ｃｑ ＋ Ｇ）， ｚ Ｍ１ ／ ２ｑ ．

式（１８）可以改写为

　 　 ｚ ＝ Ｍ －１ ／ ２Ｂｕ ＋ ａ ． （２４）
令 Φ１ ＝ ＡＭ －１ ／ ２， 式（２２）可改写为

　 　 Φ１ｚ ＝ ｂ ． （２５）
定义 ２　 如果给定矩阵 Φ１ 和 ｂ， 约束（２５）存在至少一个解，则称约束（２５）一致．
因为约束（２５）是约束（２２）的改写式，所以只要假设 １ 满足，那么必然约束（２５）是一致的．
定义 ３　 如果给定系统（１８），存在一个控制 ｕ，对所有的（ｑ，ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒｎ × Ｒ 满足约束方程（２５），则

称系统（１８）相对于约束（２５）是可控的．
式（２４）需要满足式（２５），有
　 　 ｂ ＝ Φ１ｚ ＝ Φ１（Ｍ

－１ ／ ２Ｂｕ ＋ ａ） ． （２６）
令 Φ２ ＝ Ｍ －１ ／ ２Ｂ 可得

　 　 （Φ１Φ２）ｕ ＝ ｂ － Φ１ａ ｂ－ ． （２７）
求解 ｕ， 需要任意的 （ｑ，ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒｎ × Ｒ 都满足式（２８） ［１３］的条件，可以得到 ｕ 的解为式（２９），使系

统（１８）相对于约束（２５）可控：
　 　 ｒａｎｋ（Φ１（ｑ，ｑ，ｔ）Φ２（ｑ，ｑ，ｔ）） ≥ １， （２８）
　 　 ｕ ＝ τｎ ＝ （Φ１Φ２）

＋ ｂ－ ＋ ［Ｉ － （Φ１Φ２）
＋ （Φ１Φ２）］Ｓ ． （２９）

２．３　 初始状态不满足约束的控制律

在解决一些实际问题的时候，大部分情况都是初始状态不满足约束．基于 Ｕ⁃Ｋ 方法提出一种初始状态不

满足约束的控制方法．
因为假设 １ 中约束（２２）一致，那么必然存在 ｑｄ，ｑｄ 满足 Ａｑｄ ＝ ｃ，Ａｑｄ ＝ ｂ ．
令 ｕ ＝ τｓ ＋ τｎ， 代入式（１８）可得到

　 　 Ａｑ ＝ ＡＭ －１Ｂ（ｑ，ｑ，ｔ）τｓ ＋ Ａｑｄ ． （３０）
令 ｚ Ａｑ － ｃ 可以得到 ｚ ＝ Ａｑ － ｂ， 令 τｓ 有

　 　 （ＡＭ －１Ｂ）τｓ ＝ Ｃ１ｚ ． （３１）
假设 ２　 式（３１）是一致的．
因为假设 ２ 中式（３１）一致，因此根据引理 １ 会有 （ＡＭ －１Ｂ）（ＡＭ －１Ｂ） ＋ （Ｃ１ｚ） ＝ Ｃ１ｚ ．
令 τｓ ＝ Ｃ１（ＡＭ

－１Ｂ） ＋ ｚ，Ｃ１ ＜ ０， 式（３０）可改写为

　 　 ｚ － Ｃ１ｚ ＝ ０． （３２）
式（３２）对于每一个维度，都可以看作齐次一阶微分方程．其解为

　 　 ｚｉ ＝ Ｃ０ｅＣ１ｔ，　 　 ｉ ≤ ｍ ． （３３）
代入 ｔ ＝ ０ 的初始条件 ｚｉ（０） ＝ Ｃ０ 可以得到

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｚｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

（ ｚｉ（０）ｅＣ１ｔ） ＝ ０，　 　 Ｃ１ ＜ ０， （３４）

其中 Ｃ１ 越大，收敛速率越快．
综上得到控制律

　 　 ｕ ＝ τｎ ＋ τｓ ． （３５）
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定理 １　 满足假设 １、２ 的情况下，对于系统（１８），控制律（３５）可以得到以下的控制表现：
１） 一致稳定性　 对于任意 ε ＞ ０， 当存在 ‖ｚ（ ｔ０）‖ ＜ ε，ｔ ∈ ［ ｔ０，∞ ］， 会有 ‖ｚ（ ｔ）‖ ＜ ε ．
２） 收敛性　 当 ｔ → ∞ 时，ｚ（ ｔ∞ ） ＝ ０．
证明　 选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数式：
　 　 Ｖ ＝ ｚＴｚ ． （３６）

Ｖ（ｚ） 当且仅当 ｚ ＝ ０ 时为 ０．当 ｚ ≠ ０ 时， Ｖ（ｚ） ＞ ０， 所以 Ｖ（ｚ） 正定，满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的要求．
　 　 Ｖ ＝ ２ｚＴｚ ＝ ２ｚＴ（Ａｑ － ｂ） ＝
　 　 　 　 ２ｚＴ（ＡＭ － （Ｂ（τｓ ＋ τｎ） － Ｃｑ － Ｇ） － ｂ） ． （３７）
假设 １ 成立，有 ＡＭ － Ｂτｎ ＝ ＡＭ － （Ｃｑ ＋ Ｇ） ＋ ｂ， 假设 ２ 成立，有 （ＡＭ － Ｂ）（ＡＭ － Ｂ） ＋ （Ｃ１ｚ） ＝ Ｃ１ｚ， 化简

式（３７）得
　 　 Ｖ ＝ ２ｚＴ（ＡＭ － Ｂτｓ） ＝
　 　 　 　 ２ｚＴ（ＡＭ － Ｂ（ＡＭ － Ｂ） ＋ （Ｃ１ｚ）） ＝ ２Ｃ１‖ｚ‖２ ． （３８）
设计 Ｃ１ ＜ ０ 就可以满足 Ｖ ≤ ０．当且仅当 ｚ ＝ ０ 时，Ｖ ＝ ０， 所以 Ｖ 负定．证明了当控制律为 ｕ ＝ τｎ ＋ τｓ ＝

（Φ１Φ２）
＋ ｂ－ ＋ ［Ｉ － （Φ１Φ２）

＋ （Φ１Φ２）］Ｓ ＋ （ＡＭ － Ｂ） ＋ （Ｃ１ｚ） 时，约束方程是渐进稳定的．

３　 整体设计流程

二连杆柔性关节机械臂是一个欠驱动、非线性的动力学方程．借助奇异摄动法把二连杆柔性关节机械臂

动力学方程降阶为两个全驱动模型．慢系统表达了二连杆柔性关节机械臂的运动约束．快系统表达了柔性关

节对运动过程中扰动的影响．所以系统的控制目标分为两个部分：① 慢系统控制律满足约束方程，实现包括

位置、速度、轨迹控制等宏观上的控制目标．② 快系统控制律使力矩跟踪误差快速收敛到 ０，减小柔性对系统

的影响．
３．１　 控制目标

控制器的设计目标是使系统对控制约束进行跟踪．慢系统主要负责二连杆柔性关节机械臂的约束跟踪，
快系统负责抑制关节柔性带来的振动与误差．由式（１６）、（１７）可以得到控制目标的数学表达式：

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｌｉ（ｑ２，ｑ２，ｔ）ｑｉ ＋ Ｄｌ（ｑ２，ｑ２，ｔ） ＝ ０，　 　 ｌ ＝ １，２，…，ｍ， （３９）

　 　 ｅｆ ＝ ０． （４０）
因此，控制目标是被控系统的慢子系统，满足约束方程（３９），快子系统满足约束方程（４０）．

３．２　 慢系统的控制律设计

慢系统的控制律设计， 不论是完整约束还是非完整约束， 或者是其他的轨迹约束、 优化控制等， 都可

以写成式（２３）的形式．式（２３）对时间 ｔ 求导后， 得到约束（２２）， 然后根据式（２９）、 （３１）得到控制律．具体过

程如下：
慢系统动力学方程为

　 　 （Ｊ ＋ Ｄ（ｑ２））ｑ２ ＋ Ｃ（ｑ２，ｑ２）ｑ２ ＋ Ｇ（ｑ２） ＝ Ｂｕｓ ． （４１）
约束可以表达为式（２２）、（２３）形式，如下：

　 　 Ａｑ２ ＝ ｂ（ｑ２，ｑ２，ｔ）， Ａｑ２ ＝ ｃ（ｑ２，ｑ２，ｔ） ． （４２）
控制律可以设计为

　 　 ｕ ＝ τｓ ＋ τｎ， τｓ ＝ （ＡＭ －１Ｂ） ＋ （Ｃ１ｚ）， τｎ ＝ （Φ１Φ２）
＋ ｂ－， ｚ ＝ Ａｑ２ － ｃ， Ｍ ＝ Ｊ ＋ Ｄ ． （４３）

３．３　 快系统的控制律设计

快系统的控制律设计，快系统的目标是让式（１７）的变量 ｅｆ 快速收敛到零．快系统的动力学表达为

　 　 Ｊｅｆ（τ） ＋ Ｋμｅｆ（τ） ＝ ＫμＢｕｆ（τ） ． （４４）
约束可以表达为

　 　 ｋｅｆ ＋ （ｅｆ － ０） ＝ ０， ｅｆ ＝ － ｋｅｆ， ｅｆ ＝ μ １ ／ ２Ｋ（ｑ１ － ｑ２） ． （４５）
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注 １　 ｅｆ ＝ ｅ － ｅｓ ＝ Ｋ（ｑ１ － ｑ２） － （Ｂｕｓ － Ｊｑ２）， 其中 ｑ２ 是慢系统求解得到的期望加速度， 把其看作常量代入进行计算．在
时间尺度 τ 中有

　 　 ｅｓ ＝ ０， ｅｆ ＝
ｄｅｆ

ｄτ
＝

ｄｅｆ

ｄｔ
ｄｔ
ｄτ

＝ ｄｔ
ｄτ

ｄｅ
ｄｔ( ) ＝ μ１ ／ ２Ｋ（ｑ１ － ｑ２） ．

采用控制律

　 　

ｕｆ ＝ τｓ ＋ τｎ， τｓ ＝ （Ｊ －１ＫμＢ） ＋ （Ｃ１ｚ），

τｎ ＝ （Φ１Φ２）
＋ ｂ－ ＝ （Ｊ －１ＫμＢ） ＋ （ － ｋｅｆ ＋ Ｊ －１Ｋμｅｆ），

Ｋμ ＝ μＫ， μ ＝ １ ／ ｍｉｎ（Ｋ１，Ｋ２）， ｚ ＝ ｋｅｆ ＋ ｅｆ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４６）

整体控制流程如图 ２ 所示．其中控制系统采集的输入变量，慢系统需要参数为连杆 １ 和连杆 ２ 的角度和

角速度，采用角度传感器，常见有光电、Ｈａｌｌ、机械几类．角速度可以采用角度的微分或者现有的角速度传感器

进行测量；快系统需要参数为柔性关节传递的力矩大小与扭矩的变化速度，可以采用扭矩传感器，常见有接

触式和非接触式的，其原理都是测量传感器的变形量来计算扭矩，扭矩的变化速度可以对扭矩进行微分得

到，扭矩传感器的采样率要在较高的频率下．其余一些静态的变量都可以采用常用的方法测量，例如连杆 １
和连杆 ２ 的质量、转动惯量、长度，柔性关节的转动惯量，柔性关节的弹性系数．

图 ２　 控制律设计流程

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｌａｗ ｄｅｓｉｇｎ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ

４　 数值仿真分析

本节通过 ＭＡＴＬＡＢ 数值模拟的方法，验证了基于奇异摄动的柔性关节机械臂约束跟随控制的可行性．
当然，柔性关节机械臂建模中所包含的动力学参数，如关节弹性系数、关节转动惯量、连杆长度、连杆质量、连
杆质心位置和连杆相对质心的转动惯量等都是已知的．具体数据如表 １ 所示．

重力加速度取 ９．８１ ｍ·ｓ２ ．代入参数矩阵（５）、（６），仿真之前需要输入系统的初始状态，初始状态选取 ｑ１

＝ ［０，０］ Ｔ，ｑ２ ＝ ［０，０］ Ｔ， 初始时刻的角速度、角加速度都为 ０．

　 　

Ｄ ＝
２．８８ｃｏｓ ｑ（４） ＋ ５．７６ １．４４ｃｏｓ ｑ（４） ＋ １．４４
１．４４ｃｏｓ ｑ（４） ＋ １．４４ １．４４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Ｃ ＝
－ １．４４ｑ（４） ｓｉｎ ｑ（４） － １．４４（ｑ（４） ＋ ｑ（２））ｓｉｎ ｑ（４）

１．４４ｑ（２） ｓｉｎ ｑ（４） ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Ｇ ＝
７０．６３２ｓｉｎ ｑ（２） ＋ ２３．５４４（ｑ（２） ＋ ｑ（４））

２３．５４４（ｑ（２） ＋ ｑ（４））
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Ｊ ＝
０．１３５ ０
０ ０．１５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｋ ＝

１０ ０００ ０
０ １０ ０００

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｂ ＝

１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｕ ＝

ｕ１

ｕ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｍ ＝ Ｄ ＋ Ｊ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（４７）
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表 １　 二连杆柔性机械臂参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ｌｉｎｋ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｙｍｂｏｌ ｖａｌｕｅ

ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｏｆ ｊｏｉｎｔ １ Ｊ１ ／ （ｋｇ·ｍ２） ０．１３５

ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｊｏｉｎｔ １ Ｋ１ ／ （Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ） １０ ０００

ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ２ Ｊ２ ／ （ｋｇ·ｍ２） ０．１５０

ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ２ Ｋ２ ／ （Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ） １０ ０００

ｍａｓｓ ｏｆ ｌｉｎｋ １ ｍ１ ／ ｋｇ ８

ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｌｉｎｋ １ ｌ１ ／ ｍ ０．６

ｃｅｎｔｅｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｋ １ ｌｃ１ ／ ｍ ０．３

ｍａｓｓ ｏｆ ｌｉｎｋ ２ ｍ２ ／ ｋｇ ８

ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｌｉｎｋ ２ ｌ２ ／ ｍ ０．６

ｃｅｎｔｅｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｋ ２ ｌｃ２ ／ ｍ ０．３

４．１　 连杆角度约束

一般会要求机械臂做转角的角度控制与机械臂末端执行器的轨迹控制．本小节以三个示例进行验证．第
一个示例是对机械臂角度的准确控制．慢系统约束如下：

　 　
ｋ（ｑ２ － ｑｄ） ＋ ｑ２ ＝ ０， ｑ２ ＝ － ｋ（ｑ２ － ０），

Ａ ＝
１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｃ ＝ － ｋ（ｑ２ － ｑｄ）， ｂ ＝ － ｋ（ｑ２ － ０），

ì

î

í

ïï

ïï

（４８）

ｑｄ 为期望角度．
代入式（２８）得
　 　 ｒａｎｋ（Φ１Φ２） ＝ ｒａｎｋ（ＡＭ －１Ｂ） ＝ ｒａｎｋ（Ａ（Ｄ ＋ Ｊ） －１Ｂ） ＝ ２ ＞ １． （４９）
设计 ｋ ＝ ５，Ｃ１ ＝ － ２０， 代入式（４３）可得慢系统控制律：
　 　 ｕｓ ＝ τｓ ＋ τｎ ＝ （ＡＭ －１Ｂ） ＋ （ｂ ＋ ＡＭ －１（Ｃｑ２ ＋ Ｇ）） － ２０（ＡＭ －１Ｂ） ＋ （Ａｑ２ － ｃ） ． （５０）

快系统约束为

　 　
ｋｅｆ ＋ ｅｆ ＝ ０， ｅｆ ＝ － ｋｅｆ，

Ａ ＝
１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｃ ＝ － ｋｅｆ， ｂ ＝ － ｋｅｆ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５１）

由式（２８）可得

　 　 ｒａｎｋ（Φ１Φ２） ＝ ｒａｎｋ（ＡＭ －１Ｂ） ＝ ｒａｎｋ（Ａ（Ｊ） －１ＫμＢ） ＝ ２ ＞ １． （５２）
设计 ｋ ＝ １０，Ｃ１ ＝ － １００， 代入式（４６）可得快系统控制律：

　 　
ｕｆ ＝ （Ｊ －１ＫμＢ） ＋ （ｂ ＋ Ｊ －１（Ｋμｅｆ）） － （Ｊ －１ＫμＢ） ＋ （１ ０００ｅｆ ＋ １００ｅｆ），
Ｋμ ＝ μＫ， μ ＝ １ ／ ｍｉｎ（Ｋ１，Ｋ２） ＝ １ ／ １０ ０００ ．{ （５３）

最后根据奇异摄动理论结合式（５０）、（５３）得到控制律：
　 　 ｕ ＝ ｕｓ ＋ ｕｆ， （５４）

设置 ｑｄ ＝
０．２
０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．图 ３、图 ４ 证明了本文提出的方法对完整约束中的位置约束有很好的跟踪效果，对比 ＰＩＤ 的

效果，有更好的误差精度、更快的收敛时间和更小的超调量．其中 ＰＩＤ 参数选取方法为利用多组 ＰＩＤ 参数，选
取了效果最好的一组参数为

　 　 Ｋｐ ＝
４ ０００ ０
０ ３ ０００

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｋｉ ＝

４ ０００ ０
０ ５ ０００

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｋｄ ＝

１ ６００ ０
０ ２ ０００

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

控制律设计为

　 　 ｕ ＝ － Ａ ＋ Ｋｐ（Ａｑ － ｃ） ＋ Ｋｉ ∫ｔ
０
（Ａｑ － ｃ）( ) ＋ Ｋｄ（Ａｑ － ｄ）( ) ，
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考虑力的输出大小，两种控制方式的控制力都限定在 １ ０００ Ｎ·ｍ 以内．

图 ３　 转杆 １ 的角度轨迹 ｑ（２） 图 ４　 转杆 ２ 的角度轨迹 ｑ（４）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｔｒａｃｋ ｑ（２） ｏｆ ｒｏｔａｒｙ ｒｏｄ １ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｔｒａｃｋ ｑ（４） ｏｆ ｒｏｔａｒｙ ｒｏｄ ２

４．２　 连杆角速度约束

对机械臂的连杆角速度进行控制．慢系统约束为

　 　
Ａｑ２ ＝ ｑｄ， Ａｑ２ ＝ ０，

Ａ ＝
１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｃ ＝ ｑｄ， ｂ ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（５５）

其中 ｑｄ 为期望角度．设计 ｋ ＝ ５，Ｃ１ ＝ － ２０， 代入式（４３）可得慢系统控制律：

　 　
ｕ ＝ ｕｓ ＋ ｕｆ，

ｕｓ ＝ τｓ ＋ τｎ ＝ （ＡＭ －１Ｂ） ＋ （ｂ ＋ ＡＭ －１（Ｃｑ２ ＋ Ｇ）） － （ＡＭ －１Ｂ） ＋ （２０（Ａｑ２ － ｑｄ）），
{ （５６）

ｕｆ 和式（５３）中的控制律相同．设置 ｑｄ ＝
－ ｓｉｎ ｔ
ｃｏｓ ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

由图 ５、图 ６ 可证明该方法对柔性关节所产生的振荡有很好的抑制作用，并且在 ＰＩＤ 有很大的跟踪误差

的情况下，该方法的跟踪误差仅为 １×１０－４ ｒａｄ·ｓ－１ ．

图 ５　 转杆 １ 的角速度 ｑ（２） 图 ６　 转杆 ２ 的角速度 ｑ（４）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｑ（２） ｏｆ ｒｏｔａｒｙ ｒｏｄ １ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｑ（４） ｏｆ ｒｏｔａｒｙ ｒｏｄ ２

４．３　 末端执行器轨迹跟踪

在使用机械臂的场景中会经常对机械臂的末端执行器的轨迹提出要求．本例中使用椭圆轨迹进行仿真

验证．椭圆轨迹可以写成

　 　

ｘｄ ＝ ａｓｉｎ ｔ， ｙｄ ＝ ｂｃｏｓ ｔ， ａ ＝ ０．３， ｂ ＝ － ０．６，

ｘ ＝ Ｌ１ｓｉｎ ｑ（２） ＋ Ｌ２ｓｉｎ（ｑ（２） ＋ ｑ（４）），

ｙ ＝ － （Ｌ１ｃｏｓ ｑ（２） ＋ Ｌ２ｃｏｓ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５７）

慢系统约束可以写成
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Ａｑ２ ＝ ｃ， Ａｑ２ ＝ ｂ， ｑ２ ＝
ｑ（２）

ｑ（４）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｑ２ ＝

ｑ（２）

ｑ（４）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｑ２ ＝

ｑ（２）

ｑ（４）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｄ ＝

ａｃｏｓ ｔ
－ ｂｓｉｎ ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ａ ＝
Ｌ１ｃｏｓ ｑ（２） ＋ Ｌ２ｃｏｓ（ｑ（２） ＋ ｑ（４）） Ｌ２ｃｏｓ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））

Ｌ１ｓｉｎ ｑ（２） ＋ Ｌ２ｓｉｎ（ｑ（２） ＋ ｑ（４）） Ｌ２ｓｉｎ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ｃ ＝ ｋ
ａｓｉｎ ｔ － Ｌ１ｓｉｎ ｑ（２） － Ｌ２ｓｉｎ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））

ｂｃｏｓ ｔ ＋ Ｌ１ｃｏｓ ｑ（２） ＋ Ｌ２ｃｏｓ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＋

ａｃｏｓ ｔ
－ ｂｓｉｎ ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ｂ ＝ － ｋ（Ａｑ２ － ｄ） ＋
－ ａｓｉｎ ｔ ＋ （ｑ（２）） ２Ｌ１ｓｉｎ ｑ（２） ＋ （ｑ（２） ｑ（４）） ２Ｌ２ｓｉｎ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））
－ ｂｃｏｓ ｔ － （ｑ（２）） ２Ｌ１ｃｏｓ ｑ（２） － （ｑ（２） ｑ（４）） ２Ｌ２ｃｏｓ（ｑ（２） ＋ ｑ（４））

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（５８）

按照图 ２ 进行控制率设计，设计 ｋ ＝ ５，Ｃ１ ＝ － ２０， 可以得到控制律：

　 　
ｕ ＝ ｕｓ ＋ ｕｆ，

ｕｓ ＝ τｓ ＋ τｎ ＝ （ＡＭ －１Ｂ） ＋ （ｂ ＋ ＡＭ －１（Ｃｑ２ ＋ Ｇ）） － ２０（ＡＭ －１Ｂ） ＋ （Ａｑ２ － ｃ），{ （５９）

ｕｆ 和式（５３）中的控制律相同．
相比于传统 ＰＩＤ 控制方法，图 ７ 验证了该方法对二连杆柔性机械臂的末端执行器控制具有更小的轨迹

跟踪误差．图 ８ 是具体的末端位置误差随着时间变化的曲线．从图中可以明显看出，本文提出的控制方法在

ｘ，ｙ 位置的跟踪精度上都优于传统 ＰＩＤ 控制方法．

图 ７　 末端轨迹 图 ８　 末端轨迹位置误差

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｎｄ ｐｏｉｎｔ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｔｒａｃｋ

由图 ９、图 １０ 可知，输出力矩在开始阶段都达到了输出力矩的最大值．本文提出的方法相对传统 ＰＩＤ 控

制方法输出力矩稳定时间更短，且稳定之后输出力矩大小基本一致，只存在小幅度的波动．

图 ９　 柔性关节 １ 输出力矩 ｕ１ 图 １０　 柔性关节 ２ 输出力矩 ｕ２

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｔｏｒｑｕｅ ｕ１ ｏｆ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｊｏｉｎｔ １ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｔｏｒｑｕｅ ｕ２ ｏｆ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｊｏｉｎｔ ２

图 １１ 阐述了椭圆轨迹在加载控制律 ２ ｓ 后的位置误差和慢系统控制律设计参数 ｋ，Ｃ１ 的关系．可见，随
着参数 Ｃ１ 的不断加大，收敛速度越来越快．当 Ｃ１ 约束越大，收敛越快，这和式（３４）中的结果保持一致．

２２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



图 １１　 参数与误差关系

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒｓ

５　 结　 　 论

二连杆柔性关节机械臂系统是欠驱动系统和柔性系统，传统 ＰＩＤ 控制方法会产生振荡和较大的跟踪误

差．为解决这类柔性控制的问题，本文提出了结合奇异摄动法和 Ｕ⁃Ｋ 方法的控制策略，将系统拆分为慢系统、
快系统两个全驱动系统．慢系统解决了系统的约束跟随问题，快系统解决了系统的振荡与误差过大的问题，
本文提出的控制方法不需要对非线性系统进行线性化，可以直接得到控制律的显式方程．通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳

定性证明和 ＭＡＴＬＡＢ 数值仿真验证的方式，验证了该方法的稳定性与对柔性系统控制的有效性．同时对比

了传统 ＰＩＤ 控制方法，仿真结果显示所提出方法具有更好的控制精度．未来我们将开展所提出方法的控制参

数优化研究和建模时参数不确定性的鲁棒控制方法研究．
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