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摘要：　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程作为湍流规范方程，具有深刻的物理背景，其快速数值解法具有重要的实际应用价值．针对

ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，提出了一种新型的并行差分格式．基于交替分段技术，结合经典 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ（Ｃ⁃Ｎ）格式、显格式

和隐格式，构造了混合交替分段 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ（ＭＡＳＣ⁃Ｎ）差分格式．理论分析表明 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式是唯一可解、线性绝

对稳定和二阶收敛的．数值试验表明， ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式比 Ｃ⁃Ｎ 格式具有更高的精度和效率．与 ＡＳＥ⁃Ｉ 和 ＡＳＣ⁃Ｎ 差分格式

相比，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分格式有最好的性能．表明该文的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分方法能有效地求解 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程．

关　 键　 词：　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程；　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分格式；　 线性绝对稳定性；　 收敛性；　 数值试验
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０　 引　 　 言

ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程是一种带阻尼的 ＫｄＶ 方程模型，也是一个典型的非线性波动方程．其一方面，可以描述

同时含有色散、非线性水平对流、黏性流体的浅水长波的传播过程［１⁃２］；另一方面，可以用来描述同时含有色

散和耗散的等离子物理中的一些重要物理现象［３⁃５］ ．ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程求解的快速算法一直是计算数学研究

的热点问题，其高效数值解法具有重要的科学意义和应用价值．
随着越来越多大规模科学计算问题的出现，人们开始对串行计算程序的合理化和并行化进行深入研究．

近年来的大多数并行差分方法是条件稳定的，或者是无条件稳定但精度只有一阶．为了得到稳定性条件更宽

松、计算精度更高的并行方法，实现串行差分方法的合理并行化，一种新的高效并行方法是必不可少的．针对

抛物型方程，Ｅｖａｎｓ 和 Ａｂｄｕｌｌａｈ［６］提出了分组显式（ｇｒｏｕｐ ｅｘｐｌｉｃｉｔ，ＧＥ）的思想，设计出交替分组显式（ＡＧＥ）差
分格式．通过计算网格区域中的两个相邻点，将得到的隐式方程转化为显式方程．交替使用这种方法，截断误

差项可以部分抵消，从而提高了算法的精度．
隐格式具有良好的稳定性，但不适合并行计算．受到构造 ＡＧＥ 方法的启示，张宝琳等［７］ 提出了用 Ｓａｕｌ’

ｙｅｖ 非对称格式构造分段隐式的思想，并且恰当地使用交替技术建立了多种交替分段显⁃隐式（ＡＳＥ⁃Ｉ）和交

替分段 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ（ＡＳＣ⁃Ｎ）并行方法，得到了稳定性和并行性兼顾的研究成果．周毓麟院士［８］ 将最一般

的抛物型方程的显隐混合格式称之为具有并行本性的差分格式，对其差分解的存在性、唯一性、收敛性和稳

定性等理论问题进行了研究，建立了抛物方程并行本性差分方法的基本理论．现在，并行本性差分方法已经

推广到很多发展方程的数值求解中［９⁃１０］ ．
王文洽［１１］使用一组非对称格式构造了具有本性并行的 ＡＳＣ⁃Ｎ 差分格式，求解了 ＫｄＶ 方程，给出了线性

绝对稳定性的理论分析．Ｙｕａｎ 等［１２］针对非线性抛物型方程组提出了一类无条件稳定，空间二阶精度的并行

差分格式．Ｂｏｒｈａｎｉｆａｒ 和 Ａｂａｚａｒｉ［１３］应用无条件稳定的差分格式求解了电报方程．数值算例表明了新方法的稳

定性和准确性．针对四阶抛物型方程，Ｇｕｏ 和 Ｌｉｕ［１４］给出了经典的显式、隐式和 Ｃ⁃Ｎ 格式，主要分析了格式的

无条件稳定性．Ｎａｍｊｏｏ 等［１５］提出了广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃Ｆｉｓｈｅｒ 方程的 ３ 种格式：两种精确有限差分格式和一种非标

准有限差分格式．通过误差分析，验证了该格式的精确性和有效性．Ｘｕｅ 和 Ｆｅｎｇ［１６］ 建立了求解抛物型方程的

有效算法．在第 ｎ层使用两种区域分解法，两种方法的解取平均值，得到第 ｎ ＋ １ 层的解．该方法保持了并行性

和稳定性．并行本性方法既适用于并行计算，又是无条件稳定或线性稳定的．然而，这些方法误差稍大，精度

较低［１７⁃１８］ ．
受到上述差分方法的启发，本文结合经典的显式、隐式和 Ｃ⁃Ｎ 格式，提出了一种求解 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程

的新并行差分方法．ＭＡＳＣ⁃Ｎ 方法具有更精确的结果和更宽松的稳定性条件．理论分析和数值算例表明，
ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式线性绝对稳定，收敛阶为二阶．本文格式的计算效率远高于 Ｃ⁃Ｎ 格式的计算效率，新方法对于

求解 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程是高效合理的．

１　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的混合交替分段 Ｃ⁃Ｎ 差分格式

１．１　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程

ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的一般形式为［１⁃２］

　 　 ｕｔ ＋ αｕｕｘ ＋ βｕｘｘ ＋ εｕｘｘｘ ＝ ０，　 　 Ｌ１ ＜ ｘ ＜ Ｌ２， ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ， （１）
其中 α ＞ ０，β ＜ ０，ε ＞ ０．初始条件和边界条件为

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ｆ（ｘ），　 　 Ｌ１ ≤ ｘ ≤ Ｌ２， （２）
　 　 ｕ（Ｌ１，ｔ） ＝ ｇ１（ ｔ）， ｕ（Ｌ２，ｔ） ＝ ｇ２（ ｔ），　 　 ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ， （３）

其中 Ｌ１，Ｌ２ 都是适当大的数．
１．２　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分格式的构造

计算区域是 ［Ｌ１，Ｌ２］ × ［０，Ｔ］，ｈ和 τ分别表示空间和时间步长．令 ｘ０ ＝ Ｌ１，ｈ ＝ （Ｌ２ － Ｌ１） ／ Ｍ，其中Ｍ是正

整数．记 ｘｉ ＝ ｘ０ ＋ ｉｈ（ ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｍ），ｔｎ ＝ ｎτ（ｎ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） ．令 ｕｎ
ｉ 为格式解，ｕ（ｘｉ，ｔｎ） 为精确解．为了构
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造 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 差分格式，令

　 　 ｕｘｘ ＝
－ ｕｎ

ｉ－１ ＋ ２ｕｎ
ｉ － ｕｎ

ｉ＋１

ｈ２ ， ｕｘｘｘ ＝
ｕｎ
ｉ－２ － ２ｕｎ

ｉ－１ ＋ ２ｕｎ
ｉ＋１ － ｕｎ

ｉ＋２

２ｈ３ ．

以下是方程（１）的显格式、隐格式和 Ｃ⁃Ｎ 格式：
　 　 ｕｎ＋１

ｉ ＝ ｒｕｎ
ｉ－２ ＋ Ａｕｎ

ｉ－１ ＋ （１ ＋ ２ｃ）ｕｎ
ｉ ＋ Ｂｕｎ

ｉ＋１ － ｒｕｎ
ｉ＋２， （４）

　 　 － ｒｕｎ＋１
ｉ －２ － Ａｕｎ＋１

ｉ －１ ＋ （１ － ２ｃ）ｕｎ＋１
ｉ － Ｂｕｎ＋１

ｉ ＋１ ＋ ｒｕｎ＋１
ｉ ＋２ ＝ ｕｎ

ｉ ， （５）

　 　 － ｒ
２

ｕｎ＋１
ｉ －２ － Ａ

２
ｕｎ＋１
ｉ －１ ＋ （１ － ｃ）ｕｎ＋１

ｉ － Ｂ
２

ｕｎ＋１
ｉ ＋１ ＋ ｒ

２
ｕｎ＋１
ｉ ＋２ ＝

　 　 　 　 ｒ
２

ｕｎ
ｉ－２ ＋ Ａ

２
ｕｎ
ｉ－１ ＋ （１ ＋ ｃ）ｕｎ

ｉ ＋ Ｂ
２

ｕｎ
ｉ＋１ － ｒ

２
ｕｎ
ｉ＋２， （６）

其中

　 　 ｒ ＝ ετ
２ｈ３， Ａ ＝ ｒｉ － ｃ － ２ｒ， Ｂ ＝－ ｒｉ － ｃ ＋ ２ｒ， ｒｉ ＝ αａｎ

ｉ
τ
２ｈ

， ａｎ
ｉ ＝ １

４
（ｕｎ

ｉ－１ ＋ ２ｕｎ
ｉ ＋ ｕｎ

ｉ＋１）， ｃ ＝ β τ
ｈ２ ．

现在讨论 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的交替分段并行差分格式，本文的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式（图 １）将结合以上几种差分

格式使用．

图 １　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式构造示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅ

设 Ｍ ＝ Ｊｌ（Ｊ ≥３ 和 ｌ≥３ 是正整数， 且 Ｊ 是奇数）， 每一时间层上的值分为 Ｊ 段， 按顺序记为 Ｓ１，Ｓ２，…，
ＳＪ ．为叙述方便，取Ｍ ＝ ２５，Ｊ ＝ ５，ｌ ＝ ５．Ｓ１ 和 Ｓ５ 分别有一个内边界点和四个内点；Ｓ２，Ｓ３，Ｓ４ 分别有两个内边界

点和三个内点．ｎ 是偶数，数值解 ｕｎ
ｉ 为已知，现计算 ｕｎ＋１

ｉ ．ｎ ＋ １ 时间层上，在点 ｘｉ（ ｉ ＝ ５，６，１５，１６） 处使用古典

显格式（４），在点 ｘｉ（ ｉ ＝ １０，１１，２０，２１） 处使用古典隐格式（５），其余各点处使用经典 Ｃ⁃Ｎ 格式（６）．在 ｎ ＋ ２时

间层上，将 ｎ ＋ １ 时间层显格式（４）的位置变为隐格式（５），隐格式（５）的位置变为显格式（４），其余各点仍使

用经典 Ｃ⁃Ｎ 格式（６）．因为靠近边界点的值与边界点大致相同，令 ｕｋ′
１ ＝ ｕｋ′

０ ，ｕｋ′
Ｍ－１ ＝ ｕｋ′

Ｍ（ｋ′ ＝ ０，１，２，…） ．交替使

用这些格式，可以得到 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式，具体见图 １，图中的□代表式（４），■代表式（５），○代表式（６），其矩阵

形式为

　 　
（Ｉ ＋ Ａ１Ｇ）Ｕｎ＋１ ＝ （Ｉ － Ａ２Ｇ）Ｕｎ ＋ Ｆ１，

（Ｉ ＋ Ａ２Ｇ）Ｕｎ＋２ ＝ （Ｉ － Ａ１Ｇ）Ｕｎ＋１ ＋ Ｆ２，
{ （７）

式中

　 　 Ｕｎ ＝ （ｕｎ
２，ｕｎ

３，…，ｕｎ
Ｍ－３，ｕｎ

Ｍ－２） Ｔ，

　 　 Ｆ１ ＝ ｒ
２
（ｕｎ

０ ＋ ｕｎ＋１
０ ） ＋ Ａ

２
（ｕｎ

１ ＋ ｕｎ＋１
１ ）， ｒ

２
（ｕｎ

１ ＋ ｕｎ＋１
１ ），０，…，０， － ｒ

２
（ｕｎ

Ｍ－１ ＋ ｕｎ＋１
Ｍ－１），

æ

è
ç

　 　 　 　 Ｂ
２
（ｕｎ

Ｍ－１ ＋ ｕｎ＋１
Ｍ－１） － ｒ

２
（ｕｎ

Ｍ ＋ ｕｎ＋１
Ｍ ） ö

ø
÷

Ｔ

，

　 　 Ｆ２ ＝ ｒ
２
（ｕｎ＋１

０ ＋ ｕｎ＋２
０ ） ＋ Ａ

２
（ｕｎ＋１

１ ＋ ｕｎ＋２
１ ）， ｒ

２
（ｕｎ＋１

１ ＋ ｕｎ＋２
１ ），０，…，０， － ｒ

２
（ｕｎ＋１

Ｍ－１ ＋ ｕｎ＋２
Ｍ－１），

æ

è
ç

　 　 　 　 Ｂ
２
（ｕｎ＋１

Ｍ－１ ＋ ｕｎ＋２
Ｍ－１） － ｒ

２
（ｕｎ＋１

Ｍ ＋ ｕｎ＋２
Ｍ ） ö

ø
÷

Ｔ

，

Ｕｎ，Ｆ１，Ｆ２ 是 Ｍ － ３ 维向量，Ｉ 是 Ｍ － ３ 阶单位矩阵，Ａ１ 和 Ａ２ 均是 Ｍ － ３ 阶对角矩阵，且满足 Ａ１ ＋ Ａ２ ＝ Ｉ，Ａ１

＝ ｄｉａｇ（θ １，θ ２，…，θＭ－４，θＭ－３），
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　 　 θ ｉ ＝

０，　 　 ｉ ＝ ｉ″１，ｉ′１，…，ｉ″Ｊ－２，ｉ′Ｊ－２，
１，　 　 ｉ ＝ ｉ″２，ｉ′２，…，ｉ″Ｊ－１，ｉ′Ｊ－１，
１
２
，　 　 ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 Ｇ ＝

－ ２ｃ － Ｂ ｒ
－ Ａ － ２ｃ － Ｂ ｒ
－ ｒ － Ａ － ２ｃ － Ｂ ｒ

⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
－ ｒ － Ａ － ２ｃ － Ｂ ｒ

－ ｒ － Ａ － ２ｃ － Ｂ
－ ｒ － Ａ － ２ｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

（Ｍ－３） ×（Ｍ－３）

．

２　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分方法的数值分析

２．１　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解的存在唯一性

引理 １（Ｋｅｌｌｏｇｇ 引理） ［１９］ 　 设 θ ＞ ０，矩阵 Ｇ ＋ ＧＴ 是非负定的，则（θＩ ＋ Ｇ） －１ 存在，并且有

　 　 ‖（θＩ ＋ Ｇ） －１‖２ ≤ θ －１ ．
引理 ２　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的 Ａ１Ｇ 和 Ａ２Ｇ 是非负定矩阵．
假定式（７）中的系数 ａｎ

ｉ ＝ ａ 为常数，做如下计算：

　 　 Ａ１Ｇ ＋ （Ａ１Ｇ） Ｔ ＝ Ａ１（Ｇ ＋ ＧＴ） ＝ Ａ１

－ ４ｃ ２ｃ
２ｃ － ４ｃ ２ｃ

⋱ ⋱ ⋱
２ｃ － ４ｃ ２ｃ

２ｃ － ４ｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

（Ｍ－３） ×（Ｍ－３）

，

　 　 Ａ２Ｇ ＋ （Ａ２Ｇ） Ｔ ＝ Ａ２（Ｇ ＋ ＧＴ） ＝ Ａ２

－ ４ｃ ２ｃ
２ｃ － ４ｃ ２ｃ

⋱ ⋱ ⋱
２ｃ － ４ｃ ２ｃ

２ｃ － ４ｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

（Ｍ－３） ×（Ｍ－３）

，

其中 ｃ ＜ ０．显然 Ａ１Ｇ ＋ （Ａ１Ｇ） Ｔ 是弱对角占优矩阵，对角线上的元素是非负实数．因此 Ａ１Ｇ ＋ （Ａ１Ｇ） Ｔ 是非负

定矩阵，Ａ２Ｇ ＋ （Ａ２Ｇ） Ｔ 也是非负定矩阵，则 Ａ１Ｇ 和 Ａ２Ｇ 是非负定矩阵．
由初始条件得， Ｕ０ 已知，假设 Ｕ２ｎ 已知，求 Ｕ２ｎ＋１ ．由式（７） 得到求解 Ｕ２ｎ＋１ 的公式为

　 　 （Ｉ ＋ Ａ１Ｇ）Ｕ２ｎ＋１ ＝ （Ｉ － Ａ２Ｇ）Ｕ２ｎ ＋ Ｆ１ ． （８）
显然，等式右边已知， （Ｉ ＋ Ａ１Ｇ） －１ 存在，式（８）有唯一解．同样地，使用 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式计算 ２ｎ ＋ ２ 层的点：

　 　 （Ｉ ＋ Ａ２Ｇ）Ｕ２ｎ＋２ ＝ （Ｉ － Ａ１Ｇ）Ｕ２ｎ＋１ ＋ Ｆ２ ． （９）
同理可得式（９）有唯一解，定理得证．

定理 １　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式（７）的解是存在且唯一的．
２．２　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的线性绝对稳定性

引理 ３［１９］ 　 设 θ ＞ ０，矩阵 Ｇ ＋ ＧＴ 是非负定的，则 ‖（θＩ － Ｇ）（θＩ ＋ Ｇ） －１‖２ ≤ １．
以下稳定性分析中，假定式（７）中的系数 ａｎ

ｉ ＝ ａ为常数．消去Ｕｎ＋１，式（７） 可以改写成Ｕｎ ＝ＧＵｎ－２，其中Ｇ
为增长矩阵，且 Ｇ ＝ （Ｉ ＋ Ａ２Ｇ） －１（Ｉ － Ａ１Ｇ）（Ｉ ＋ Ａ１Ｇ） －１（Ｉ － Ａ２Ｇ） ．对任意偶数 ｎ，Ｇｎ ＝ （Ｉ ＋ Ａ２Ｇ） －１（Ｉ －
Ａ１Ｇ）（Ｉ ＋ Ａ１Ｇ） －１［（Ｉ － Ａ２Ｇ）（Ｉ ＋ Ａ２Ｇ） －１（Ｉ － Ａ１Ｇ）（Ｉ ＋ Ａ１Ｇ） －１］ ｎ－１（Ｉ － Ａ２Ｇ） ．

由引理 １、２、３，对任意的 ｒ，ｒｉ，ｃ，有‖（Ｉ ＋ Ａ２Ｇ） －１‖２ ≤１，‖（Ｉ － ＡｉＧ）（Ｉ ＋ ＡｉＧ） －１‖２ ≤１（ ｉ ＝ １，２） ．因
此 ‖Ｇｎ‖２ ≤‖（Ｉ ＋ Ａ２Ｇ） －１‖２‖（Ｉ － Ａ１Ｇ）（Ｉ ＋ Ａ１Ｇ） －１‖ｎ

２‖（Ｉ － Ａ２Ｇ）（Ｉ ＋ Ａ２Ｇ） －１‖ｎ－１
２ ‖Ｉ － Ａ２Ｇ‖２ ≤
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‖Ｉ － Ａ２Ｇ‖２ ．因为不等式 ‖Ｉ － Ａ２Ｇ‖∞ ≤ １ ＋ ２ ｒｉ － ４ｃ ＋ ６ｒ，‖Ｉ － Ａ２Ｇ‖１ ≤ １ ＋ ２ ｒｉ － ４ｃ ＋ ６ｒ，ｃ ＜ ０．因

此 ‖Ｉ － Ａ２Ｇ‖２ ≤ ‖Ｉ － Ａ２Ｇ‖∞ ‖Ｉ － Ａ２Ｇ‖１ ≤ Ｃ，Ｃ ＝ １ ＋ ２ ｒｉ － ４ｃ ＋ ６ｒ ．可以得到 ‖Ｇｎ‖２ ≤ Ｃ ．定理

得证．
定理 ２　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式（７）是线性绝对稳定的．

２．３　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的收敛性

古典显格式为

　 　 ｕｎ＋１
ｉ ＝ ｒｕｎ

ｉ－２ ＋ Ａｕｎ
ｉ－１ ＋ （１ ＋ ２ｃ）ｕｎ

ｉ ＋ Ｂｕｎ
ｉ＋１ － ｒｕｎ

ｉ＋２ ．
古典隐格式为

　 　 － ｒｕｎ＋２
ｉ －２ － Ａｕｎ＋２

ｉ －１ ＋ （１ － ２ｃ）ｕｎ＋２
ｉ － Ｂｕｎ＋２

ｉ ＋１ ＋ ｒｕｎ＋２
ｉ ＋２ ＝ ｕｎ＋１

ｉ ．
将以上两格式中的各点分别在点 ｕｎ＋１

ｉ 处做 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，记截断误差分别为 Ｔ１（τ，ｈ），Ｔ２（τ，ｈ）， 则

　 　 Ｔ１（τ，ｈ） ＝ ∂ｕ
∂ｔ

－ τ
２

∂２ｕ
∂ｔ２

＋ τ ２

６
∂３ｕ
∂ｔ３

－ τ ３

２４
∂４ｕ
∂ｔ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 αａｎ
ｉ

∂ｕ
∂ｘ

－ τ ∂２ｕ
∂ｘ∂ｔ

＋ ｈ２

６
∂３ｕ
∂ｘ３

＋ τ ２

２
∂３ｕ
∂ｘ∂ｔ２

－ ｈ２τ
６

∂４ｕ
∂ｘ３∂ｔ

－ τ ３

６
∂４ｕ
∂ｘ∂ｔ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 β
∂２ｕ
∂ｘ２

－ τ ∂３ｕ
∂ｘ２∂ｔ

＋ ｈ２

１２
∂４ｕ
∂ｘ４

＋ τ ２

２
∂４ｕ

∂ｘ２∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ε
∂３ｕ
∂ｘ３

－ τ ∂４ｕ
∂ｘ３∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ｈａτ ｂ），

　 　 Ｔ２（τ，ｈ） ＝ ∂ｕ
∂ｔ

＋ τ
２

∂２ｕ
∂ｔ２

＋ τ ２

６
∂３ｕ
∂ｔ３

＋ τ ３

２４
∂４ｕ
∂ｔ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 αａｎ
ｉ

∂ｕ
∂ｘ

＋ τ ∂２ｕ
∂ｘ∂ｔ

＋ ｈ２

６
∂３ｕ
∂ｘ３

＋ τ ２

２
∂３ｕ
∂ｘ∂ｔ２

＋ ｈ２τ
６

∂４ｕ
∂ｘ３∂ｔ

＋ τ ３

６
∂４ｕ
∂ｘ∂ｔ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 β
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ τ ∂３ｕ
∂ｘ２∂ｔ

＋ ｈ２

１２
∂４ｕ
∂ｘ４

＋ τ ２

２
∂４ｕ

∂ｘ２∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ε
∂３ｕ
∂ｘ３

＋ τ ∂４ｕ
∂ｘ３∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ｈａτ ｂ），

其中 Ｏ（ｈａτ ｂ） ＝ Ｏ（τ ＋ ｈ２τ ＋ ｈ２） ．由于方程
∂ｕ
∂ｔ

＋ αａｎ
ｉ
∂ｕ
∂ｘ

＋ β ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ε ∂３ｕ
∂ｘ３

＝ ０， 可以得到

　 　 Ｔ１（τ，ｈ） ＝ － τ
２

∂２ｕ
∂ｔ２

＋ τ ２

６
∂３ｕ
∂ｔ３

－ τ ３

２４
∂４ｕ
∂ｔ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 αａｎ
ｉ － τ ∂２ｕ

∂ｘ∂ｔ
＋ ｈ２

６
∂３ｕ
∂ｘ３

＋ τ ２

２
∂３ｕ
∂ｘ∂ｔ２

－ ｈ２τ
６

∂４ｕ
∂ｘ３∂ｔ

－ τ ３

６
∂４ｕ
∂ｘ∂ｔ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 β － τ ∂３ｕ
∂ｘ２∂ｔ

＋ ｈ２

１２
∂４ｕ
∂ｘ４

＋ τ ２

２
∂４ｕ

∂ｘ２∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε － τ ∂４ｕ

∂ｘ３∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ｈａτ ｂ），

　 　 Ｔ２（τ，ｈ） ＝ τ
２

∂２ｕ
∂ｔ２

＋ τ ２

６
∂３ｕ
∂ｔ３

＋ τ ３

２４
∂４ｕ
∂ｔ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 αａｎ
ｉ τ ∂２ｕ

∂ｘ∂ｔ
＋ ｈ２

６
∂３ｕ
∂ｘ３

＋ τ ２

２
∂３ｕ
∂ｘ∂ｔ２

＋ ｈ２τ
６

∂４ｕ
∂ｘ３∂ｔ

＋ τ ３

６
∂４ｕ
∂ｘ∂ｔ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 β τ ∂３ｕ
∂ｘ２∂ｔ

＋ ｈ２

１２
∂４ｕ
∂ｘ４

＋ τ ２

２
∂４ｕ

∂ｘ２∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε τ ∂４ｕ

∂ｘ３∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ｈａτ ｂ） ．

由图 １ 可知，在每段的“内点”使用 Ｃ⁃Ｎ 格式，其计算精度为二阶．在每段的“内边界点”使用古典显式和

古典隐式，计算精度为 Ｏ（τ ＋ ｈ２τ ＋ ｈ２） ．在 Ｔ１（τ，ｈ） 和 Ｔ２（τ，ｈ） 的表达式中，分别包含了绝对值相同但符号

相反的项．古典显式和古典隐式在每一时间层交替使用，部分项将相互抵消．因此，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的计算精度
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近似为二阶．
定理 ３　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式（７）的计算精度为 Ｏ（ｈ２ ＋ τ ２），内边界点的计算精度为 Ｏ（τ

＋ ｈ２τ ＋ ｈ２） ．
定义 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式在 （ｘｉ，ｔｎ） 的截断误差是 Ｒｎ

ｉ ．存在正数 Ｃ′，有 ｜ Ｒｎ
ｉ ｜ ≤ Ｃ′（τ ２ ＋ ｈ２） ．假设在点（ｘｉ，ｔｎ），

ｕ（ｘｉ，ｔｎ） 是式（１） 的解析解．定义 ｅｎｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） － ｕｎ
ｉ ，ｅｎ ＝ （ｅｎ１，ｅｎ２，…，ｅｎＭ－３） Ｔ ．将 ｅｎｉ 代入 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式， Ａ１Ｇ ＝

Ｇ１，Ａ２Ｇ ＝ Ｇ２， 得到

　 　
（Ｉ ＋ Ｇ１）ｅｎ＋１ ＝ （Ｉ － Ｇ２）ｅｎ ＋ Ｒｎ＋１，

（Ｉ ＋ Ｇ２）ｅｎ＋２ ＝ （Ｉ － Ｇ１）ｅｎ＋１ ＋ Ｒｎ＋２ ．{
显然 ｅ０ ＝ （０，０，…，０） Ｔ，Ｒｎ ＝Ｏ（τ ２ ＋ ｈ２） ．当 ｎ ＝ １，（Ｉ ＋ Ｇ１）ｅ１ ＝ （Ｉ － Ｇ２）ｅ０ ＋ Ｒ１ ．两边取范数，得到‖ｅ１‖

≤ ‖（Ｉ ＋ Ｇ１）
－１Ｒ１‖ ≤ ‖Ｒ１‖ ≤ Ｃ′１（τ ２ ＋ ｈ２） ．当 ｎ ＝ ２，ｅ２ ＝ （Ｉ ＋ Ｇ２）

－１（Ｉ － Ｇ１）ｅ１ ＋ （Ｉ ＋ Ｇ２）
－１Ｒ２，‖ｅ２‖

≤ ‖（Ｉ ＋ Ｇ２）
－１‖（‖（Ｉ － Ｇ１）‖ ＋ １）‖Ｒ２‖ ≤ １ － λ

１ ＋ λ
＋ １
１ ＋ λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒ２ ≤ Ｃ′２（τ ２ ＋ ｈ２） ．由数学归纳法：当 ｎ≤

ｋ ＋ １ 时，‖ｅｎ‖ ≤ Ｃ′ｎ（τ ２ ＋ ｈ２）；当 ｎ ＝ ｋ ＋ ２ 时，有
　 　 ‖ｅｎ＋２‖ ≤ ‖（Ｉ ＋ Ｇ２）

－１（Ｉ － Ｇ１）（Ｉ ＋ Ｇ１）
－１（Ｉ － Ｇ２）ｅｎ‖ ＋

　 　 　 　 ‖（Ｉ ＋ Ｇ２）
－１（Ｉ － Ｇ１）（Ｉ ＋ Ｇ１）

－１Ｒｎ＋１‖ ＋ ‖（Ｉ ＋ Ｇ２）
－１Ｒｎ＋２‖ ≤

　 　 　 　
（１ － λ） ２

（１ ＋ λ） ２
＋ １ － λ

（１ ＋ λ） ２
＋ １
１ ＋ λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒｎ＋２ ≤ １ － λ

１ ＋ λ
１ － λ
１ ＋ λ

＋ １
１ ＋ λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

１ ＋ λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒｎ＋２ ≤

　 　 　 　 Ｃ′ｎ＋２（τ ２ ＋ ｈ２） ．
因此存在正数 Ｃ′，‖ｕ（ｘｉ，ｔｎ） － ｕｎ

ｉ ‖ ≤ Ｃ′（τ ２ ＋ ｈ２） ．
定理 ４　 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式（７）是收敛的．

３　 数 值 试 验

为了验证理论分析，给出数值算例证明 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的计算精度、稳定性、收敛性和并行性．同时给出

ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式与 ＡＳＥ⁃Ｉ 格式和 ＡＳＣ⁃Ｎ 格式的比较试验、ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式扩展到 ｍＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的数值试验．
例 １　 令 ε ＝ １，γ ＝ １，μ ＝ １， 考虑以下 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程［２０⁃２１］：
　 　 ｕｔ ＋ εｕｕｘ － γｕｘｘ ＋ μｕｘｘｘ ＝ ０，　 　 － ５０ ≤ ｘ ≤ ５０， ０ ≤ ｔ ≤ １． （１０）

初始条件为

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ － ６γ ２

２５μ
１ ＋ ｔａｎｈ γｘ

１０μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
ｓｅｃｈ２ γｘ

１０μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ；

边界条件为

　 　 ｕ（ － ５０，ｔ） ＝ － ６γ ２

２５μ
１ ＋ ｔａｎｈ γ

１０μ
－ ５０ ＋ ６γ ２

２５μ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
ｓｅｃｈ２ γ

１０μ
－ ５０ ＋ ６γ ２

２５μ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 ｕ（５０，ｔ） ＝ － ６γ ２

２５μ
１ ＋ ｔａｎｈ γ

１０μ
５０ ＋ ６γ ２

２５μ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
ｓｅｃｈ２ γ

１０μ
５０ ＋ ６γ ２

２５μ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ；

解析解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ － ６γ ２

２５μ
１ ＋ ｔａｎｈ γ

１０μ
ｘ ＋ ６γ ２

２５μ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
ｓｅｃｈ２ γ

１０μ
ｘ ＋ ６γ ２

２５μ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ．

取时间层 Ｎ ＝ ５００，空间层Ｍ ＝ ５００， 图 ２ 和 ３ 分别给出了式（１０）的孤立波解从时间 ｔ ＝ ０ 到 ｔ ＝ １ 的精确

解和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解的波形图．从图中可以看到，数值结果稳定可靠，保持了与精确解几乎完全一致的波形．
ｕ（ｘｉ，ｔｎ） 是解析解，ｕｎ

ｉ 是数值解．定义绝对误差 ΔＡＥ ＝｜ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） － ｕｎ
ｉ ｜ ．表 １ 给出了 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式

解相对于解析解的绝对误差结果．可以看到，当 Ｍ ＝ １００，Ｎ ＝ １００ 时，两种格式的绝对误差相似，且两种差分

格式绝对误差最大值的级数为 １０－３ ．

８８５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



图 ２　 精确解的波形 图 ３　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解的波形

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

表 １　 两种格式解相对于解析解的绝对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｓｃｈｅｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ｘ，ｔ） ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｃ⁃Ｎ ΔＡＥ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ΔＡＥ

（－４０，０．１） －５．４５×１０－８ －５．５１×１０－８ ５．６０×１０－１０ －５．５０×１０－８ ５．３７×１０－１０

（－３０，０．２） －２．９９×１０－６ －３．０５×１０－６ ６．１６×１０－８ －３．０５×１０－６ ５．９２×１０－８

（－２０，０．３） －１．６０×１０－４ －１．６５×１０－４ ４．８８×１０－６ －１．６４×１０－４ ４．６９×１０－６

（－１０，０．４） －０．００７ ０５５ －０．００７ ３０４ ０．０００ ２５０ －０．００７ ２９５ ０．０００ ２４０

（０，０．５） －０．１２２ ８９７ －０．１２４ ３８８ ０．００１ ４９１ －０．１２４ ２６８ ０．００１ ３７０

（１０，０．６） －０．３７４ ９１９ －０．３７３ ６４７ ０．００１ ２７２ －０．３７３ ５４２ ０．００１ ３７７

（２０，０．７） －０．４６３ ４３９ －０．４６２ ９５５ ０．０００ ４８４ －０．４６２ ９３２ ０．０００ ５０７

（３０，０．８） －０．４７７ ７１８ －０．４７７ ６３４ ８．４０×１０－５ －０．４７７ ６３０ ８．７８×１０－５

（４０，０．９） －０．４７９ ６９２ －０．４７９ ６７９ １．３０×１０－５ －０．４７９ ６７８ １．３６×１０－５

　 　 以下给出 Ｃ⁃Ｎ 格式和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式收敛阶的数值试验．在点 （ｘｉ，ｔｎ） 处，定义误差 Ｅ∞（ｈ，τ）、 空间收敛

阶 Ｓ 和时间收敛阶 Ｔ［２２⁃２３］：
　 　 Ｅ∞（ｈ，τ） ＝ ｍａｘ ｜ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） － ｕｎ

ｉ ｜ ，

　 　 Ｓ ＝
ｌｏｇ２（Ｅ∞（ｈ１，τ） ／ Ｅ∞（ｈ２，τ））

ｌｏｇ２（ｈ１ ／ ｈ２）
，

　 　 Ｔ ＝
ｌｏｇ２（Ｅ∞（ｈ，τ １） ／ Ｅ∞（ｈ，τ ２））

ｌｏｇ２（τ １ ／ τ ２）
．

令 Ｍ ＝ ２５，５０，１００，２００，４００，Ｎ ＝ ５００ 和 Ｎ ＝ １００，２００，４００，８００，１ ６００，Ｍ ＝ １００， 表 ２ 和 ３ 分别给出了 Ｃ⁃
Ｎ 格式和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的空间和时间精度．由表中数据可知，两种格式的空间和时间精度为二阶．因此本文

ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式和已有的 Ｃ⁃Ｎ 格式有相同的阶数，数值试验结果与理论分析相符．
表 ２　 两种格式的空间收敛阶

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｓｐａｃｅ⁃ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｓｃｈｅｍｅｓ

Ｍ
Ｃ⁃Ｎ

Ｅ∞ Ｓ

ＭＡＳＣ⁃Ｎ
Ｅ∞ Ｓ

２５ ６．５７２ ０００×１０－３ － ７．５２８ ９００×１０－３ －

５０ １．７５１ ５００×１０－３ １．９０７ ７４１ １．７８３ ９０４×１０－３ ２．０７７ ４０１

１００ ４．４１１ ８０２×１０－４ １．９８９ １５１ ４．４１６ ６１４×１０－４ ２．０１４ ０２５

２００ １．０８５ ８２２×１０－４ ２．０２２ ５８０ １．０６６ ６２３×１０－４ ２．０４９ ８９０

４００ ２．６７８ ４０５×１０－５ ２．０１９ ３４２ ２．５３８ ６９７×１０－５ ２．０７０ ８９０

　 　 定义加速比 Ｓｐ ＝ Ｔ１ ／ Ｔｐ 和效率 Ｅｐ ＝ Ｓｐ ／ ｐ［２４］，Ｔ１ 和 Ｔｐ 分别是 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的运行时间， ｐ 是处理

器的数量．使用八核处理器，令 Ｎ ＝ １ ０００，Ｍ ＝ ６００，１ １００，１ ６００，２ １００，２ ６００， 计算结果见表 ４．表 ４ 表明当 Ｍ
增加时，两种格式的运行时间都增加．但与 Ｃ⁃Ｎ 格式相比，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的运行时间增加缓慢．Ｓｐ 和 Ｅｐ 都逐渐
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增加．随着 Ｍ 的增大，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的效率大幅度提高．当 Ｍ ＞ ６００ 后，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的运行时间比 Ｃ⁃Ｎ 格式

节约 ５６％．
表 ３　 两种格式的时间收敛阶

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｓｃｈｅｍｅｓ

Ｎ
Ｃ⁃Ｎ

Ｅ∞ Ｔ

ＭＡＳＣ⁃Ｎ
Ｅ∞ Ｔ

１００ ２．７４１ ０２２×１０－３ － ２．７４１ ０２２×１０－３ －

２００ ６．６９９ １６６×１０－４ ２．０３２ ６６０ ６．６９７ ８０３×１０－４ ２．０３２ ９５４

４００ １．６４４ ３１３×１０－４ ２．０２６ ４９６ １．６４４ ３１３×１０－４ ２．０２６ ２０３

８００ ４．２１４ ５２３×１０－５ １．９６４ ０４４ ４．２１４ ４９４×１０－５ １．９６４ ０５３

１ ６００ １．０２８ ３０３×１０－５ ２．０３５ １０４ １．０２８ ３０５×１０－５ ２．０３５ ０９２

表 ４　 两种格式运行时间的比较

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ２ ｓｃｈｅｍｅｓ

Ｍ ６００ １ １００ １ ６００ ２ １００ ２ ６００

Ｃ⁃Ｎ ０．６６２ ８８ ２．０２６ ６６ ４．２７１ ８０ ７．６６７ ６８ １２．３４７ ７

ＭＡＳＣ⁃Ｎ ０．３３４ ６５ ０．９９３ ６４ １．９２９ ３８ ３．２８３ １７ ５．２５０ ７６
Ｓｐ １．９８０ ８２ ２．０３９ ６３ ２．２１４ ０８ ２．３３５ ４５ ２．３５１ ６０
Ｅｐ ０．２４７ ６０ ０．２５４ ９５ ０．２７６ ７６ ０．２９１ ９３ ０．２９３ ９５

　 　 图 ４ 给出了 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的计算时间．可以看到 Ｃ⁃Ｎ 格式的计算时间迅速增加，变化率大．本文

构造的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的计算时间更少，且变化率小．Ｃ⁃Ｎ 格式是串行格式，通过 ＬＵ 分解计算 ５ 对角方程．但
使用 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式计算时，全局问题被分解成多个不相关的问题同步进行计算．程序循环有效地提高了计算

效率，缩短了计算时间．从时间的角度来看，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式具有明显的优势．
图 ５ 给出了 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式在四核和八核 ＣＰＵ 下的计算时间．可以看到随着空间网格数的增加，八核

ＣＰＵ 的计算时间比四核 ＣＰＵ 更少，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式并行性明显．

图 ４　 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的计算时间 图 ５　 不同 ＣＰＵ 核数的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式计算时间

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｃ⁃Ｎ ａｎｄ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅ
ＭＡＳＣ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ＣＰＵ ｃｏｒｅｓ

为了验证 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的稳定性和精度，给出随时间和空间变化的相对误差．定义时间层相对误差和

（ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｔｉｍｅ ｌｅｖｅｌ，ＳＲＥＴ， ΔＳＲＥＴ） 与误差能量（ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｙ，ＤＴＥ， ΔＤＴＥ）：

　 　 ΔＳＲＥＴ（ｎ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １

｜ ｕｎ
ｉ － ｕ（ｘｉ，ｔｎ） ｜
ｕ（ｘｉ，ｔｎ）

， ΔＤＴＥ（ ｉ） ＝ １
２ ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
（ｕｎ

ｉ － ｕ（ｘｉ，ｔｎ）） ２ ．

取 Ｎ ＝ ２００，Ｍ ＝ ２００，图 ６ 表明当 Ｎ 增加时，两种格式解的 ΔＳＲＥＴ 迅速减小，且趋向于 ０．因此，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 方

法求解 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程是计算稳定的．
取 Ｎ ＝ ５００，Ｍ ＝ ５００，从图 ７可以看出两种格式ΔＤＴＥ 的最大值是 ５×１０－３ ．表明两种格式数值解与解析解非

常接近，误差很小，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 方法有良好的计算精度．
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图 ６　 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解的 ＳＲＥＴ 图 ７　 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解的 ＤＴＥ
Ｆｉｇ． ６　 ＳＲＥＴ ｏｆ ｔｈｅ Ｃ⁃Ｎ ａｎｄ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ Ｆｉｇ． ７　 ＤＴＥ ｏｆ ｔｈｅ Ｃ⁃Ｎ ａｎｄ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

例 ２　 令 Ｌ ＝ １００，Ｔ ＝ １， 考虑以下 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程［２５］：
　 　 ｕｔ ＋ ｕｕｘ － ｕｘｘ ＋ ｕｘｘｘ ＝ ０． （１１）

初边界值由解析解给出，解析解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ － ６
２５

１ ＋ ｔａｎｈ １
１０

ｘ ＋ ６
２５

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
ｓｅｃｈ２ １

１０
ｘ ＋ ６

２５
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ．

比较 ３ 种并行格式的计算时间．固定时间层 Ｎ ＝ １０ ０００， 计算结果见图 ８ 和表 ５．ＡＳＣ⁃Ｎ 格式有最长的运

行时间．ＡＳＥ⁃Ｉ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式运行时间相似且 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式计算时间略短．

图 ８　 ３ 种并行格式计算时间比较

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｃｈｅｍｅｓ

表 ５　 ３ 种并行格式的计算时间

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｃｈｅｍｅｓ

Ｍ ２１０ ４１０ ６１０ ８１０ １ ０１０ １ ２１０ １ ４１０

ＡＳＥ⁃Ｉ［９］ ０．３４２ ０３ １．０５２ ２６ ５．８０１ ７４ １０．１６０ ８ １５．０６５ ７ ２０．８２８ ３ ２７．８８５ ５

ＡＳＣ⁃Ｎ［１１］ ０．３５２ ３２ １．１０７ ７７ ６．４１５ ８５ １０．３４３ ９ １５．２１３ ７ ２１．２２４ ９ ２８．１９３ ６

ＭＡＳＣ⁃Ｎ ０．３５０ ６０ １．０９０ ３５ ５．７９０ ２１ ９．９００ ６１ １４．８７１ ４ ２０．５５９ ４ ２８．７８０ ９

　 　 比较解析解和 ＡＳＥ⁃Ｉ［９］、ＡＳＣ⁃Ｎ［１１］、ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解．令 Ｎ ＝ ２１０，Ｍ ＝ ２１０，ｔ ＝ ０．５， 表 ６ 给出了计算结果．
表中数据表明 ３ 种格式的数值解相似，且 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解最接近解析解．

最后，取计算精度的权重为 ０．６，计算时间的权重为 ０．４．根据计算精度和时间比较 ３ 种并行格式，见表 ７．
可以看到，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的加权排序总和数最小，可知其具有最好的性能和实用性．

例 ３　 令 β ＝ － １，ε ＝ － １， 考虑以下 ｍＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程［２６⁃２７］：
　 　 ｕｔ ＋ ｕ２ｕｘ ＋ βｕｘｘ ＋ εｕｘｘｘ ＝ ０，　 　 － ５０ ≤ ｘ ≤ ５０， ０ ≤ ｔ ≤ １． （１２）

初边界值由解析解给出，解析解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ － β － ６ε
６ε

１ ＋ ｔａｎｈ
－ β
６ε

ｘ ＋ ２β ２

９ε
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ．

令 Ｎ ＝ ２１０，Ｍ ＝ ２１０，ｔ ＝ ０．５， 表 ８ 为 ｍＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程解析解和两种格式数值解的比较．可以看出 Ｃ⁃Ｎ
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格式解和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解几乎相同．图 ９ 和 １０ 分别是 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的绝对误差，对比发现两种差分

格式绝对误差最大值的级数为 １０－２ ．
表 ６　 数值解和解析解

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｘ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ＡＳＥ⁃Ｉ［９］ ＡＳＣ⁃Ｎ［１１］ ＭＡＳＣ⁃Ｎ

－４０ －５．６６３ ４×１０－８ －５．５８４ ７×１０－８ －５．５８４ ７×１０－８ －５．５８５ ８×１０－８

－３０ －３．０７８ ６×１０－６ －３．０３７ ０×１０－６ －３．０３５ ４×１０－６ －３．０３５ ７×１０－６

－２０ －１．６２７ ７×１０－４ －１．６０３ ２×１０－４ －１．６０２ ３×１０－４ －１．６０２ ４×１０－４

－１０ －０．００７ １１４ ５９ －０．００６ ９４１ ２６ －０．００６ ９３９ ２４ －０．００６ ９３９ ２８

０ －０．１２２ ８９７ １４ －０．１１８ ４７３ １１ －０．１１８ ４９９ ９９ －０．１１８ ４９９ ９４

１０ －０．３７４ ４９９ ９７ －０．３６９ １６７ ２５ －０．３６９ ２２４ ６５ －０．３６９ ２２４ ７１

２０ －０．４６３ ２８３ ６４ －０．４６２ １６８ ８５ －０．４６２ １８１ ７３ －０．４６２ １８１ ９１

３０ －０．４７７ ６８５ ２３ －０．４７７ ５２４ ５６ －０．４７７ ５２６ ３２ －０．４７７ ５２６ ４１

４０ －０．４７９ ６８５ ７５ －０．４７９ ６６３ ８２ －０．４７９ ６６４ ０３ －０．４７９ ６６４ ０７

表 ７　 ３ 种并行格式的比较

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｃｈｅｍｅｓ

ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｃｈｅｍｅｓ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｓｏｒｔ ｔｉｍｅ ｓｏｒｔ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｓｏｒｔ ｓｕｍ （０．６ ∶ ０．４）

ＡＳＥ⁃Ｉ［９］ ３ ２ ２．６

ＡＳＣ⁃Ｎ［１１］ ２ ３ ２．４

ＭＡＳＣ⁃Ｎ １ １ １

表 ８　 数值解和解析解

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｘ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｃ⁃Ｎ ΔＡＥ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ΔＡＥ

－４０ －０．８１６ ４９５ －０．８１６ ４９５ １．１５×１０－７ －０．８１６ ４９５ １．４６×１０－７

－３０ －０．８１６ ４６１ －０．８１６ ４５８ ３．２２×１０－６ －０．８１６ ４５７ ４．１０×１０－６

－２０ －０．８１５ ４９６ －０．８１５ ４０７ ８．９９×１０－５ －０．８１５ ３８２ １．１５×１０－４

－１０ －０．７８９ ３６１ －０．７８７ １２３ ０．００２ ２３７ －０．７８６ ４８８ ０．００２ ８７３

０ －０．４１５ ８０８ －０．４０９ ５６４ ０．００６ ２４４ －０．４０５ １５１ ０．０１０ ６５６

１０ －０．０２９ １４８ －０．０２９ ７３５ ０．０００ ５８８ －０．０２９ １０５ ４．２５×１０－５

２０ －０．００１ ０７７ －０．００１ １０４ ２．７０×１０－５ －０．００１ ０８０ ２．６８×１０－６

３０ －３．８０×１０－５ －３．９０×１０－５ ９．７３×１０－７ －３．９０×１０－５ １．０１×１０－７

４０ －１．３７×１０－６ －１．４１×１０－６ ３．４７×１０－８ －１．３８×１０－６ ３．６３×１０－９

图 ９　 Ｃ⁃Ｎ 格式解的绝对误差 图 １０　 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式解的绝对误差

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｃ⁃Ｎ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＳＣ⁃Ｎ
ｓｃｈｅｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

　 　 令时间层 Ｎ ＝ １ ０００， 图 １１ 是 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的运行时间．可以看到 Ｃ⁃Ｎ 格式的运行时间远大于

ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的运行时间．与 Ｃ⁃Ｎ 格式相比，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式求解 ｍＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程更为高效．
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图 １１　 Ｃ⁃Ｎ 和 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的运行时间

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｃ⁃Ｎ ａｎｄ ＭＡＳＣ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅｓ

４　 结　 　 论

ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分格式是线性绝对稳定的，格式解存在唯一，与 Ｃ⁃Ｎ 格式的收敛阶

同为二阶．在保证计算精度的前提下，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式比 Ｃ⁃Ｎ 格式有更高的效率．与 ＡＳＥ⁃Ｉ 和 ＡＳＣ⁃Ｎ 格式相比，
ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分格式对求解 ＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程有更好的性能．同时，将 ＭＡＳＣ⁃Ｎ 并行差分格式扩展到求解

ｍＫｄＶ⁃Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，本文的数值试验结果表明，ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式的计算效率明显高于 Ｃ⁃Ｎ 格式的计算效率，
ＭＡＳＣ⁃Ｎ 格式求解各种类型的并行计算系统是有效的．
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ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ４２（９）： ９４８⁃９５７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

４９５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


