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摘要：　 研究了网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统自适应编队机动控制问题．针对参数不确定的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统，利用

滑模控制方法提出了一种自适应编队机动控制算法．基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，证明了闭环系统的稳定性．该算法

的显著特点是通过引入一种特殊的有向网络拓扑来描述智能体之间的通信交互行为，使得系统中跟随者在不需要

知道或估计时变机动参数的情况下，能够实现编队的方向、平移、形状的连续改变．最后对提出的自适应编队机动控

制算法进行数值模拟以验证该控制方案的有效性．
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０　 引　 　 言

近年来，随着机器人控制技术的日益成熟，机器人已应用于更加广泛的领域，特别是一些危险的或者其
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他一些特殊场合，满足矿井作业、水下测绘、桥梁探伤、火星探险等应用需求．然而，无论单个机器人的功能和

效用如何提高，单机器人自身性能毕竟有限，特别是对于复杂的工作任务及多变的工作环境，其能力尤显不

足．与单个机器人相比，多机器人系统具有更大的灵活性以及更高的可靠性，能够完成更复杂的任务．例如，
在军事领域中，通过多机协同可以控制多架低成本无人机实施蜂群作战，进而大幅度提高其突防能力、毁伤

能力以及作战效费比，达到“１＋１≥２”的效果．然而，随着控制系统规模的越来越大，也产生了更为复杂的控

制问题，如多机路径规划问题［１］、子系统避碰问题等［２］ ．为了解决这些问题，多机器人的自主协同控制技术应

运而生［３⁃７］ ．怎样充分发挥多机器人系统的优势，解决其系统中存在的问题并降低不利影响，使系统能够在复

杂环境中更高效地完成任务，是目前多机器人系统研究的目标．
网络环境下多智能体系统协同作为一种新的多机器人应用形式，近年来引起了国内外学者的广泛关注

与研究兴趣，无论是在理论上还是应用上都取得了丰硕的研究成果［８⁃１３］ ．其中由 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力学所描

述的网络化机器人系统的协调控制已成为十分活跃的研究课题之一．这是由于经典的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可

以有效地描述各种机械系统，包括机械手、步行机器人、飞行航天器等，而这种网络化机械系统的协同具有更

高的可操作性、可靠性、可扩展性以及灵活性．因此，对于网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的深层次理论研究具有

十分重要的科学意义和应用前景．最近的代表性研究工作有：文献［８］研究了有向网络拓扑下具有通信时延

的不确定机械系统的一致性问题；文献［９］研究了基于事件触发的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 多智能体系统分布式最优

一致性问题；文献［１０］研究了多 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的领航跟随一致性问题；文献［１１］研究了网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃
Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的采样一致性问题；文献［１２］研究了未知 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统跟踪期望时变轨迹的鲁棒跟踪控

制问题等．值得注意的是，目前大部分关于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统编队控制的研究都是控制多个智能体形成期

望的编队构型，并在向目标运动的过程中维持特定的几何构型，未考虑编队机动过程中的构型控制情况．编
队机动控制的任务通常是在给定整体机动参数后，使编队的质心、方向、尺度等几何参数连续变化，考虑到多

智能体编队控制中时变编队信息会影响控制器的设计以及系统的分析，因而用于时不变编队形状控制的方

法不能简单地推广到时变编队机动控制的研究中．显然，面向实际工程技术领域中，考虑机动控制的网络化

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统能够更好地适应实际的需求．
在编队机动控制相关的研究工作中，通常都是采用领航⁃跟随法．其中领航者决定时变的机动参数，跟随

者在其控制算法下形成期望队形．为了形成时变的期望队形，现有的方法大致分为两类： ① 每个智能体可以

访问机动参数； ② 只有领航组能够访问机动参数．当每个智能体都能访问编队机动参数时，编队机动控制就

变成了共识追踪问题，其中智能体协作保持一个时变编队［１４⁃１７］ ．某些应用场景中，编队中的智能体可能具有

不同的智能级别，只有领航者才能感知和响应动态环境，也就是说，只有领航者才能够访问随时间变化的部

分或者全部机动参数．在这种情况下，可以为每个跟随者设计估计器来获得编队机动参数．然而，控制器的性

能会受到估计误差的影响，估计量也会消耗计算和通信资源．为了避免使用估计器，另一种方法是考虑编队

中智能体之间某些不变约束，如相对距离、相对方位［１８］ ．在以相对距离为约束时，编队中的智能体能够在自

己的局部坐标系中感知其邻居的相对位置，然后控制其达到目标编队，这表明智能体不需要有局部坐标系的

公共方向，也就是说，基于距离的编队机动控制可以实现旋转和平移机动，而无需为跟随者设计估计器来估

计只有领航者知道的时变机动参数．类似地，可以通过基于相对方位的方法实现缩放和移动操作．
最近提出了一些无估计器的方法，如基于重心坐标的控制方法［１９⁃２１］、基于应力矩阵的控制方法［２２⁃３０］ 和

基于复杂 Ｌａｐｌａｃｅ 算子的控制方法［３０⁃３１］ ．然而，现有的无估计器方法还存在着一些局限性：第一，文献［１９⁃２０，
２５，２８⁃３１］的工作只能应用于低阶多智能体系统；第二，基于复 Ｌａｐｌａｃｅ 的方法仅仅适用于二维空间；第三，文
献［２０⁃３０］中的方法需要凸的或者通用标称结构，即任意 ３ 个标称编队中的智能体不在同一条直线上，任意

４ 个标称编队中的智能体不在同一个平面上；第四，文献［２０，２６⁃２８］没有对领航者的控制器进行设计，这限

制了编队的机动性，文献［２６］中编队机动控制的追踪误差只能收敛到有界紧集，文献［３２］中的工作需要智

能体的相对运动状态，但在高阶多智能体系统中测量相对速度和相对加速度是不切实际的．
本文受上述理论研究以及工程应用价值的激励，研究了网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的分布式半全局反馈

编队机动控制的问题．主要创新表现在如下四点：第一，相比于大部分关于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统编队控制的研
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究都是控制多个智能体形成期望的编队构型，并在向目标运动的过程中维持特定几何构型，本文研究的是编

队机动控制，要求智能体不仅能够形成期望的编队构型，并且在给定整体的机动参数后编队的质心、方向、尺
度等几何参数可以实现连续变化．第二，相比于文献［２５］，本文研究的是应用更为广泛的强非线性 Ｌａｇｒａｎｇｅ
系统，低阶线性多智能体系统的控制方法已不适用．第三，所提出的编队机动方法在全局坐标系未知的情况

下，不仅适用于一般或者凸标称结构，而且适用于非一般和非凸标称结构．第四，结合滑模控制理论，构造了

完全分布式的机动控制协议，编队系统中跟随者无需知道编队时变机动参数就可以实现期望任务．
本文的其余部分组织如下：第 １ 节描述了一些预备知识和问题陈述；第 ２ 节给出了不确定网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃

Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的编队问题的主要结果；第 ３ 节给出了相应的模拟结果；最后第 ４ 节给出了结论．

１　 预备知识和问题陈述

１．１　 符号说明与图论知识

‖·‖２ 为给定向量和矩阵的 ２⁃范数， Ｉｎ×ｎ 表示 ｎ × ｎ 单位矩阵，设 １ｎ 为 ＲＲ ｎ 中的全一向量，设 ０ 为全零矩

阵或向量，􀱋为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积，定义 Ｄ ∈ ＳＯ（ｎ） 表示一个 ｎ 维旋转矩阵的集合．考虑在 ｐ 维空间中由 ｎ 个智能

体形成的编队，其表示为 ｑｉ ∈ＲＲｐ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．设 Ｇ ＝ { Ｖ，Ｅ } 为有 ｎ 个非空点的集合 Ｖ ＝ { １，２，…，ｎ } 和有

向边集合 Ｅ ⊆ Ｖ × Ｖ 构成的具有网络拓扑的有向图． Ｎｉ 􀰛 { ｊ ∈ Ｖ： （ ｊ，ｉ） ∈ Ｅ } 表示智能体 ｉ 的邻居点集合．
如果 （ ｊ，ｉ） ∈ Ｅ， 则表示智能体 ｉ 可以获取智能体 ｊ 的信息．（Ｇ，ｑ） 表示由智能体 ｑｉ ∈ ＲＲ ｐ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ 形成

的编队．
１．２　 网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ系统动力学

假设编队网络由 ｎ 个 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统组成．第 ｉ 个系统的动力学方程简写为［４］

　 　 Ｍｉ（ｑｉ）ｑｉ ＋ Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ）ｑｉ ＋ ｇｉ（ｑｉ） ＝ τ ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１）
其中， ｑｉ ∈ ＲＲ ｐ 是广义坐标向量，Ｍｉ（ｑｉ） ∈ ＲＲ ｐ×ｐ 是对称正定的惯量矩阵， Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ） ∈ ＲＲ ｐ×ｐ 是 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 离心力

矩阵， ｇｉ（ｑｉ） ∈ ＲＲ ｐ 是重力向量， τ ｉ ∈ ＲＲ ｐ 是控制输入．控制系统（１）有如下 ３ 个重要的基本性质［３３⁃３７］ ．
性质 １　 存在 ４ 个正常数 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０，ｃ ＞ ０，ｄ ＞ ０， 对于任意的 ｘ，ｙ 以及 ｚ ∈ ＲＲ ｐ， 都有

　 　 ａ ≤ ‖Ｍｉ（ｑｉ）‖２ ≤ ｂ， ‖ｇｉ（ｑｉ）‖２ ≤ ｃ， ‖Ｃｉ（ｘ，ｙ）ｚ‖２ ≤ ｄ‖ｙ‖２‖ｚ‖２ ．
性质 ２　 矩阵 Ｍｉ（ｑｉ） － ２Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ） 是反称矩阵，即对于任意的 ｒ ∈ ＲＲ ｐ， 都有

　 　 ｒＴ（Ｍｉ（ｑｉ） － ２Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ））ｒ ＝ ０．
性质 ３　 对于任意的 ｘ，ｙ ∈ ＲＲ ｐ， 系统（１）可线性参数化为

　 　 Ｍｉ（ｑｉ）ｘ ＋ Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ）ｙ ＋ ｇｉ（ｑｉ） ＝ Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｘ，ｙ）θ ｉ， （２）
其中 Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｘ，ｙ） 是回归矩阵， θ ｉ 是一个未知但恒定的参数向量．
１．３　 问题陈述

在不失一般性的情况下，考虑二维空间中由 ｎｌ 个领航者和 ｎｆ 个跟随者组成的 ｎ 个智能体， Ｖ ＝ { １，２，
…，ｎ } 定义为节点集合，其中 Ｖｌ ＝ { １，２，…，ｎｌ } 为领航组， Ｖｆ ＝ { ｎｌ ＋１，…，ｎ } 为跟随组．Ｅ ⊆ Ｖ × Ｖ 定义为边

集合．设 ｒ ＝ ［ｒＴ１，…，ｒＴｎ］ Ｔ 为智能体的标称位置，其中 ｒｉ ∈ ＲＲ ２，ｉ ＝ { １，２，…，ｎ } ，ｒｌ 为领航组的标称位置， ｒｆ 为
跟随组的标称位置．那么一个标称编队就可以被表示为 （Ｇ，ｒ） ．令 ｅｉｊ 􀰛 ｒｊ － ｒｉ， {ω ｉｊ } （ ｉ，ｊ）∈ε 为智能体 ｉ 的相对

距离参数集，满足

　 　 ∑
ｊ∈Ｎｉ

ω ｉｊｅｉｊ ＝ ０， ∑
ｊ∈Ｎｉ

‖ω ｉｊ‖２ ＞ ０． （３）

式（３）等价于

　 　 ∑
ｊ∈Ｎｉ

ω ｉｊｒｉ － ∑
ｊ∈Ｎｉ

ω ｉｊｒｊ ＝ ０． （４）

通过矩阵理论我们可以知道要求构造智能体相对约束的最少智能体个数：
􀃬 若智能体 ｉ 和任意两个邻居点 ｊ，ｋ 共线，则存在非零向量 ω ｉ ＝ （ω ｉｊ，ω ｉｋ） Ｔ， 使得

　 　 ω ｉｊｅｉｊ ＋ ω ｉｋｅｉｋ ＝ ０； （５）
􀃭 若智能体 ｉ 和任意 ３ 个邻居点 ｊ，ｋ，ｈ 共面，则存在非零向量 ω ｉ ＝ （ω ｉｊ，ω ｉｋ，ω ｉｈ） Ｔ， 使得
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　 　 ω ｉｊｅｉｊ ＋ ω ｉｋｅｉｋ ＋ ω ｉｈｅｉｈ ＝ ０． （６）
我们可以将式（６）中参数 ω ｉｊ，ω ｉｋ，ω ｉｈ 写成向量形式：
　 　 （ω ｉｊ，ω ｉｋ，ω ｉｈ） （ｅｉｊ，ｅｉｋ，ｅｉｈ） Ｔ ＝ ０． （７）
同样地，式（５）也可以写成这种形式，对于每一个智能体 ｉ，ｉ∈Ｖｆ，通过式（３），跟随组的一组距离约束可

以写成如下的矩阵形式：
　 　 （Ωｆ 􀱋 Ｉ２）ｒ ＝ ０， （８）

其中 Ωｆ ∈ ＲＲ ｎｆ×ｎ 定义为跟随矩阵，满足

　 　 （Ωｆ） ｉｊ ＝

－ ω ｉｊ，　 　 ｊ ∈ Ｎｉ， ｉ ≠ ｊ，
０， ｊ ∉ Ｎｉ， ｉ ≠ ｊ，

∑
ｋ∈Ｎｉ

ω ｉｋ， ｉ ＝ ｊ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

注 １　 由跟随矩阵的定义可知，其可以不是方阵，并且不要求对称，这与文献［２２］中定义的应力矩阵不同．该文献中要求

矩阵是方阵且为对称矩阵，即 ω ｉｊ ＝ ω ｊｉ ．并且，传统 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵中的权重一般是非负的，但是跟随矩阵中的元素可以是负数．

由于智能体被划分为领航者和跟随者，故跟随矩阵可以写为如下形式：
　 　 Ωｆ ＝ ［Ωｆｌ，Ωｆｆ］， （１０）

其中 Ωｆｌ ∈ ＲＲ ｎｆ×ｎｌ，Ωｆｆ ∈ ＲＲ ｎｆ×ｎｆ ．据此，式（８）等价于

　 　 （Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｒｌ ＋ （Ωｆｆ 􀱋 Ｉ２）ｒｆ ＝ ０． （１１）
定义 １［２２］ 　 若 ｒｆ 可以被 ｒｌ 确定，即 Ωｆｆ 是非奇异的，则称标称编队 （Ｇ，ｒ） 为可局部化的．
也就是说，如果 （Ｇ，ｒ） 为可局部化的，则标称编队中跟随组的标称位置可以由领航组的标称位置表出

　 　 ｒｆ ＝ － （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｒｌ ． （１２）

图 １　 标称队形

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｎｏｍｉｎａｌ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ

接下来，通过一个例子来说明如何计算一个标称编队的跟

随矩阵 Ωｆ 中的子矩阵 Ωｆｌ 以及 Ωｆｆ ．考虑在二维平面中由 ７ 个智

能体组成的系统，如图 １ 所示．其中有 ３ 个领航者： ｒｉ ＝ ［４，０］ Ｔ，
ｒｊ ＝ ［２，２］ Ｔ，ｒｋ ＝ ［２， － ２］ Ｔ， ４ 个跟随者： ｒｈ ＝ ［０，２］ Ｔ，ｒｍ ＝
［０， － ２］ Ｔ，ｒｐ ＝ ［ － ２，２］ Ｔ，ｒｑ ＝ ［ － ２， － ２］ Ｔ ．图中有向箭头表示

智能体信息传递的方向．
由式（３），通过计算可得智能体 ｈ 与智能体 ｉ，ｊ，ｋ 的距离约

束为

　 　 － ２ｅｈｉ ＋ ３ｅｈｊ ＋ ｅｈｋ ＝ ０． （１３）
同理，智能体 ｍ 与智能体 ｉ，ｊ，ｋ 的距离约束为

　 　 － ２ｅｍｉ ＋ ｅｍｊ ＋ ３ｅｍｋ ＝ ０． （１４）
智能体 ｐ 与智能体 ｉ，ｈ，ｍ 的距离约束为

　 　 － ２ｅｐｉ ＋ ５ｅｐｈ ＋ ｅｐｍ ＝ ０． （１５）
智能体 ｑ 与智能体 ｈ，ｍ，ｐ 的距离约束为

　 　 － ｅｑｈ ＋ ｅｑｍ ＋ ｅｑｐ ＝ ０． （１６）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
设 ｒｆ ＝ （ｒＴｈ，ｒＴｍ，ｒＴｐ ，ｒＴｑ ） Ｔ，ｒｌ ＝ （ｒＴｉ ，ｒＴｊ ，ｒＴｋ ） Ｔ， 由式（１３）—（１６）有 （Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｒｌ ＋ （Ωｆｆ 􀱋 Ｉ２）ｒｆ ＝ ０， 由式（９）

可得

　 　 Ωｆ ＝

２ － ３ － １ ２ ０ ０ ０
２ － １ － ３ ０ ２ ０ ０
２ ０ ０ － ５ － １ ４ ０
０ ０ ０ １ － １ － １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （１７）

其中
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　 　 Ωｆｌ ＝

２ － ３ － １
２ － １ － ３
２ ０ ０
０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ωｆｆ ＝

２ ０ ０ ０
０ ２ ０ ０
－ ５ － １ ４ ０
１ － １ － １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

． （１８）

因为式（１８）中的子矩阵 Ωｆｆ 是非奇异的，故跟随组 ｒｆ ＝ （ｒＴｈ，ｒＴｍ，ｒＴｐ ，ｒＴｑ ） Ｔ 可由领航组 ｒｌ ＝ （ｒＴｉ ，ｒＴｊ ，ｒＴｋ ） Ｔ 确

定， ｒｆ ＝ － （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｒｌ ．

假设 １　 智能体在领航组和跟随组中的位置分别表示为 ｑｌ ＝ ［ｑＴ
１，…，ｑＴ

ｎｌ］
Ｔ ∈ＲＲ２ｎｌ，ｑｆ ＝ ［ｑＴ

ｎｌ＋１，…，ｑＴ
ｎ］ Ｔ ∈

ＲＲ ２ｎｆ ．期望时变队形 ｑ∗（ ｔ） ＝ ［ｑ∗Ｔ
ｌ （ ｔ），ｑ∗Ｔ

ｆ （ ｔ）］ Ｔ 设计为

　 　 ｑ∗（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ）［Ｉｎ 􀱋 Ｑ（ ｔ）］ｇ（ ｔ） ＋ １ｎ 􀱋 ｂ（ ｔ）， （１９）
其中 ａ（ ｔ） ∈ＲＲ ，Ｑ（ ｔ） ∈ ＳＯ（２），ｂ（ ｔ） ∈ＲＲ２ 分别为时变缩放、旋转和平移编队机动； ｇ（ ｔ）＝ ［ｇＴ

ｌ （ ｔ），ｇＴ
ｆ （ ｔ）］ Ｔ 为

时变编队队形，类似于式（１１）中的标称编队， ｇ（ ｔ） 应满足

　 　 （Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｇｌ（ ｔ） ＋ （Ωｆｆ 􀱋 Ｉ２）ｇｆ（ ｔ） ＝ ０． （２０）
式（２０）中的 Ωｆｌ 和 Ωｆｆ 是由式（７）中所示的标称编队 （Ｇ，ｒ） 计算出来的．

注 ２　 如果不需要改变队形，则有 ｇ（ ｔ） ＝ ｒ， 其中 ｒ 为标称构型．那么式（１９）中所期望的时变编队为

　 　 ｑ∗（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ）［Ｉｎ 􀱋 Ｑ（ ｔ）］ｒ ＋ １ｎ 􀱋 ｂ（ ｔ） ． （２１）
注 ３　 若假设 １ 成立，对于式（１９）中的期望轨迹 ｑ∗（ ｔ） ＝ ［ｑ∗Ｔ

ｌ （ ｔ），ｑ∗Ｔ
ｆ （ ｔ）］ Ｔ， 有 （Ωｆｆ 􀱋 Ｉ２）ｑ∗

ｆ （ ｔ） ＋ （Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑ∗
ｌ （ ｔ） ＝

０ ．即 ｑ∗
ｆ （ ｔ） 可以被表示为

　 　 ｑ∗
ｆ （ ｔ） ＝ － （Ω －１

ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑ∗
ｌ （ ｔ） ． （２２）

这表明，跟随者可以实现期望的时变编队形状缩放机动、旋转机动和平移机动．而不需要估计只有领航

者知道的时变机动参数 ｇ（ ｔ），ａ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），ｂ（ ｔ） ．本文的目标是设计一个特定的控制率，使得所有的跟随者都

能达到跟随者和运动的领航者之间的速度匹配，同时系统仍能够实现时变机动编队．定义 ２ 进一步解释了本

文的编队机动控制问题．
定义 ２　 在有向网络拓扑结构下，如若下面等式成立，则称控制协议 τ ｉ 能够解决网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ

系统的编队机动控制问题．智能体 ｉ 的状态满足

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｑｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｉ － ｑ∗
ｉ ） ＝ ０， ｌｉｍ

ｔ→∞
ｑｉ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｑｉ － ｑ∗

ｉ ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

２　 网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的控制器设计

本节讨论了网络化不确定性 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统中领航者和跟随者的编队控制问题．目标是为系统设计

合适的控制协议，以便实现时变期望机动编队．首先对系统中的领航者设计控制器，实现领航者的机动编队；
其次对系统中的跟随者设计控制器，要求设计出来的控制器可以实现跟随者在无需获取只有领航者知道的

时变机动参数的情况下可以跟随领航者运动．
为了设计控制器，引入以下假设．
假设 ２　 跟随者可以接收 ３ 个智能体信息．
假设 ３　 ‖ｑ∗

ｉ ‖２ ≤ γ ０，‖ｑ∗
ｉ ‖２ ≤ γ １，‖ｑ…∗

ｉ ‖２ ≤ γ ２，ｉ ＝ １，２，…，ｎｌ，其中 γ ０，γ １，γ ２ 都是有界正常数．

注 ４　 由假设 １ 可知，编队的运动状态包括缩放、旋转和平移．根据编队需求，可以分别对不同时变机动参数进行设置．在
１．３ 小节中，通过对跟随矩阵的定义（式（９））以及网络拓扑的设计，要求每个跟随者能够在与相邻智能体相对距离参数的约束

式（３）下实现期望的时变机动编队，而不用估计或者知道时变机动参数．这意味着在二维平面中，跟随者需要接收 ３ 个相邻智

能体信息．即假设 ２ 成立是对编队网络拓扑结构的要求．由于考虑到多智能体在实际控制过程中，它们的期望速度、期望加速

度以及期望加速度的导数往往都是有界的．因此提出了假设 ３．

２．１　 领航者编队控制器设计

定义 ３　 在有向网络拓扑结构下，如若下面等式成立，则称控制协议 τ ｉ 能够解决网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ
系统中领航者的编队机动控制问题，智能体的状态满足
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　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｑｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｉ － ｑ∗
ｉ ） ＝ ０， ｌｉｍ

ｔ→∞
ｑｉ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｑｉ － ｑ∗

ｉ ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎｌ ．

首先，定义第 ｉ 个智能体的参考速度 ｑｒｉ ∈ ＲＲ ２ 为

　 　 ｑｒｉ ＝ ｑ∗
ｉ － ｑｉ， （２３）

其中　 　 ｑｉ ＝ ｑｉ － ｑ∗
ｉ ．

将参考速度 ｑｒｉ 对时间进行求导，得到参考加速度为

　 　 ｑｒｉ ＝ ｑ∗
ｉ － ｑｉ ． （２４）

利用式（２３）给出的参考速度，为第 ｉ 个智能体设计如下的滑模：
　 　 ｓｉ ＝ ｑｉ － ｑｒｉ ． （２５）

式（２５）可以进一步写为

　 　 ｑｉ ＝ － ｑｉ ＋ ｓｉ ． （２６）
将编队控制协议设计为

　 　 τ ｉ ＝ － ｋｉｓｉ ＋ Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）θ ｉ ． （２７）
所期望的自适应变化率选择为

　 　 θ ｉ ＝ － ΛｉＹ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）ｓｉ， （２８）
其中 ｋｉ，Λｉ 都是正定对称矩阵．

通过将式（２７）代入到式（１）中，闭环系统（１）可以被写为

　 　 Ｍｉ（ｑｉ）ｓｉ ＝ － Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ）ｓｉ － Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）θ ｉ － ｋｉｓｉ， （２９）
其中 θ ｉ ＝ θ ｉ － θ ｉ 是参数估计误差．

定理 １　 在假设 １—３ 下，利用控制算法（２７）和自适应律（２８），网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统中领航者能够

在定义 ３ 意义下实现期望的队形：
　 　 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｑｉ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｑｉ － ｑ∗

ｉ ） ＝ ０， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｑｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｉ － ｑ∗
ｉ ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎｌ ．

证明　 考虑下面的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖｉ ＝
１
２

ｓＴｉ Ｍｉ（ｑｉ）ｓｉ ＋
１
２

θＴ
ｉ Λ

－１
ｉ θ ｉ， （３０）

其中 Λ －１
ｉ 为正定对称矩阵．

对 Ｖｉ 求导，同时利用式（２８）、式（２９）和性质 ２，可得

　 　 Ｖｉ ＝
１
２
（２ｓＴｉ Ｍｉｓｉ ＋ ｓＴｉ Ｍｉｓｉ） ＋ θＴ

ｉ Λ
－１
ｉ θ ｉ ＝

　 　 　 　 （Ｍｉｓｉ） Ｔｓｉ ＋
１
２

ｓＴｉ Ｍｉｓｉ ＋ θＴ
ｉ Λ

－１
ｉ θ ｉ ＝

　 　 　 　 － ｓＴｉ ｋｉｓｉ － θＴ
ｉ ＹＴ

ｉ （ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）ｓｉ －

　 　 　 　 ｓＴｉ ＣＴ
ｉ － １

２
Ｍｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉ ＋ ｓＴｉ ＹＴ

ｉ （ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）θ ｉ ＝ － ｓＴｉ ｋｉｓｉ ． （３１）

通过式（３１），有 Ｖｉ ≤ ０， 这意味着 Ｖｉ 是有界的．因此， ｓｉ 和 θ ｉ 为有界的．如果 ｓｉ ≡ ０，ｑｉ ≡ ０ 是系统（２６）
的唯一全局指数稳定平衡点．那么在式（２６）中， ｓｉ 可以被当作输入， ｑｉ 被当作状态，系统（２６）输入至状态稳

定．由式（３１）可知 ｓｉ 为有界的，故 ｑｉ 是有界的， ｑｉ 是有界的．如果假设 ３ 成立，即 ｑ∗
ｉ 和 ｑ∗

ｉ 都是有界的，故由 ｑｉ

的表达式有 ｑｉ 和 ｑｉ 都是有界的；由式（２３）、式（２４）有 ｑｒｉ，ｑｒｉ 为有界的．此外，由性质 １ 和性质 ３， Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，
ｑｒｉ） 是有界的，由闭环系统（２８）和（２９）可知 ｓｉ 是有界的．令式（３１）对时间进行求导，易知 Ｖｉ 是有界的．故 Ｖｉ

是一致连续的，利用 Ｂａｒｂａｌａｔ 引理可知当 ｔ→∞ 时，有 Ｖｉ →０．由于 Ｖｉ 是有界的且 Ｖｉ →０（ ｔ→∞）， 故式（３１）
中 ｓｉ → ０．最后由系统（２６）可得 ｑｉ → ０，ｑｉ → ０．因此，当 ｔ→ ∞ 时，有 ｑｉ → ０，ｑｉ → ０， 即 ｌｉｍｔ→∞（ｑｉ － ｑ∗

ｉ ） ＝ ０，
ｌｉｍｔ→∞（ｑｉ － ｑ∗

ｉ ） ＝ ０．定理 １ 得证．

注 ５　 由定理 １ 的证明可知，当 ｔ → ∞ 时对于领航者有 ｑｉ ＝ ｑ∗
ｉ 和 ｑｉ ＝ ｑ∗

ｉ ， 易得 ｌｉｍｔ→∞（Ω
－１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ（ ｔ） ＝ （Ω －１

ｆｆ Ωｆｌ
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􀱋 Ｉ２）ｑ∗
ｌ （ ｔ） ．若控制协议 τ ｉ（ ｉ ＝ ｎｌ ＋ １，…，ｎ） 能够实现定义 ２ 中跟随者的编队机动控制问题，则 ｌｉｍｔ→∞ ｑｆ ＝ ｑ∗

ｆ ，结合式（２２），
有 ｌｉｍｔ→∞ ｑｆ ＝ － （Ω －１

ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑ∗
ｌ （ ｔ） ＝ ｌｉｍｔ→∞（ － （Ω －１

ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ（ ｔ）） ．定义 ４ 进一步解释了系统中跟随者的编队机动控制

问题．

２．２　 跟随者编队控制器设计

定义 ４　 在有向网络拓扑结构下，如若下面的等式成立，则称控制协议 τ ｉ 能够解决网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 系统中跟随者的编队机动控制问题．智能体的状态满足

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｆ ＋ （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｆ ＋ （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０，

其中　 　 ｑｌ ＝ ［ｑＴ
１，…，ｑＴ

ｎｌ］
Ｔ， ｑｆ ＝ ［ｑＴ

ｎｌ＋１，…，ｑＴ
ｎ］ Ｔ ．

注 ６　 易知，定义 ２ 等价于定义 ３ 和定义 ４．

首先，第 ｉ 个智能体的参考速度 ｑｒｉ ∈ ＲＲ ２ 设为

　 　 ｑｒｉ ＝ －
１
γ ｉ
∑
ｊ∈Ｎｌ

［ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） － ｑ ｊ］， （３２）

其中　 　 γ ｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎｌ

ω ｉｊ， ｉ ＝ ｎｌ ＋ １，…，ｎ， Ｎｌ ＝ { １，２，…，ｎｌ } ．

将参考速度 ｑｒｉ 对时间进行微分，得到的参考加速度为

　 　 ｑｒｉ ＝ －
１
γ ｉ
∑
ｊ∈Ｎｌ

［ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） － ｑ ｊ］ ． （３３）

利用式（３２）给出的参考速度，为第 ｉ 个智能体设计如下的滑模：

　 　 ｓｉ ＝ ｑｉ ＋
１
γ ｉ
∑
ｊ∈Ｎｌ

ω ｉｊ［（ｑｉ － ｑ ｊ） － ｑ ｊ］ ． （３４）

那么式（３４）可以被写为

　 　 ∑
ｊ∈Ｎｌ

ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） ＝ － ∑
ｊ∈Ｎｌ

ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） ＋ γ ｉｓｉ ． （３５）

将编队控制协议设计为

　 　 τ ｉ ＝ － ｋｉｓｉ ＋ Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）θ ｉ ． （３６）
所期望的自适应变化率选择为

　 　 θ ＝ － ΛｉＹ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）ｓｉ， （３７）
其中 ｋｉ，Λｉ 都是正定对称矩阵．

通过将式（３５）代入到式（１）中，闭环系统（１）可以被写为

　 　 Ｍｉ（ｑｉ）ｓｉ ＝ － Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ）ｓｉ － Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）θ ｉ － ｋｉｓｉ ． （３８）
通过运用跟随矩阵（９），由式（３５）可知，跟随组的滑模可以写为

　 　 （Ωｆ 􀱋 Ｉ２）ｑ ＝ － （Ωｆ 􀱋 Ｉ２）ｑ ＋ γｓ， （３９）
其中　 　 ｑ ＝ ［ｑＴ

１，…，ｑＴ
ｎ］ Ｔ， γ ＝ ［γｎｌ＋１，…，γｎ］ Ｔ， ｓ ＝ ［ｓＴｎｌ＋１，…，ｓＴｎ］ Ｔ ．

进一步地，跟随组的滑模可以被写为

　 　 ｑｆ ＋ （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ ＝ － （ｑｆ ＋ （Ω －１

ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＋ （Ω －１
ｆｆ 􀱋 Ｉ２）γｓ ． （４０）

定理 ２　 在假设 １—３ 下，利用控制算法（２７）、（３６）和自适应率（２８）、（３７），网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统

能够在定义 ３、定义 ４ 意义下实现期望的队形：
　 　 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｑｉ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｑｉ － ｑ∗

ｉ ） ＝ ０， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｑｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｉ － ｑ∗
ｉ ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎｌ，

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｆ ＋ （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０， ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｑｆ ＋ （Ω －１

ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０．

证明　 由定理 １ 可得 ｌｉｍｔ→∞ ｑｉ ＝ ｌｉｍｔ→∞（ｑｉ － ｑ∗
ｉ ） ＝ ０，ｌｉｍｔ→∞ ｑｉ ＝ ｌｉｍｔ→∞（ｑｉ － ｑ∗

ｉ ） ＝ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎｌ 成

立．下证
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　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｑｆ ＋ （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０， ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｑｆ ＋ （Ω －１

ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０．

考虑下面的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖｉ ＝
１
２

ｓＴｉ Ｍｉ（ｑｉ）ｓｉ ＋
１
２

θＴ
ｉ Λ

－１
ｉ θ ｉ， （４１）

其中 ｉ ＝ ｎｌ ＋ １，…，ｎ ．利用式（３７）和（３８）以及性质 ２，对 Ｖｉ 求导，有

　 　 Ｖｉ ＝
１
２
（２ｓＴｉ Ｍｉｓｉ ＋ ｓＴｉ Ｍｉｓｉ） ＋ θＴ

ｉ Λ
－１
ｉ θ ｉ ＝

　 　 　 　 （Ｍｉｓｉ） Ｔｓｉ ＋
１
２

ｓＴｉ Ｍｉｓｉ ＋ θＴ
ｉ Λ

－１
ｉ θ ｉ ＝

　 　 　 　 － ｓＴｉ ｋｉｓｉ － θＴ
ｉ ＹＴ

ｉ （ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）ｓｉ －

　 　 　 　 ｓＴｉ ＣＴ
ｉ － １

２
Ｍｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉ ＋ ｓＴｉ ＹＴ

ｉ （ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ）θ ｉ ＝ － ｓＴｉ ｋｉｓｉ ． （４２）

由式（４２），不难得到 Ｖｉ ≤ ０， 即 Ｖｉ 是有界的．因此， ｓｉ 和 θ ｉ 为有界的．如果假设 ２ 成立，又由跟随矩阵的

性质可知Ωｆｆ 总是可逆的，这意味着如果 ｓｉ ≡０，∑ ｊ∈Ｎｌ
ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） ≡０ 是系统（３５）唯一的全局指数稳定平衡

点．那么在式（３５）中， ｓｉ 可以被认为是输入，∑ ｊ∈Ｎｌ
ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） 为状态，系统（３５）为输入状态稳定．由式（４２）

可知 ｓｉ 是有界的，故∑ ｊ∈Ｎｌ
ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） 为有界的，∑ ｊ∈Ｎｌ

ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） 为有界的．由定理 １ 的证明可知， ｑ ｊ 和 ｑ ｊ

都是有界的，故由 ∑ ｊ∈Ｎｌ
ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） 和 ∑ ｊ∈Ｎｌ

ω ｉｊ（ｑｉ － ｑ ｊ） 有界可得 ｑｉ，ｑｉ 都是有界的．那么由式（３２）、（３３）

我们有 ｑｒｉ 和 ｑｒｉ 都是有界的．此外，由性质 １ 和性质 ３，有 Ｙ ｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｑｒｉ，ｑｒｉ） 是有界的．令式（４２）对时间进行求

导，易知 Ｖｉ 是有界的，故 Ｖｉ 是一致连续的．利用 Ｂａｒｂａｌａｔ 引理可知当 ｔ→∞ 时有 Ｖｉ →０．由于 Ｖｉ 是有界的且 Ｖｉ

→ ０（ ｔ → ∞）， 故式（４２）中 ｓｉ → ０， 即 ｓ → ０．最后由系统（４０）可得， ｌｉｍｔ→∞（ｑｆ ＋ （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０，

ｌｉｍｔ→∞（ｑｆ ＋ （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｑｌ） ＝ ０．定理 ２ 得证．

注 ７　 定理 １ 和定理 ２ 在给出了有向图拓扑结构下，网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统实现编队机动控制的充分条件．
注 ８　 定理 １ 和定理 ２ 的证明表明，所提控制算法仅使用了滑模控制方法就可以实现对网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的编

队机动控制，所得结果不要求凸标称队形，比基于应力矩阵理论得到的跟踪控制算法有一定的优越性［１９］ ．

３　 仿 真 实 验

为验证所设计控制算法和编队理论的正确性和有效性，本节给出例子进行数值仿真．在仿真中模拟一个

复杂的环境．在这个环境中，智能体需要通过两个隧道以实现避障．因此，智能体编队需要改变编队的形状、
方向和位移．在仿真中只有领航者才能够感应和响应环境，以证明所提控制策略的有效性．假设第 ｉ 个智能体

的动力学方程如下［３４］：

　 　
Ｍ１１ Ｍ１２

Ｍ２１ Ｍ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑｉｘ

ｑｉｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

Ｎ１１ Ｎ１２

Ｎ２１ Ｎ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑｉｘ

ｑｉｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

τ ｉｘ

τ ｉｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （４３）

其中

　 　 Ｍ１１ ＝ ａ１ ＋ ２ａ３ｃｏｓ（ｑｉｙ） ＋ ２ａ４ｓｉｎ（ｑｉｙ）， Ｍ１２ ＝ Ｍ２１ ＝ ａ２ ＋ ａ３ｃｏｓ（ｑｉｙ） ＋ ａ４ｓｉｎ（ｑｉｙ）， Ｍ２２ ＝ ａ２，
　 　 Ｎ１１ ＝ － ｂｑｉｙ， Ｎ１２ ＝ － ｂ（ｑｉｘ ＋ ｑｉｙ）， Ｎ２１ ＝ ｂｑｉｘ， Ｎ２２ ＝ ０， ｂ ＝ ａ３ｓｉｎ（ｑｉｙ） － ａ４ｃｏｓ（ｑｉｙ） ．
仿真中实际使用的参数为 ａ１ ＝ ３．３，ａ２ ＝ ０．９７，ａ３ ＝ １．０４，ａ４ ＝ ０．６．回归矩阵 Ｙ ｉ 的元素为

　 　 Ｙ１１ ＝ ｑｒｉ（１）， Ｙ１２ ＝ ｑｒｉ（２）， Ｙ２１ ＝ ０， Ｙ２２ ＝ ｑｒｉ（１） ＋ ｑｒｉ（２），
　 　 Ｙ１３ ＝ （２ｑｒｉ（１） ＋ ｑｒｉ（２））ｃｏｓ（ｑｉ（２）） － （ｑｉ（２）ｑｒｉ（１） ＋ ｑｉ（１）ｑｒｉ（２） ＋ ｑｉ（２）ｑｒｉ（２））ｓｉｎ（ｑｉ（２）），
　 　 Ｙ１４ ＝ （２ｑｒｉ（１） ＋ ｑｒｉ（２））ｓｉｎ（ｑｉ（２）） ＋ （ｑｉ（２）ｑｒｉ（１） ＋ ｑｉ（１）ｑｒｉ（２） ＋ ｑｉ（２）ｑｒｉ（２））ｃｏｓ（ｑｉ（２）），
　 　 Ｙ２３ ＝ ｑｒｉ（１）ｃｏｓ（ｑｉ（２）） ＋ ｑｉ（１）ｑｒｉ（１）ｓｉｎ（ｑｉ（２）），
　 　 Ｙ２４ ＝ ｑｒｉ（１）ｓｉｎ（ｑｉ（２）） － ｑｉ（１）ｑｒｉ（１）ｃｏｓ（ｑｉ（２）） ．
仿真中仅考虑平面运动，这里用 １． ３ 小节中的例子． 如图 ２ 所示，编队由 ７ 个智能体组成： ｑ ＝
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［ｑＴ
１，ｑＴ

２，ｑＴ
３，ｑＴ

４，ｑＴ
５，ｑＴ

６，ｑＴ
７］ Ｔ， 其中有 ３ 个领航者 ｑｌ ＝ ［ｑＴ

１，ｑＴ
２，ｑＴ

３］ Ｔ， ４ 个跟随者 ｑｆ ＝ ［ｑＴ
４，ｑＴ

５，ｑＴ
６，ｑＴ

７］ Ｔ， ７ 个智能

体的标称位置分别设为 ｒ１ ＝ ［４，０］ Ｔ，ｒ２ ＝ ［２，２］ Ｔ，ｒ３ ＝ ［２， － ２］ Ｔ，ｒ４ ＝ ［０，２］ Ｔ，ｒ５ ＝ ［０， － ２］ Ｔ，ｒ６ ＝ ［ － ２，２］ Ｔ，
ｒ７ ＝ ［ － ２， － ２］ Ｔ ．图中有向箭头表示智能体信息传递的方向．

图 ２　 通信图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

由式（７）、（９）、（１０），计算可得跟随矩阵 Ωｆ 以及子矩阵 Ωｆｌ 和 Ωｆｆ：

　 　 Ωｆ ＝

２ － ３ － １ ２ ０ ０ ０
２ － １ － ３ ０ ２ ０ ０
２ ０ ０ － ５ － １ ４ ０
０ ０ ０ １ － １ － １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （４４）

　 　 Ωｆｌ ＝

２ － ３ － １
２ － １ － ３
２ ０ ０
０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ωｆｆ ＝

２ ０ ０ ０
０ ２ ０ ０
－ ５ － １ ４ ０
１ － １ － １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

． （４５）

容易证明 ｒｆ ＝ － （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｒｌ， 即该标称队形是可局部化的．在本仿真中，根据跟随矩阵 Ωｆ， 领航者和

跟随者在图 ２ 所示的有向图上实现控制协议（２７）和（３６）．下面给出仿真的部分机动参数．
􀃬 当时间 ｔ∈［０，１５］ 时，缩放、旋转和平移机动参数分别设为 ａ（ ｔ） ＝ １，Ｑ（ ｔ） ＝ Ｉ２，ｂ（ ｔ） ＝ ［１，０］ Ｔ ｔ， 编队

队形的设计满足

　 　 （Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｇｌ（ ｔ） ＋ （Ωｆｆ 􀱋 Ｉ２）ｇｆ（ ｔ） ＝ ０， （４６）
其中 Ωｆｌ 和 Ωｆｆ 在式（４５）中给出．

领航者的编队队形 ｇｌ（ ｔ） 设计为

　 　 ｇｌ（ ｔ） ＝ （４　 ０　 ２　 ２　 ２　 － ２） Ｔ ． （４７）
结合式（４６）和（４７），可得跟随者的时变队形为

　 　 ｇｆ（ ｔ） ＝ － （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｇｌ（ ｔ） ＝ （０　 ２　 ０　 － ２　 － ２　 ２　 － ２　 － ２） Ｔ ． （４８）

期望队形为

　 　 ｑ∗（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ） ＋ １７ 􀱋
１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ，　 　 ｔ ∈ ［０，１５］ ． （４９）

􀃭 当时间 ｔ ∈ ［１３０，１４０］ 时， 缩放、 旋转和平移机动参数分别设为 ａ（ ｔ） ＝ １， Ｑ（ ｔ） ＝ Ｉ２， ｂ（ ｔ） ＝ － ［１，
０］ Ｔ ｔ ．领航者的编队队形 ｇｌ（ ｔ） 设计为

　 　 ｇｌ（ ｔ） ＝ （１５４　 － ３０　 １５６　 － ３０　 １５７．７　 － ３０） Ｔ ． （５０）
结合式（４６）和（５０），可得跟随者的时变队形为

　 　 ｇｆ（ ｔ） ＝ － （Ω －１
ｆｆ Ωｆｌ 􀱋 Ｉ２）ｇｌ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 （１５８．８５　 － ３０　 １６０．５５　 － ３０　 １６１．７　 － ３０　 １６３．４　 － ３０） Ｔ ． （５１）
期望队形为

　 　 ｑ∗（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ） ＋ １７ 􀱋
１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ，　 　 ｔ ∈ ［１１０，１４０］ ． （５２）
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为了更加直观地验证控制算法和编队理论的有效性，仿真中给出了系统在控制算法（２７）和（３６）下，系
统随时间的状态变化．图 ３ 给出了 ７ 个系统在 １６０ ｓ 内的输出轨迹，并给出了部分时刻系统的输出分布．图 ４
给出了系统在 Ｏｘ 轴和 Ｏｙ 轴方向上的追踪位置误差，图 ５ 给出了系统在 Ｏｘ 轴和 Ｏｙ 轴方向上的追踪速度误

差，图 ６ 给出了系统中控制器的状态，图 ７ 给出了不同时刻系统中自适应参数的更新状态．从图 ３、图 ４ 可以

看出 ７ 个系统能够实现编队机动控制并且达成一致状态．从图 ５ 可以看出 ７ 个系统的速度误差最终能够收

敛到零．从图 ６、图 ７ 可以看出，７ 个系统的自适应参数以及控制器能够随着机动参数的变化而变化并且逐渐

稳定．因此，定理 １ 和定理 ２ 通过数值仿真得到了验证．

图 ３　 不同时刻系统的运动状态

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｏｔｉｏｎ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ７ ａｇｅｎｔｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

图 ４　 系统的追踪位置误差

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｒａｃｋｉｎｇ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．
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图 ５　 系统的追踪速度误差

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｒａｃｋｉｎｇ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ６　 不同时刻系统的控制器状态

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ７ ａｇｅｎｔｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ
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图 ７　 系统的自适应参数状态

Ｆｉｇ． ７　 Ａｄａｐｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ７ ａｇｅｎｔｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

４　 结　 　 论

本文研究了在有向网络拓扑下， 具有领航者的不确定性网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的编队机动控制问

题．基于经典的滑模控制理论与代数图矩阵理论构造了不确定性网络化 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的编队机动控制

策略．该算法中跟随者不需要知道机动参数，且编队的标称队形可以是一般或者凸标称结构，也可以是非一

般和非凸标称结构．最后通过数值仿真，验证了所提算法的可行性．

致谢　 本文作者衷心感谢太原理工大学 ２０２２ 年校专项 ／青年基金（２０２２ＱＮ１００）对本文的资助．
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２１９６．

［１１］　 ＷＡＮＧ Ｙ， ＹＵ Ｓ， ＸＩＡＮＧ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｓａｍｐｌｅｄ⁃ｄａｔａ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｆｏｒ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒ⁃
ｅｎｔｉａｂｌｅ ｓｃａｌｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ａｃｃｅｓｓ， ２０２１， ９： １３９２７１⁃１３９２７９．

［１２］　 ＹＡＮ Ｈ， ＳＵＮ Ｃ， ＨＵＧ． Ｒｏｂｕｓｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａｎ Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｄ
ｉｍｐａｃｔ［Ｃ］ ／ ／ ２０１５ ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ． Ｌｉｊｉａｎｇ， Ｃｈｉｎａ： ＩＥＥＥ，
２０１５．

［１３］　 ＷＥＩ Ｑ Ｌ， ＷＡＮＧ Ｘ， ＺＨＯＮＧ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｉｎ ｄｉｒｅｃｔｅｄ
ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｗｉｔｈ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ ／ ＣＡＡ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０２１， ８（２）： ４２３⁃
４３１．

［１４］　 ＤＥＮＧ Ｃ， ＣＨＥ Ｗ Ｗ． Ｆａｕｌｔ⁃ｔｏｌｅｒａｎｔ ｆｕｚｚｙ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｒｅｃｔｅｄ ａｎｄ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｔｏｐｏｌｏｇｙ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓ， Ｍａｎ， ａｎｄ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ： Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２１，
５１（９）： ５４５６⁃５４６５．

［１５］　 ＤＯＮＧ Ｘ， ＬＩ Ｑ， ＺＨＡＯ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｇｒｏｕｐ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｇｅｎｅｒａｌ ｌｉｎｅａｒ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ
ｗｉｔｈ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓ［Ｃ］ ／ ／ ２０１６ ３５ｔｈ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ （ＣＣＣ） ． Ｃｈｅｎｇｄｕ， Ｃｈｉｎａ： ＩＥＥＥ， ２０１６．

［１６］　 ＺＨＡＮＧ Ｗ， ＺＨＡＯ Ｙ， ＨＥ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｔａｒｇｅｔｓ： ｆｉｎｉｔｅ⁃ ａｎｄ
ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ ： Ｅｘｐｒｅｓｓ Ｂｒｉｅｆｓ， ２０２１， ６８（４）：
１３２３⁃１３２７．

［１７］　 ＺＨＡＯ Ｊ， ＹＵ Ｘ， ＬＩ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｂｅａｒｉｎｇ⁃ｏｎｌｙ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｌｏｃａｌ ｒｅｆｅｒ⁃
ｅｎｃｅ ｆｒａｍｅｓ ａｎｄ ｃｏｎｓｔａｎｔ⁃ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｌｅａｄｅｒｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０２１， ５（１）： １⁃６．

［１８］　 ＺＨＡＯ Ｓ， ＺＥＬＡＺＯ Ｄ． Ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ｓｃａｌｉｎｇ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖｉａ ａ ｂｅａｒｉｎｇ⁃ｂａｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ．
ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１７， ４（３）： ４２９⁃４３８．

［１９］　 ＯＮＵＯＨＡ Ｏ， ＴＮＵＮＡＹ Ｈ， ＤＩＮＧ Ｚ． Ａｆｆｉｎｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｔｒｉｐｌｅ⁃ｉｎｔｅ⁃
ｇｒａｔｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｃ］ ／ ／ ２０１９ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ （ＡＣＣ） ． Ｐｈｉｌａｄｅｌｐｈｉａ， ＰＡ， ＵＳＡ： ＩＥＥＥ， ２０１９．

［２０］　 ＨＡＮ Ｔ， ＬＩＮ Ｚ， ＺＨＥＮＧ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ⁃ｂａｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｕｎｄｅｒ ｄｉｒｅｃｔｅｄ
ａｎｄ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｓｅｎｓｉｎｇ ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０１８， ４８（４）： １２０２⁃１２１５．

［２１］　 ＨＡＮ Ｔ， ＬＩＮ Ｚ， ＸＵ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｒｇｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ａｇｅｎｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉ⁃
ｒｅｃｔｅｄ ａｎｄ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓ［Ｃ］ ／ ／ １１ｔｈ ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｃｏｎｔｒｏｌ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ （ ＩＣ⁃
ＣＡ） ． Ｔａｉｃｈｕｎｇ： ＩＥＥＥ， ２０１４．

［２２］　 ＺＨＡＯ Ｓ． Ａｆｆｉｎｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎ⁃
ｔｒｏｌ， ２０１８， ６３（１２）： ４１４０⁃４１５５．

［２３］　 ＬＩ Ｄ， ＭＡ Ｇ， ＸＵ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｌａｙｅｒｅｄ ａｆｆｉｎｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｓｙｓｔｅｍｓ： ａ ｆｕｌｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ａｐｐｒｏａｃｈ ｏｖｅｒ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０２１， ５１（１２）： ６１１９⁃６１３０．

［２４］　 ＣＨＥＮ Ｌ， ＭＥＩ Ｊ， ＬＩ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｅｒ ａｆｆｉｎｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ
ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０２０， ６５（１１）： ４９４１⁃４９４８．

［２５］　 ＺＨＩ Ｈ， ＣＨＥＮ Ｌ， ＬＩ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｅｒ ａｆｆｉｎｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ
ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ ： Ｅｘｐｒｅｓｓ Ｂｒｉｅｆｓ， ２０２１， ６８（１２）：
３５４７⁃３５５１．

［２６］　 ＸＵ Ｙ， ＺＨＡＯ Ｓ， ＬＵＯ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ａｆｆｉｎｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｕｎｄｉｒｅｃｔ⁃
ｅｄ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｇｒａｐｈｓ［Ｃ］ ／ ／ ２０１８ ＩＥＥＥ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｄｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ （ＣＤＣ） ． Ｍｉａｍｉ， ＦＬ， ＵＳＡ： ＩＥＥＥ，
２０１８： ５０２⁃５０７．

［２７］　 ＸＵ Ｙ， ＺＨＡＯ Ｓ， ＬＵＯ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ａｆｆｉｎｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｖｅｒ ｄｉ⁃
ｒｅｃｔｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］ ． Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ， ２０２０， １１８： １０９００４．

［２８］　 ＸＵ Ｙ， ＬＵＯ Ｄ， ＹＯＵ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ａｆｆｉｎｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｆｏｒ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ
ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｃｈｉｎａ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２０， ６３： ７３⁃８５．

［２９］　 ＬＩＮ Ｙ， ＬＩＮ Ｚ， ＳＵＮ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｕｎｉｆｉｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ａｆｆｉｎｅ， ｒｉｇｉｄ， ａｎｄ ｔｒａｎｓｌａ⁃
ｔｉｏｎａｌ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０２２， ６７（４）： １８６９⁃１８８１．

［３０］　 ＨＡＮ Ｚ， ＷＡＮＧ Ｌ， ＬＩＮ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｗｉｔｈ ｓｉｚｅ ｓｃａｌｉｎｇ ｖｉａ ａ ｃｏｍｐｌｅｘ Ｌａｐｌａｃｉａｎ⁃ｂａｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ

２８８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０１６， ４６（１０）： ２３４８⁃２３５９．
［３１］　 ＬＩＮ Ｚ， ＷＡＮＧ Ｌ， ＨＡＮ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｓｉｎｇ ｃｏｍｐｌｅｘ Ｌａｐｌａｃｉａｎ

［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１４， ５９（７）： １７６５⁃１７７７．
［３２］　 ＦＡＮＧ Ｘ， ＬＩ Ｘ， ＸＩＥ Ｌ． Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｖｅｒ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］ ．
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