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摘要：  针对具有不确定参数桥梁在移动荷载作用下的动力响应分析，首次建立了移动荷载作用下桥梁响应分析的

多项式维数分解法.将结构的不确定参数视为独立的随机变量，构造了结构动力响应关于不确定参数的随机函数；

进而采用一组变量数目逐次增加的成员函数实现结构动力响应的维数分解，并利用 Fourier 多项式展开推导成员函

数的近似显式表达.通过降维积分方法降低概率空间内的积分维度，高效地实现了展开系数的计算.在数值算例中，

进行了具有不确定参数桥梁在移动荷载作用下的响应估计，并与 Monte-Carlo 模拟进行对比，验证了该文方法的精确

性和效率.
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Abstract： The  dynamic  responses  of  bridges  with  uncertain  parameters  under  moving  loads  were  analyzed,  and  a
polynomial  dimensional  decomposition  method  for  the  analysis  of  structural  responses  induced  by  moving  loads  was
proposed  for  the  first  time.  The  uncertain  parameters  were  regarded  as  independent  random  variables,  and  the  random
response  function about  these  uncertain  parameters  was  constructed.  The dimensional  decomposition of  the  function was
further  performed  with  a  group  of  component  functions  with  a  gradually  increasing  number  of  variables,  and  the
approximate  expressions  of  the  component  functions  were  derived  through  the  Fourier  polynomial  expansion.  Then,  the
expansion coefficients were efficiently calculated through the introduction of the dimension-reduction integration method.
The  numerical  examples  give  response  estimation  of  bridges  with  uncertain  parameters  under  moving  loads,  which  in
comparison with those from the Monte-Carlo simulation, verify the accuracy and efficiency of the proposed method.
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0    引　　言

随着桥梁的不断建造以及高速铁路运输的不断发展，桥梁在移动荷载作用下的响应估计引起了研究者们

的广泛关注.准确评估桥梁在移动车辆荷载作用下的响应对保障桥梁安全以及桥上运行车辆的安全性具有重

要意义.在以往的桥梁受移动车辆荷载作用动力响应的研究中，桥梁的参数均视为确定值[1-4]
.实际上，由于不

确定性的广泛存在，考虑结构参数具有不确定性的车-桥相互作用也逐渐引起研究者们的关注[5-8]
.由于桥梁参

数具有不确定性，导致桥梁在移动车辆荷载作用下的动力响应也具有不确定性，所以需要对桥梁动力响应进

行估计和不确定性量化分析.Monte-Carlo模拟 (Monte-Carlo simulation, MCS)是一种基于样本的不确定性量

化方法，在单个样本处需要进行动力学分析，往往会导致高昂的计算成本 [9]
.Karhunen-Loève展开 (K-L展

开)是处理随机场或者随机过程的一种常用方法，其可将随机场或随机过程分解为随机部分和与空间或时间

有关的确定部分.一些学者将桥梁材料的弹性模量和密度视为随机场，利用 K-L展开建立随机有限元方法，实

现了具有随机参数桥梁在移动荷载作用下的响应评估[5]
.除 K-L展开外，混沌多项式展开作为一种谱随机方

法，在具有随机参数桥梁受移动车辆荷载作用响应的不确定性量化中也有应用[8]
.然而，这种展开方法会对原

随机问题进行扩阶，导致“维数灾难”.

概率空间内的高维积分是不确定性量化分析所面临的主要困难，积分维度往往随着随机变量数目的增多

而增加.大型桥梁有限元分析模型的自由度数目更多，导致动力响应分析更加耗时，进一步增大不确定性量化

的难度.为实现具有不确定参数桥梁在移动荷载作用下的动力响应分析，需要建立更加高效的不确定性量化

方法.近年来，一种新的基于维数分解的降维策略得以形成和发展.Rahman[10] 将维数分解和 Fourier多项式展

开相结合，提出了多项式维数分解 (polynomial dimensional decomposition, PDD)法.这种方法有效降低了随机

问题的维数，避免了“维数灾难”.PDD方法逐渐在随机参数结构的特征值问题[11]、频域响应分析[12-13] 和灵敏

度分析[14] 等研究领域得以应用，尚未建立移动荷载作用下具有不确定参数桥梁动力响应不确定性量化的

PDD方法.本文结合上述 PDD方法的优势，将其应用于移动荷载作用下具有不确定参数桥梁的响应分析，实

现了桥梁动力响应的不确定性量化.利用维数分解和 Fourier多项式展开，构建出桥梁动力响应的代理模型，

得到了桥梁动力响应的统计矩和概率密度. 

1    移动载荷作用下具有不确定参数桥梁的运动方程

N ξ = {ξ1, ξ2, · · · , ξN} ξ

fξ (ξ) =
∏i=N

i=1
fξ (ξi) fξ (ξi) ξi

ξ

假定桥梁中包含的 个不确定参数 为服从特定概率分布的独立随机变量， 的联合概率

密度函数 ， 为随机变量 的概率密度函数.由于桥梁参数存在不确定性，因此桥梁在移

动荷载作用下的响应也具有不确定性，且可以将响应视为关于不确定参数 的函数.随机桥梁结构在移动荷载

作用下的运动方程可以表示为

M (ξ) Ẍ (t,ξ)+C (ξ) Ẋ (t,ξ)+K (ξ) X (t,ξ) = BF (t) F (t) , （1）

M (ξ) C (ξ) K (ξ) Ẍ (t,ξ) Ẋ (t,ξ) X (t,ξ)

F (t) BF (t)

式中， ， 和 分别为桥梁的随机质量、阻尼和刚度矩阵； ， 和 分别为桥梁的随机加

速度、速度和位移向量； 为作用在桥梁上的荷载向量； 表示载荷作用位置矩阵[7]
.

L (t,ξ)

L (t,ξ)

不失一般性，采用 表示桥梁广义的随机响应向量，其可以为位移、速度、加速度和应力等响应.在假

定桥梁不确定参数为服从特定概率分布的独立随机变量后，桥梁响应的均值和方差可由概率空间内的积分得

到.在计算得到桥梁响应的方差后，也能快速得到响应的标准差 (standard deviation, SD).通常，结构随机响应

的表达式难以获取，无法通过解析积分得到桥梁响应的统计矩和概率密度.在下一节中建立的 PDD法，

有效降低了概率空间内的积分维度，避免了积分节点因不确定参数的增多而呈指数增加，极大地提高了计算

效率，使得具有不确定参数复杂桥梁结构的动力响应分析成为可能. 
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2    不确定动力响应分析的 PDD 法
 

2.1   响应的维数分解和成员函数正交多项式展开

L (t,ξ) t

L (t,ξ) = G (ξ1, ξ2, · · · , ξN)

Lo (t,ξ) =
{
L1 (t,ξ) ,L2 (t,ξ) , · · · ,Lno (t,ξ)

}T no

k(k = 1,2, · · · ,no) Lk (t,ξ) = gk (ξ1, ξ2, · · · , ξN) Lk (t,ξ)

桥梁在移动荷载作用下的随机响应 ，在任意时间 处均是关于结构不确定参数的函数，将其表达为关

于不确定参数的广义函数 .在对桥梁进行动力响应分析时，通常只关心桥梁在部分关键

位置处的动力响应.令 为 个所关心的桥梁动力响应，将其中的第

个随机响应表示为广义的函数 .对 进行维数分解，并取 P 元近

似，可表示为

L̃k,P (t,ξ) = gk,0 (t)+
P∑

d=1

N−d+1∑
i1=1

· · ·
N∑

id=id−1+1

gk,i1···id
(
t, ξi1 , ξi2 , · · · , ξid

)
, （2）

L̃k,P (t,ξ) Lk (t,ξ) t

gk,0 (t) Lk (t,ξ) gk,i1···id
(
t, ξi1 , · · · , ξid

)
d (d = 1,2, · · · ,P) ξ1,

ξ2, · · · , ξd Lk (t,ξ) N P
Lk (t,ξ) P

可视为对随机多元函数 在每个时间 处，采用一组变量维数逐次增加的成员函数进行分层近

似 .其中， 为 的均值； 称为成员函数，表示 个随机变量

输入时对 的影响.式 (2)所示的维数分解将原 维函数用最高 维函数来近似，这种近似可以捕

获原随机函数 中不超过 个变量之间的概率关系.

m利用正交多项式基底，对式 (2)中的成员函数进行 Fourier展开，并取前 阶截断，可以得到

gk,i1···id
(
t, ξi1 , · · · , ξid

)
�

m∑
jd=1

· · ·
m∑

j1=1

Ck,i1···id j1··· jd (t)
d∏

q=1

ψ jq (ξiq ), （3）

ψ j (ξi) i ξi j

Ck,i1···id j1··· jd (t)

式中， 为第 个随机变量 的第 阶正交多项式基底.根据随机变量的类型可以选择不同的正交多项式基

底，其更详细的定义可参见文献 [10].展开系数 可按下式计算：

Ck,i1···id j1··· jd (t) =
w

Lk(t,ξ)
d∏

q=1

ψ jq (ξiq ) fξ(ξ)dξ. （4）

t对所有的展开系数进行平方并求和便可得到时刻 处的响应方差.

L̃k,P (t,ξ)利用式 (3)，可将式 (2)中的 进一步表示为

L̃k,P(t,ξ) = gk,0(t)+
P∑

d=1

N−d+1∑
i1=1

· · ·
N∑

id=id−1+1

m∑
jd=1

· · ·
m∑

j1=1

Ck,i1···id j1··· jd (t)
d∏

q=1

ψ jq (ξiq ). （5）

Lk (t,ξ)尽管可以对表征结构响应的随机函数 直接进行展开，但 PDD方法在展开之前先对其进行如式

(2)所示的维数分解，显著降低了待展开函数的维度，并能够得到原随机函数具有良好近似精度的分层近

似.代理模型有多种构造方法，本文对成员函数采用正交多项式基底进行展开，其一个主要优势在于，可以根

据随机变量类型选择对应的基底，能够获得非常好的收敛效率.

L̃k,P (t,ξ)

Lk (t,ξ)

Lk (t,ξ) t

多项式基底可由随机变量的类型确定，在计算得到展开系数后， 将成为显式表达，且是对原随机

函数 的近似，可视为结构具有概率特征的动力响应代理模型.根据随机变量的概率分布，生成样本后可

由式 (5)得到桥梁响应的近似样本值，从而得到响应的近似概率分布.在前述的推导中，仅构造了形如

的广义函数，对其具体的函数表达式没有要求，由于时间变量 包含于展开系数，而非多项式基底，所以

对于其他具有时变特征的随机动力问题分析，PDD方法也能够展现出良好的适用性. 

2.2   成员函数展开系数的计算

gk,0 (t) Ck,i1···id j1··· jd (t) N在计算 和 时，仍需要在概率空间内进行 维积分，计算成本仍然高昂.为了减少概率空

间内的积分维数和实现无显式表达式函数的积分，将采用降维积分方法[15] 和 Gauss数值积分方法.

c = {c1,c2, · · · ,cN} ξ Lk(t,ξ) N − (R−q)(q = 0,1, · · · ,R,P≤R≤N)

c Lk(t,ξ) R−q lk(t,ξR−q) Lk(t,ξ)

令 为随机变量 的均值向量，将 中的 个随机变量

用 中相对应的均值代替，得到 的 维成员函数 .采用组合数的形式定义函数 的 R 元近似：

L̂k,R (t,ξ) =
R∑

q=0

(−1)q
(

N −R+q−1
q

) N∑
q1,··· ,qR−q=1;q1<···<qR−q

lk(t,ξR−q). （6）
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Lk (t,ξ) L̂k,R (t,ξ) gk,0 (t) Ck,i1···iP j1··· jd (t)将 用 代替，可得到 和 的近似计算公式.

N

N

R−q θni (i = 1,2, · · · ,R−q)

cR−q = {c1,c2, · · · ,cq1−1, θn1 ,cq1+1, · · · ,cqR−q−1, θnR−q ,cqR−q+1, · · · ,cN} R−q cR−q = c cR−q

cR−q K(cR−q)

M(cR−q) C(cR−q) K(ξ) M(ξ) C(ξ)

降维积分方法将原来具有 个积分变量的被积函数，近似表达为最多包含 R 个积分变量的被积函数，将

维积分运算，转换为最高 R 维积分运算.在降维积分方法的基础上，采用 Gauss积分方法进行数值积分.为了

得到函数在积分节点处的值，用 个待积分变量在积分节点 处的值替换 c中对应的元

素，得到向量 .特别地，当 =0时， . 的

每一个元素均是确定值，根据 建立确定参数结构模型，可以得到结构的刚度矩阵 、质量矩阵

和阻尼矩阵 ，用这 3个矩阵替换式 (1)中的 ， 和 ，可以得到

M(cR−q)Ẍ(t, cR−q)+C(cR−q)Ẋ(t, cR−q)+K(cR−q)X(t, cR−q) = BF(t)F(t). （7）

lk
(
t, cR−q

)
gk,0 (t) Ck,i1···iP j1··· jd (t)

此时，方程 (7)可以采用时域内的逐步积分方法进行求解.当结构自由度数目较多时，可以利用模态叠加

法进一步提高分析效率.在求解式 (7)后，提取所关心的桥梁动力响应，便得到函数在积分节点处的值

.根据 Gauss积分方法， 和 可以按以下两式计算得到

gk,0 (t) ≈
R∑

q=0

(−1)q
(

N −R+q−1
q

)
×

N∑
q1,··· ,qR−q=1;q1<···<qR−q

p∑
nR−q=1

· · ·
p∑

n1=1

wnR−q · · ·wn1 lk(t, cR−q), （8）

Ck,i1···id j1··· jd (t) ≈
R∑

q=0

(−1)q
(

N −R+q−1
q

)
×

N∑
q1,··· ,qR−q=1;q1<···<qR−q

p∑
nR−q=1

· · ·
p∑

n1=1

wnR−q · · ·wn1 lk
(
t, cR−q

) R−q∏
m=1

ψ jm
(
θnm

)
, （9）

wni (i = 1,2, · · · ,R−q)式中， 为积分权重系数，p 为单个变量的积分节点数目.

lk(t, cR−q)

采用 Gauss数值积分后，只需要得到积分节点处的函数值，便能够实现对没有显式表达式的函数的积

分.对于大型复杂结构，可以采用有限元软件进行动力响应分析得到 ，从而实现复杂桥梁结构在移动

荷载作用下的响应分析. 

3    数 值 算 例
 

3.1   简支梁桥

F1 = F2 = 20 kN l = 4 m v = 27.78 m/s

L = 40 m A = 4.8 m2 I = 2.549 8 m4

E0 = 5×1010 N/m2 Ccov,E = 0.1 ρ0 = 2.5×
103 kg/m3 Ccov,ρ = 0.1 α = 0.643 4 β = 3.978 6×10−4

图 1为受移动集中力作用的简支梁桥，集中力 ，载荷间距 ，移动速度 .桥

梁长度 ，截面面积 ，截面惯性矩 .结构均匀划分为 10个单元，各单元材料的弹性

模量和密度均视为服从对数正态分布的独立随机变量.在不确定性量化分析中，可以将结构不确定参数视为

随机场以考虑变量的相关性，而后采用 K-L展开将随机场分解为独立随机变量与确定性函数.本文假定结构

参数为独立随机变量，没有考虑随机变量的相关性[10- 11]
.对于随机变量具有相关性的不确定性量化分析中的应

用，PDD法还需要进一步开展工作.弹性模量均值 ，变异系数 ；密度均值

，变异系数 .结构采用 Rayleigh阻尼，相应的系数分别取 ， .
  

图 1    受移动集中荷载作用的简支梁桥

Fig. 1    A simply supported beam bridge subjected to moving loads
 

F1 F2

0.005 s 103 105 105

m

MCS是不确定性量化的经典方法，其可以得到可靠的结果.为了验证本文方法，分别采用 MCS和

PDD法对桥梁跨中位移响应进行分析.分析时间自 移动到桥梁左端节点时起至 移动到桥梁右端节点时

止，时间步长取 .在 MCS中，样本数量分别取 和 ， 个样本的模拟结果将作为参考解.在 PDD法

中分别取 R=P=1和 R=P=2进行计算，多项式基底数目 取 3，积分节点数目 p 取 3.
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t = 0.8 s

图 2和图 3分别给出了 PDD法和 MCS计算得到的桥梁跨中位移均值和标准差曲线.从图中曲线可知，

当 R=P=1时 PDD法便能够得到与参考解非常吻合的均值.在图 3的标准差曲线中，当 R=P=1时，PDD法计

算得到的标准差与参考解吻合较好；在增大 R 和 P 的值之后，PDD法计算得到的标准差与参考解的计算结果

吻合得更好一些.图 4中给出了在 时，由 PDD法和 MCS计算得到的桥梁跨中位移的概率密度曲线.从

图中曲线可知，PDD法计算得到的概率密度曲线与参考解的计算结果吻合良好.而 1 000个样本 MCS得到的

概率密度与参考解偏差较大.

µ±3σ

在该算例中结构共包含 20个随机变量，PDD法所需的移动荷载作用下的动力响应分析次数为 41次

(R=P=1)和 801次 (R=P=2).根据前面计算结果的对比可知，PDD法比相同动力响应分析次数的 MCS计算精

度更高，表明本文方法具有足够的精确性.与参考解相比，PDD法计算结果与参考解吻合良好，但所需的动力

响应分析次数远少于 MCS.由此可见，PDD方法具有非常高的计算效率，从而使得对复杂桥梁结构在移动荷

载作用下的响应分析成为可能.图 5中给出了 1 000条跨中位移样本曲线和 PDD法计算得到的 曲线.从

图中可以看出，PDD法得到的曲线能够很好地将位移样本曲线包络.在移动集中荷载刚上桥和临近下桥阶段

时，桥梁跨中位移离散性较小.而当移动集中荷载在桥梁跨中附近时，跨中位移响应离散性更大. 

3.2   大跨度斜拉桥

kN某大跨度斜拉桥，其主要尺寸如图 6所示.桥梁受 4个大小均为 135  的移动集中力作用，荷载间距分别

为 2.5 m，15 m和 2.5 m，移动速度为 55.56 m/s.桥梁有限元模型包含 1 171个节点和 1 350个单元.桥塔、桥面

和桥墩的弹性模量及密度均假定为服从对数正态分布的独立随机变量.

m = 3 p = 3

s

利用 PDD法 (取 R=P=2，基底数目 ，变量积分节点数目 )实现了随机参数变异系数为 0.10，
0.15和 0.20三种工况时桥梁跨中位移响应的分析.采用模态叠加法进行时域内的动力响应分析，取前 100阶

振型参与计算，振型阻尼比均取 0.02.分析时间自第 1个集中力从左端上桥时起至第 4个集中力从右端下桥

时止，时间步长取 0.005  .
图 7和图 8给出了材料参数具有不同变异性时的跨中位移均值和标准差.由图中的曲线可知，尽管材料

参数取不同的变异系数，计算得到的跨中位移均值曲线仍基本重合.表明在该算例中，位移均值受材料参数变

异性的影响较小.当荷载移动到桥梁的跨中附近时，位移的均值达到最大.与位移均值不同的是，跨中位移标

准差随着材料变异性的增大而明显增大.当荷载移动到桥梁跨中时，位移标准差达到最大值. 

 

 
图 2    桥梁跨中位移均值

Fig. 2    The mean of displacement
 

 

 
图 3    桥梁跨中位移标准差

Fig. 3    The SD of displacement
 

 

 
t = 0.8 s图 4     时跨中位移的概率密度

t = 0.8 sFig. 4    The probability density of displacement at 
 

 

 
图 5    位移样本曲线

Fig. 5    Sample curves of displacement
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图 6    大跨度斜拉桥

Fig. 6    The long-span cable-stayed bridge

t = 10.60 s

t = 11 s

图 9给出了 时桥梁跨中位移的概率密度曲线.随着材料参数变异性的增大，同一时刻的跨中位

移概率密度的峰值逐渐减小，概率密度曲线变得扁平.图 10给出了桥梁参数变异系数为 0.20时跨中位移的概

率密度演化曲线.结合图 8中的标准差曲线可知，当荷载移动至桥梁主跨度内时，桥梁跨中位移标准差逐渐增

大，相应的概率密度值逐渐减小.在 附近，跨中位移标准差达到峰值而概率密度值显著减小. 

4    结　　论

本文针对具有不确定参数桥梁在移动车辆荷载作用下的响应分析展开了研究，采用移动集中力来模拟车

辆对桥梁的作用力.将桥梁响应视为关于随机参数的函数，然后对其进行维数分解和 Fourier多项式展开，得

到了随机响应函数近似的显式表达式，建立了具有不确定参数桥梁结构响应估计的 PDD法.数值结果表明本

文方法能够得到与 MCS非常吻合的结果.本文方法既能够给出响应的统计矩，也能给出响应的概率分布，为

桥梁响应分析和可靠度估计提供了新的策略.
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