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摘要：　 提出了一个有限弹塑性模型，用来模拟形状记忆合金（ｓｈａｐｅ ｍｅｍｏｒｙ ａｌｌｏｙｓ， ＳＭＡｓ）在循环荷载下的变形行

为．首先，通过分析上下屈服阶段形函数的特点，利用有理插值方法给出循环荷载下的应力⁃应变形函数显式表达，
可以精确匹配任意形状的实验数据；其次，基于对数客观率，构建了有限弹塑性 Ｊ２ 流模型，耦合了屈服中心的移动

和屈服面的增大；再次，从单轴情况出发，推导得到了单个循环下的三个硬化函数显式表达，再引入局部因子和多

轴扩展不变量，构造了光滑统一且多轴有效的硬化函数；最后，将模型得到的结果与经典实验结果比较，证明了新

方法的有效性．该文创新点如下：第一，通过改进传统的背应力演化方程，使得新模型产生强烈的 Ｂａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ 效应，
从而使新方法具备模拟 ＳＭＡｓ 特殊变形行为的能力；第二，新的光滑统一硬化函数在单个循环下会自动退化，得到

精确符合实验数据的结果；第三，利用本构方程推导得到有效塑性功演化规律，而有理插值得到的形函数中包含依

赖有效塑性功的参数，给出这些参数方程以后使得模型具备了预测变形的能力．
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０　 引　 　 言

因具有独特的形状记忆效应（ｓｈａｐｅ ｍｅｍｏｒｙ ｅｆｆｅｃｔ， ＳＭＥ）、伪弹性（ｐｓｅｕｄｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ， ＰＥ）、拉伸⁃压缩不对

称以及生物兼容性等特征，形状记忆合金（ＳＭＡｓ）被广泛应用于航天航空［１］、机器人制造［２］、生物医疗［３］ 等

领域．ＳＭＡｓ 构件在实际使用过程中往往需要受到反复加载⁃卸载的作用，应力⁃应变关系从一开始的塑性变

形逐渐转变为伪弹性变形．通过构建 ＳＭＡｓ 本构模型，模拟其在循环荷载作用下的变形行为，具有十分重大

的工程价值．
ＳＭＡｓ 自从被发现以来就受到了巨大的关注，尤其是近几十年来，其本构建模的理论不断被提出，综述

文献也有很多［４⁃９］，我们大致可以将这些理论分为三大类，即微观模型、介观模型和宏观模型．微观模型在晶

格和晶粒尺度上描述晶核生长、马氏体孪晶生长等特征．其中，Ｆａｌｋ［１０⁃１１］ 基于 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 理论提出了多

项式［１２］势能模型．Ｄａｗ 等［１３］运用分子动力学理论构建了 ＳＭＡｓ 微结构模型．介观模型首先需要建立微观尺

度下的本构关系，然后通过平均方法等尺度转换方法建立宏观本构．其中，Ｗａｎｇ 等［１４］ 基于马氏体相变［１５⁃１６］

和晶体塑性理论构建了三维模型，研究了马氏体塑性变形产生的不可恢复变形．Ｔａｙｌｏｒ 等［１７］ 引入微平面理

论，认为 ＳＭＡｓ 的多轴宏观力学行为是不同取向微平面单轴相应的叠加．该方法随后被用于模拟超弹性、伪
弹性行为［１８］ ．宏观模型不再考虑材料内部结构理论，而是从宏观特征出发推导本构方程．其中，Ｔａｎａｋａ［１９］ 利

用非线性弹性方法构建了一个一维本构模型，其马氏体体积分数演化方程通过一种分段方程给出；Ｂｒｉｎ⁃
ｓｏｎ［２０］进一步发展了他的理论，将马氏体体积分数分解为自适应部分和非自适应部分；Ｌａｇｏｕｄａｓ 等［２１］利用弹

塑性理论构建了 ＳＭＡｓ 宏观本构，马氏体相变、退孪晶等热力学过程受到加载函数和流动法则的影响； Ｚａｋｉ
等［２２］通过热力学势函数构建了三维模型，引入了三个新的内变量来解释循环作用下的 ＳＭＡｓ“训练”（ ｔｒａｉｎ⁃
ｉｎｇ）和双程形状记忆效应（ＴＷＳＭＥ）．

近几十年以来，关于 ＳＭＡｓ 循环荷载作用下的实验研究有很多［２２⁃２４］ ．这些实验结果表明，循环荷载下，马
氏体在正相变、逆相变作用下，塑性不可恢复变形逐渐累计，相变转化初始应力和耗散能逐渐减少，相变硬化

逐渐增大．每一个循环下的应力⁃应变关系从初始的塑性变形，逐渐转化为伪弹性变形．当循环达到一定量以

后， 应力⁃应变滞回圈趋于一种稳定状态，且累计的塑性变形等量变成饱和状态．通过透射电子显微镜

（ＴＥＭ）技术研究循环作用下 ＳＭＡｓ 的微观结构，科研工作者们发现，不可恢复变形累积的主要微观机制是奥

氏体相的滑移和不完全拟相变形成的残余马氏体相［２５］ ．
在实验的基础上，众多学者提出了 ＳＭＡｓ 本构模型对循环加载下的变形行为进行模拟，可参考综述文献

［２６］．这些模型分别从宏观唯象和微结构机制两个方向进行建模．早期的唯象模型［４，２０，２７］ 只考虑了循环作用

下的马氏体相变，无法模拟塑性应变累积、残余马氏体相退化等情况．Ｂｏ 和 Ｌａｇｏｕｄａｓ［２８⁃３０］ 在原模型的基础

上，引入了新的内变量来表征马氏体相变和塑性变形相互作用产生的影响，提出了一个改进的模型；Ａｕｒｉｃ⁃
ｃｈｉｏ 等［３１⁃３２］考虑了相变阀值和残余变形量，模拟了 ＳＭＡｓ 的“训练”和双程形状记忆效应；Ｚａｋｉ 和 Ｍｏｕｍｎｉ［３３］

引入了马氏体体积分数和马氏体定向应变张量两个状态变量来解释伪弹性和单程形状记忆效应，后续又提

出了包括累积马氏体体积分数在内的三个新的内变量来表征循环加载下的变形特征．另外，微结构理论从

ＳＭＡｓ 微观机制推导模拟循环加载变形．Ｐａｔｏｏｒ 等［３４⁃３５］基于物理应变机制和局部热力学势的定义构建了动力
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学表述的微结构模型，马氏体体积分数作为内变量用来描述内结构状态的演化；Ｈｕａｎｇ 等［３６］ 发展了一种单

晶模型，利用一定数量随机方向的单晶颗粒通过平均方法构建了多晶 ＳＭＡｓ 本构模型；Ｌａｇｏｕｄａｓ 和 Ｅｎ⁃
ｔｃｈｅｖ［３７］提出了一个致密 ＳＭＡｓ 三维本构模型，用来解释循环荷载下的相变、塑性应变以及滞回圈形状和大

小的演化规律；Ｋａｎｇ 等［３８］通过“应变控制”的循环加载实验发现了 ＳＭＡｓ 的荆轮变形行为．随后，Ｙｕ 等［３９⁃４０］

基于晶体塑性理论解释了循环加载下的非弹性变形机制，如马氏体相变、相变诱导塑性、马氏体再定向等．
以上模型在模拟循环加载下 ＳＭＡｓ 塑性变形和伪弹性变形的时候， 通常需要分别引入额外的内变量，

这些量的演化方程需要引入多个隐式参数， 这就给计算带来了非常大的挑战．为了解决以上问题，一种显式

方法被提出，用于构造 ＳＭＡｓ 和类橡胶材类的本构模型［４０⁃４９］ ．本文在之前研究［５０］的基础上， 基于有理插值的

方法， 提出了一种新的有限弹塑性 Ｊ２ 流模型， 用来同时精确模拟 ＳＭＡｓ 在循环荷载下的塑性变形和伪弹性

变形．
全文主要安排如下：首先，基于有理插值的方法给出了循环加载下的形函数形式，对任意形状的应力⁃应

变滞回圈都能精确模拟；其次，构建了新的有限弹塑性 Ｊ２ 流模型；再次，从单轴情况出发，经过多轴扩展、局
部因子引入等步骤，得到了多轴有效的硬化模量显式表达；最后，选取经典的实验数据和新模型得到的结果

进行对比，证明了该方法的有效性，并给出了结论．

１　 基于有理插值的形函数

在控制最大应力不变的前提下，对 ＳＭＡｓ 试件进行反复加载⁃卸载，其应力⁃应变关系如图 １ 所示．先分析

循环荷载下应力⁃应变关系的特征，再分别分析每一次循环过程中，加载和卸载情况下的形函数，最后利用有

理插值具体给出屈服阶段的形函数表达，对任意形状的应力⁃应变滞回圈都可以精确模拟．使用的应力为

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力，应变为对数应变，也称为 Ｈｅｎｃｋｙ 应变，并用有效塑性功代替传统的塑性功．
１．１　 循环荷载下的变形特征

图 １ 表示从第 １ 次到第 ｎ 次循环下的应力⁃应变关系．对图 １ 分析可知，循环荷载下 ＳＭＡｓ 应力⁃应变关系

特征如下：
１） 每一次加载⁃卸载循环都会形成一个不完全封闭的滞回圈．从第一个循环到最后一个循环总共产生 ｎ

个应力⁃应变滞回圈，其中第 ｎ 个循环已经完全封闭且稳定．
２） 每一个应力⁃应变滞回圈由加载和卸载两部分组成．其中，加载部分包括弹性阶段和上屈服阶段，卸

载部分包括弹性阶段和下屈服阶段．
３） 每一次循环结束以后，ＳＭＡｓ 会产生一定量的塑性变形，假设第 ｉ 次循环结束后的塑性变形量（不可

恢复变形量）为 ｈｐ
ｉ ．ｈｐ

ｉ 的初始值 ｈｐ
ｉ ＝ ０， 随着循环次数的增加， ｈｐ

ｉ 逐渐变大，即 ｈｐ
ｉ ＞ ｈｐ

ｉ －１， 每一次循环增加的

不可恢复变形量逐渐减小，即
　 　 ｈｐ

２ － ｈｐ
１ ＞ ｈｐ

３ － ｈｐ
２ ＞ … ＞ ｈｐ

ｉ － ｈｐ
ｉ －１ ＞ … ＞ ｈｐ

ｎ － ｈｐ
ｎ－１，　 　 ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ ．

４） 当循环次数接近甚至到达 ｎ 时，应力⁃应变滞回圈稳定，且不可恢复变形量不再继续增加，此时

　 　 ｌｉｍ
ｉ→ｎ

（ｈｐ
ｉ － ｈｐ

ｉ －１） ＝ ０．

１．２　 加载和卸载阶段形函数

如图 ２ 所示，选取其中第 ｉ 次循环的应力⁃应变滞回圈，并单独分析其形函数， ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ ．图中点 Ｐ０

表示第 ｉ次循环起始点，也可以认为是第 ｉ － １次循环的终止点，该点的应力为 ０，应变和有效塑性功分别表示

为 ｈｐ
ｉ －１ 和ϑｉ －１ ．Ｐ０Ｐ１ 段表示初始加载弹性阶段，假设弹性模量为 Ｅ ｉ，加载阶段的应力和应变用 τ－ 和 ｈ

－
表示，则

该阶段的应力⁃应变关系为

　 　 ｈ
－
＝ τ－

Ｅ ｉ

＋ ｈｐ
ｉ －１ ． （１）

点 Ｐ１ 表示加载部分从弹性阶段变成屈服阶段的过渡点，该点的应力即为屈服强度，用 ｒ０ 表示，应变用 ｈ０ｉ 表

示，而有效塑性功与点 Ｐ０ 一样，为 ϑｉ －１ ．Ｐ１Ｐ２ 段表示加载部分的屈服阶段，也就是上屈服阶段，该段的应力⁃
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应变形函数用

　 　 ｈ
－
＝ ｐ（τ－） （２）

来表示，其具体形式将在后面通过有理插值的方法得到．点 Ｐ２ 表示卸载点，该点的应力、应变和有效塑性功

分别用 τ－∗
ｉ ，ｈ

－∗
ｉ 和 ϑ∗

ｉ 表示．Ｐ２Ｑ１ 段表示卸载部分开始的弹性阶段，假设弹性模量在同一循环内保持不变，卸
载阶段的应力和应变用 τ

－
和 ｈ

－
表示，此时的应力⁃应变关系为

　 　 ｈ
－
＝
（τ

－
－ τ－∗

ｉ ）

Ｅ ｉ

＋ ｈ
－∗
ｉ ． （３）

点 Ｑ１ 表示卸载部分弹性阶段结束点，也是下屈服阶段起始点，该点的应力和应变分别用 τ
－
∗
ｉ 和 ｈ

－
∗
ｉ 表示，有效

塑性功保持 ϑ∗
ｉ 不变．Ｑ１Ｑ２ 段表示下屈服阶段，该段用

　 　 ｈ
－
＝ ｑｉ（τ－） （４）

表示．点 Ｑ２ 的应力为 ０，应变为 ｈｐ
ｉ ，有效塑性功为 ϑｉ ．如果卸载到点 Ｑ２ 以后继续反向加载，形函数将沿着 Ｑ２Ｔ

线段移动，Ｐ１Ｐ２ 和 Ｔ 在同一直线上．

图 １　 循环荷载下的应力⁃应变示意图 图 ２　 第 ｉ 次循环下的应力⁃应变示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｃｙｃｌｉｃ ｌｏａｄｉｎｇ Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ｉｔｈ ｃｙｃｌｅ

形函数中关键点应力、应变和有效塑性功如表 １ 所示．根据式（１）—（４）可得

　 　

ｈ０ｉ ＝ ｒ０ ／ Ｅ ＋ ｈｐ
ｉ －１，

ｈ
－∗
ｉ ＝ ｐｉ（τ

－∗
ｉ ），

ｈ
－
∗
ｉ ＝ （τ

－
∗
ｉ － τ－∗

ｉ ） ／ Ｅ ＋ ｈ
－∗
ｉ ，

ｈｐ
ｉ ＝ ｑｉ（０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（５）

表 １　 形函数中关键点应力、应变和有效塑性功

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔｒｅｓｓｅｓ， ｓｔｒａｉｎｓ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｗｏｒｋｓ ｏｆ ｋｅｙ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｐｏｉｎｔｓ τ ｈ ϑ
Ｐ０ ０ ｈｐ

ｉ－１ ϑｉ－１

Ｐ１ ｒ０ ｈ０ｉ ϑｉ－１

Ｐ２ τ－∗
ｉ ｈ

－∗
ｉ ϑ∗

Ｑ１ τ
－
∗
ｉ ｈ

－
∗
ｉ ϑ∗

ｉ

Ｑ２ ０ ｈｐ
ｉ ϑｉ

１．３　 上下屈服形函数关系

笔者之前的研究中［４７］用了一种线性关系来表示上下屈服应力之间的一一对应关系，即为

　 　 τ－ ＝ ｂｉτ－ ＋ μ０ｉ ． （６）
任意一个下屈服形函数中的点必然有一个点和上屈服形函数对应，比如图 ２ 中的点 Ｔ 对应点 Ｐ１，点 Ｑ２ 对应

点 Ｓ，点 Ｑ１ 对应点 Ｐ２ ．其中 ｂｉ 是可调参数，若 ｂｉ ＝ １， 则表示上下屈服形函数平行，这种情况可以处理简单的
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伪弹性特性［４１］，而 μ０ｉ 则表示图 ２ 中点 Ｓ 所对应的应力大小．
利用方程（２）、（４）和（６），得到上下屈服形函数之间的关系为

　 　 ｑｉ（τ－） ＝ ｐｉ（ｂｉτ－ ＋ μ０ｉ） － ｐｉ（μ０ｉ） ＋ （１ － ｂｉ）τ－ ／ Ｅ ｉ ＋ ｈｐ
ｉ ， （７）

即只要给定上屈服形函数的具体形式，就可以通过方程（７）推导得到下屈服形函数．
１．４　 基于双曲正切函数的有理插值方法

基于双曲正切函数的形函数形式，可以精确匹配上屈服流的应力⁃应变数据，其具体形式为

　 　
ｐｉ（τ

－） ＝
ｒ０
Ｅ ｉ

＋ ξ１（τ
－ － ｒ０） ＋ ［ξ２（τ

－ － ｒ０ － ｒｍｉ） ＋ γ］Ａ（τ－） ＋ ｈｐ
ｉ －１，

Ａ（τ－） ＝ １
２
［ｔａｎｈ（β１（τ

－ － ｒ０ － ｒｍｉ）） ＋ ｔａｎｈ（β１ｒｍｉ）］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

其中 ξ１，ξ２，ｒｍｉ，γ 和 β１ 可以通过实验数据确定．图 ２ 中的上屈服部分大致分为 ４ 个阶段：①阶段为初始屈服

阶段，图中用 Ｐ１Ｒ 段表示；② 阶段为屈服急剧加强阶段，图中用 ＲＳ 段表示；③ 阶段为极度屈服阶段，图中用

ＳＱ２ 段表示；若继续加载，则会出现二次强化的④阶段．ξ１ 表示进入①阶段后的初始斜率； ξ１ ＋ ξ２ 表示进入②
阶段后的初始斜率； ｒ０ ＋ ｒｍｉ 表示进入③阶段后的应力大小； γ 表示从应力从 ｒ０ 增大到 ｒ０ ＋ ｒｍｉ 所产生的应变

大小； β１ 则表示从①阶段过度到②阶段，斜率变化的快慢程度．其中 ｒｍｉ，ｈｐ
ｉ －１ 和 Ｅ ｉ 会随着有效塑性功的积累

慢慢变大直到稳定到某一值，其余参数不变．
此外， Ａ（τ－） 具备如下性质：

　 　 Ａ（τ－） ＝

０，　 　 　 τ－ ∈ ［ ｒ０，ｒ０ ＋ ｒｍｉ），

０．５， τ－ ＝ ｒ０ ＋ ｒｍｉ，

１， τ－ ∈ （ ｒ０ ＋ ｒｍｉ，∞ ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

将方程（８）代入到方程（７）中，可以得到下屈服段的形函数，其中涉及到的两个关键参数为 ｂｉ 和 μ０ｉ ．接
下来给出这两个参数的确定方法．

假设上屈服阶段和下屈服阶段的曲线斜率分别为 ζ
－

ｉ 和 ζ
－ ｉ
， 则由方程（２）、（４）和（７）可得

　 　
ζ
－

ｉ ＝ ｐ′ｉ（τ
－），

ζ
－ ｉ

＝ ｑ′ｉ（τ－） ＝ ｂｉｐ′ｉ（ｂｉτ－ ＋ μ０ｉ） ＋ （１ － ｂｉ） ．{ （１０）

从以上方程可以得到

　 　 ｂｉ ＝
Ｅ －１

ｉ － ζ
－

－１
ｉ

Ｅ －１
ｉ － ζ

－ －１
ｉ

． （１１）

点 Ｓ 的应力和应变为 μ０ｉ 和 ｈｐ
ｉ ＋ μ０ｉ ／ Ｅ ｉ， 将该点数据代入到方程（８）中，得到

　 　 ｕ０ｉ ＝
ｈｐ
ｉ － ｒ０ ／ Ｅ ｉ ＋ ξ１ｒ０ ＋ Ａ（μ０ｉ）［ξ２（ － ｒ０ － ｒｍｉ） ＋ γ］

ξ１ ＋ Ａ（μ０ｉ）ξ２ － Ｅ －１
ｉ

． （１２）

利用方程（９）可得

　 　 ｕ０ｉ ＝

ｈｐ
ｉ － ｒ０ ／ Ｅ ｉ ＋ ξ１ｒ０

ξ１ － Ｅ －１
ｉ

，　 　 ｕ０ｉ ∈ ［ ｒ０，ｒ０ ＋ ｒｍｉ），

ｈｐ
ｉ － ｒ０ ／ Ｅ ｉ ＋ ξ１ｒ０ － ξ２（ ｒ０ ＋ ｒｍｉ） ＋ γ

ξ１ ＋ ξ２ － Ｅ －１
ｉ

，　 　 ｕ０ｉ ∈ ［ ｒ０ ＋ ｒｍｉ，∞ ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）

２　 有限弹塑性 Ｊ２ 流模型

有限弹塑性本构模型的类型有很多，本文采用基于对数客观率的表述形式［５１］ ．首先通过伸缩率分解的

形式给出基本方程，然后耦合强化效应，改进背应力演化方程．
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２．１　 基于伸缩率分解的基本方程

基于 Ｅｕｌｅｒ 表述的有限弹塑性模型满足自洽条件［５１］，其基本方程是基于伸缩率的分解的形式，即
　 　 Ｄ ＝ Ｄｅ ＋ Ｄｐ， （１４）

其中 Ｄ 为速度梯度的对称部分，也就是伸缩率， Ｄｅ 表示弹性部分， Ｄｐ 表示塑性部分．
弹性部分可以通过 Ｈｏｏｋｅ 定律给出

　 　 Ｄｅ ＝ １ ＋ ν
Ｅ

τ° － ν
Ｅ
（ｔｒ τ° ）Ｉ， （１５）

式中 ν 表示 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， Ｅ 表示弹性模量， Ｉ 表示单位二阶张量， τ° 表示 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力的对数客观率，任意二

阶张量 Ｓ 的对数客观率通常表示为

　 　 Ｓ° ＝ Ｓ ＋ Ｓ·Ω － Ω·Ｓ， （１６）
Ω 是对数自旋［５２］， Ｓ 表示时间导数．

塑性部分通过流动法则［５３］给出：

　 　 Ｄｐ ＝ ξ
ｕ

∂ｆ
∂τ

∶ τ°æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｆ
∂τ

， （１７）

式中， ξ 表示塑性指数，加载情况下，其值为 １，卸载情况下为 ０， ｕ 表示塑性模量， ｆ 表示 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服函数，
其表达式为

　 　 ｆ ＝ １
２

ｔｒ（τ － α） ２ － １
３

ｒ２， （１８）

τ 表示 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力偏量部分，即 τ ＝ τ － １
３
（ｔｒ τ）Ｉ，ｒ 表示屈服强度， α 表示背应力， ｒ 代表了屈服面半径大

小，描述各向同性强化； α 代表了屈服面中心的移动，描述了各向异性强化．
２．２　 强化效应耦合

有效塑性功随着塑性流的发展单调递增，且和热力学内耗散直接相关．因此本文用有效塑性功代替传统

的塑性功，其表达为

　 　 ϑ ＝ （τ － α） ∶ Ｄｐ ． （１９）
为了使本构模型耦合屈服面半径大小和屈服中心移动，屈服强度 ｒ 不仅依赖于有效塑性功 ϑ， 还和背应力相

关，即
　 　 ｒ ＝ ｒ（ϑ，ζ）， （２０）

其中 ζ 的大小完全依赖背应力张量，其表达为

　 　 ζ ＝ １．５ｔｒ α２ ． （２１）
背应力的演化方程遵循新的各向异性强化法则：

　 　 α° ＝ ｃＤｐ － ωϑα， （２２）
这里的 α° 也采用对数客观率，有且只有这种形式才能使得方程满足自洽条件［５１］ ．为了描述 ＳＭＡｓ 复杂的变形

行为，我们改进了传统的 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ⁃Ｆｒｅｄｅｒｉｃｋ 方程，Ｐｒａｇｅｒ 模量 ｃ 和滞回模量 ω 满足以下条件：

　 　
ｃ ＝ ｃ（ϑ，ζ），
ω ＝ ω（ϑ，τ，α） ．{ （２３）

方程（２０）和（２３）确保了模型耦合两种强化效应，３ 个硬化含函数 ｃ，ω 和 ｒ 的具体形式将在第 ３ 节中给

出．接下来需要确定塑性模量 ｕ 的表示，可以由以下公式推导［４７］：

　 　 ｕ ＝ － ∂ｆ
∂ϑ

·∂ｆ
∂τ

∶ （τ － α） － ∂ｆ
∂α

∶ Ｈ ∶ ∂ｆ
∂τ

， （２４）

其中 ４ 阶张量 Ｈ 为

　 　 Ｈ ＝ ｃΠ － （τ － α） 􀱋 α， （２５）
Π是单位 ４ 阶单位张量．根据前面的分析，屈服函数依赖于有效塑性功、Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力和背应力，即 ｆ ＝ ｆ（τ，
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α，ϑ） ．利用方程（１８），将 ∂ｆ
∂ϑ

，∂ｆ
∂τ

和
∂ｆ
∂α

代入到方程（２４），得到

　 　 ｕ ＝ ２
３

ｃｒ２ ＋ ４
９

ｒ３ｒ′ － ４
９

ωｒ３ ｒ ′ ＋ ４
９

ζ －１ｒ２（１．５ｃｒ ′ － ζωｒ）Λ， （２６）

其中

　 　 ｒ′ ＝ ∂ｒ
∂ϑ

， ｒ ′ ＝ ∂ｒ
∂ζ

， Λ ＝ ３
２ｒ

α ∶ （τ － α） ．

３　 硬 化 函 数

为了从第 ２ 节构建的有限弹塑性 Ｊ２ 流模型中推导得到符合要求的结果，需要给出硬化函数 ｃ，ω 和 ｒ 的
具体形式．首先推导得到单个循环下的硬化函数形式，再给出有效塑性功的演化规律，最后引入依赖塑性功

的局部因子，构造统一光滑的硬化函数显式表达．
３．１　 单个循环下的硬化函数

单循环下的硬化函数推导需要从塑性坡度出发，利用方程特点分别给出 ｃｉ，ω ｉ 和 ｒｉ， 再通过推导相邻循

环下屈服函数的表达，证明其符合内循环一致性条件．
３．１．１　 塑性坡度

由方程（１７）、（１８）、（１９），再结合塑性模量的表达（方程（２４）），推导得到单轴情况下有

　 　 ｒ′ｉｒｉ － ω ｉｒｉ（ ｒ ′ｉζ ＋ Λｉｒ′ｉ） ＋ １．５ｃｉζ １（ζ ＋ Λｉ ｒ ′ｉ） ＝ Ｋ ｉ（τ）， （２７）
下标 “ ｉ” 表示是第 ｉ 次循环．其中 ｒ′ｉ，ｒ ′ｉ和 Λｉ 在方程（２７）中给出， Ｋ ｉ（τ） 表示塑性坡度，在上屈服阶段形式为

Ｋ
－

ｉ（τ
－）， 而下屈服阶段为 Ｋ

－ ｉ（τ－）， 它们的具体形式为

　 　 Ｋ ｉ（τ） ＝
Ｋ
－

ｉ（τ
－） ＝ １

ｐ′ｉ（τ
－） － １ ／ Ｅ

，　 　 　 　 　 ａｌｏｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｐ１Ｐ２，

Ｋ
－ ｉ（τ－） ＝

ｂ′ｉ
ｐ′ｉ（ｂｉτ ＋ μ ０ｉ） － １ ／ Ｅ

， ａｌｏｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｑ１Ｑ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２８）

方程（２７）和（２８）给定的形式只是单轴有效，为了扩展成多轴有效，需要将塑性坡度改进为

　 　 Ｋ ｉ（ ｒｉ，Λｉ） ＝
［ ｒｉ ＋ Λｉ］
ｒｉ ＋ Λｉ

Ｋ
－

ｉ（ ｒｉ ＋ Λｉ ） ＋ １ －
［ ｒｉ ＋ Λｉ］
ｒｉ ＋ Λｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｋ

－ ｉ（ － ｒｉ ＋ Λｉ ），

　 　 ［ ｒｉ ＋ Λｉ］ ＝ ０．５（ ｒｉ ＋ Λｉ ＋ ｒｉ ＋ Λｉ ） ． （２９）
将改进后的塑性坡度代入到方程（２７），得到单个循环下多轴有效的形式为

　 　 ｒ′ｉｒｉ － ω ｉｒｉ（ ｒ ′ｉζ ＋ Λｉ） ＋ １．５ｃｉζ １（ζ ＋ Λｉ ｒ ′ｉ） ＝ Ｋ ｉ（ ｒｉ，Λｉ），　 　 ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ ． （３０）
３．１．２　 ｃｉ，ω ｉ 和 ｒｉ

将方程（３０）转化为以下形式：

　 　 ω ｉ ＝
ｒ′ｉｒｉ ＋ １．５ｃｉζ

－１（ζ ＋ Λｉ ｒ ′ｉ） － Ｋ ｉ（ ｒｉ，Λｉ）
ｒｉ（ ｒ ′ｉζ ＋ Λｉ）

． （３１）

以上方程要得到有效的 ω ｉ， 必须满足分子和分母同时为 ０，即

　 　
ｒ′ｉｒｉ ＋ １．５ｃｉζ

－１（ζ ＋ Λｉ ｒ ′ｉ） － Ｋ ｉ（ ｒｉ，Λｉ） ＝ ０，
Λｉ ＝ － ｒ′ζ ｉ ．

{ （３２）

从方程（３２）可以推导得到

　 　 ｃｉ ＝
２
３

Ｋ ｉ（ ｒｉ，Λｉ） － ｒ′ｉｒ
１ － ｒ′２

． （３３）

将方程（３３）代入到方程（３１），得到

００７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 ω ｉｒｉ ＝
Ｋ ｉ（ ｒｉ， － ζ ｒ′ｉ） － ｒ′ｉｒｉ

１ － ｒ′２
ζ ＋ Λｉ ｒ ′ｉ
ｒ ′ｉζ ２ ＋ ζΛｉ

＋
ｒ′ｉｒｉ － Ｋ ｉ（ ｒｉ，Λｉ）

ｒ ′ｉζ ＋ Λｉ
． （３４）

接下来考虑屈服极限 ｒｉ 的表达．在 Ｘｉａｏ［４１，４８］和Ｗａｎｇ 等［４２］研究的基础上，进一步考虑有效塑性功的局部

性特点，得到屈服极限表达为

　 　
ｒ１ ＝

μ １

ｂ１ ＋ １
＋

ｒ０ｂ１

ｂ１ ＋ １
ｅ －β３

ϑ
ｒ０ ＋

ｂ１ － １
ｂ１ ＋ １

ζ（１ － ｅ －β２
ζ
ｒ０） ＋

ｒ０ － μ １

ｂ１ ＋ １
（ｅ －β３

ϑ
ｒ０ ＋ ｅ －β３

ϑ２－ϑ

ｒ０ ），

ｒｉ ＝
μ ｉ

ｂｉ ＋ １
＋
ｂｉ － １
ｂｉ ＋ １

ζ ＋
ｒ０ － μ ｉ

ｂｉ ＋ １
（ｅ －β３

ϑ－ϑｉ
ｒ０ ＋ ｅ －β３

ϑｉ＋１－ϑ

ｒ０ ），　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３５）

式中， ｒ０ 表示初始屈服强度，两个非负参数 β ２ 和 β ３ 分别表示 ζ ＝ ０ 和 ϑ ＝ ϑｉ（或 ϑｉ ＋１） 的局部特征，
　 　 μ ｉ ＝ （ ｒ０ － μ ０ｉ） ／ ｂｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ ． （３６）

３．２　 有效塑性功演化规律

从第 １ 次循环开始，到第 ｎ 次循环结束，每一次循环都伴随着有效塑性功的累计，本小节给出其在循环

荷载下的演化规律．用 ϑｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ） 表示每一次循环结束后的有效塑性功大小．
根据方程（３５）和（３６），在忽略局部特征的前提下，得到单循环下塑性强度为

　 　 ｒｉ ＝
ｂｉ － １
ｂｉ ＋ １

α ＋
ｒ０ － ｂｉμ ０ｉ

ｂｉ ＋ １
． （３７）

在上屈服阶段和下屈服阶段分别有 τ－ － α ＝ ｒｉ 和 τ
－
－ α ＝ － ｒｉ， 代入到式（４８）中，得到

　 　 ｒｉ ＝

１
２ｂｉ

［（ｂｉ － １）τ－ ＋ ｒ０ － ｂｉμ ０ｉ］，　 　 ａｌｏｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｐ１Ｐ２，

１
２
［（ｂｉ － １）τ

－
＋ ｒ０ － ｂｉμ ０ｉ］，　 　 ａｌｏｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｑ１Ｑ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３８）

根据方程（１４）、（１５）和（１７），在单轴情况下的塑性应变为

　 　 ｈｐ ＝ ｈ － τ ／ Ｅ ． （３９）
根据方程（６），单轴下的有效塑性功为

　 　 ϑ ＝ （τ － α）ｈｐ ． （４０）
将方程（３９）代入到方程（４０），再结合屈服条件，得到

　 　 ϑ ＝
ｒ（ｈ － τ ／ Ｅ），　 　 ａｌｏｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｐ１Ｐ２，

－ ｒ（ｈ － τ ／ Ｅ），　 　 ａｌｏｎｇ ｃｕｒｖｅ Ｑ１Ｑ２ ．
{ （４１）

对方程（４１）进行积分，并结合方程（８）形函数的形式，可以得到单个循环下，图 ２ 中累计的有效塑性功大小，
在 μ ０ｉ ∈ ［ ｒ０，ｒ ＋ ｒｍｉ） 的情况下为

　 　 ϑｉ ＝ ϑｉ －１ ＋ ２Ｚ１ － Ｚ２， ϑ０ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ， （４２）
其中

　 　

Ｚ１ ＝ １
２ｂｉ

（ｂｉ － １） （ξ １ ＋ ξ ２）
（τ－ ∗２

ｉ － ｒ２０）
２

－
ξ ２ｒｍｉ
２

（ ｒｍｉ ＋ ２ｒ０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋{

　 　 μ ｉ［ξ １（τ
－ ∗
ｉ － ｒ０） ＋ ξ ２（τ

－ ∗
ｉ － ｒ０ － ｒｍｉ）］} ，

Ｚ２ ＝ １
２ｂｉ

（ｂｉ － １）ξ １

（μ ２
０ｉ － ｒ２０）
２

＋ μ ｉξ １（μ ０ｉ － ｒ０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４３）

在 μ ０ｉ ∈ ［ ｒ ＋ ｒｍｉ，∞ ） 的情况下为

　 　 ϑｉ ＝ ϑｉ －１ ＋ ２Ｚ１ － （Ｚ０ ＋ Ｚ３）， ϑ０ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎ， （４４）
其中
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Ｚ３ ＝ １

２ｂｉ
（ｂｉ － １）（ξ １ ＋ ξ ２）

μ ２
０ｉ － （ ｒ０ ＋ ｒｍｉ） ２

２
＋ μ ｉ（ξ １ ＋ ξ ２）（μ ０ｉ － ｒ０ － ｒｍｉ）{ } ，

Ｚ０ ＝ １
２ｂｉ

（ｂｉ － １）ξ １

（２ｒ０ｒｍｉ ＋ ｒ２ｍｉ）
２

＋ μ ｉξ １ｒｍｉ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４５）

上屈服阶段 Ｐ１Ｐ２ 之间必然有一个点的应力为 ｒ０ ＋ ｒｍｉ，假设该点用Ｍ表示，如图 ２ 所示．Ｚ１ 表示 Ｐ１⁃Ｐ２ 阶段累

计的有效塑性功，也等于Ｑ１⁃Ｔ阶段积累的有效塑性功；在 μ ０ｉ ∈［ ｒ０，ｒ ＋ ｒｍｉ） 的情况下，点 Ｓ在点Ｍ前面，Ｚ２ 表

示 Ｐ１⁃Ｓ 阶段累计的有效塑性功，也等于 Ｑ２⁃Ｔ 阶段积累的有效塑性功； 在 μ ０ｉ ∈ ［ ｒ ＋ ｒｍｉ，∞ ） 情况下，点 Ｓ 在

点 Ｍ 后面，Ｚ３ 表示 Ｍ⁃Ｓ 阶段累计的有效塑性功， Ｚ０ 表示 Ｐ１⁃Ｍ 阶段积累的有效塑性功．因此，Ｚ０ ＋ Ｚ３ 可以表

示 Ｐ１⁃Ｓ 阶段的有效塑性功，也等于 Ｑ２ 到 Ｔ 的有效塑性功，其效果和 μ ０ｉ ∈ ［ ｒ０，ｒ ＋ ｒｍｉ） 情况下的 Ｚ２ 一样．
３．３　 统一光滑硬化函数

式（３１）、（３３）和（３５）分别给出了每一个循环下的 ｃｉ，ω ｉ 和 ｒｉ，ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ ．本小节在前面的基础上构

造一个光滑统一的硬化函数表达，使其对 ｎ 个循环过程均适用．
这里通过 ｎ 个局部因子，将得到的所有单循环硬化函数进行简单的线性插值，得到

　 　

ｃ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φ ｉｃｉ，

ω ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φ ｉω ｉ，

ｒ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φ ｉｒｉ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（４６）

其中，局部因子具体形式为

　 　 φ ｉ ＝
１
４

１ ＋ ｔａｎｈ １００
ϑ － ϑｉ

ϑｉ ＋１ － ϑｉ

＋ １０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú １ ＋ ｔａｎｈ １００

ϑｉ ＋１ － ϑ
ϑｉ ＋１ － ϑｉ

－ １０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （４７）

φ ｉ 具备如下特点：当有效塑性功 ϑ ∈ ［ϑｉ，ϑｉ ＋１） 时，其值为 １，其他情况下均为 ０．由此可得，在第 ｉ 次循环下

硬化函数自动退化为 ｃｉ，ω ｉ 和 ｒｉ ．

４　 模型结果与实验结果对比

ＳＭＡｓ 在循环荷载下，每一个循环所产生的应力⁃应变滞回圈由 ４ 个部分组成，分别用图 ２ 中的 Ｐ０Ｐ１ 段、
Ｐ１Ｐ２ 段、Ｐ２Ｑ１ 段和 Ｑ１Ｑ２ 段来表示，它们的形函数由方程（１）—（４）给出．其中方程（１）和（３）遵循 Ｈｏｏｋｅ 定

律，需要给出弹性模量 Ｅ ｉ 和初始加载点的应变 ｈｐ
ｉ －１；Ｐ１Ｐ２ 段的具体形式由方程（８）给出，只要给出形函数中

的特征参数 ξ １，ξ ２，ｒｍｉ，γ 和 β １；Ｑ１Ｑ２ 段的形函数 ｑ（τ
－
） 由方程（７）给出，需要给定其中 ｂｉ 和 μ ０ｉ 的数值．

为了验证模型的有效性，我们选取 Ｚａｋｉ 和 Ｍｏｕｍｎｉ［３３］ 的实验数据进行比对．在保持卸载应力 τ－ ∗ ＝ ４００
ＭＰａ 的条件下，对 Ｎｉ⁃Ｔｉ ＳＭＡｓ 进行反复加载和卸载，当循环次数达到 ２０ 次时，应力⁃应变滞回圈基本稳定，我
们取第 １、２、３、４、８、１２ 和 ２０ 次循环的应力⁃应变数据作对比．所有的应变转化为对数应变，固定参数的值给定

如表 ２ 所示．
表 ２　 ｐｉ（τ－） 中固定参数值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｐｉ（τ－）

ξ１ ξ２ β １ ｒ０ ／ ＭＰａ

０．００１ ９ ０ ０．０１６ ２４０

　 　 Ｅ ｉ，ｈｐ
ｉ －１，ｒｍｉ 和 ｂｉ 随着有效塑性功变化的规律如下：

　 　

Ｅ ｉ（ϑ） ＝ １３７．５ｔａｎｈ（０．００１ ５（ϑ － １ ０００）） ＋ ９６２．５，

ｈｐ
ｉ －１（ϑ） ＝ ０．２３１ ５ｔａｎｈ（０．００１ ３（ϑ － ８６０）） ＋ ０．２３１ ５，

ｒｍｉ（ϑ） ＝ ６８ｔａｎｈ（０．０００ ４５ϑ） ＋ ２２２，
ｂｉ（ϑ） ＝ ０．１４５ｔａｎｈ（０．００３（ϑ － ８５０）） ＋ ０．３８５，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（４８）
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其中 ϑ ＝ ０， 表示第 １ 次循环的情况，此时 ｉ ＝ １．在本例中 μ ０ｉ ∈ ［ ｒ０，ｒ ＋ ｒｍｉ）， 每一个循环下的有效塑性功结

合方程（４２）和（４３）给出，代入到方程（４８）就可以得到每一循环下的参数值．再利用方程（１３）就能确定 μ ０ｉ 的

大小，最终得到的模型结果和实验结果如图 ３ 所示．
模型预测结果如图 ４ 所示．其中由外到内的实线分别表示第 ４、５、６、７ 和 ８ 次的模型结果．其中第 ４ 和第 ８ 次

的结果和实验数据可以精确匹配（从图 ３（ｄ）、３（ｅ）数据对比可得），而第 ５、６ 和 ７ 次的实验数据，新的模型可以

合理地预测．第 ５ 次循环开始时的应变和第 ４ 次结束时一致，而第 ７ 次循环结束时的应变和第 ８ 次开始时一致．

（ａ） 第 １ 个循环 （ｂ） 第 ２ 个循环

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｃｙｃｌｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｃｙｃｌｅ

（ｃ） 第 ３ 个循环 （ｄ） 第 ４ 个循环

（ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｃｙｃｌｅ （ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｃｙｃｌｅ

（ｅ） 第 ８ 个循环 （ｆ） 第 １２ 个循环

（ｅ） Ｔｈｅ ８ｔｈ ｃｙｃｌｅ （ ｆ） Ｔｈｅ １２ｔｈ ｃｙｃｌｅ
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（ｇ） 第 ２０ 个循环

（ｇ） Ｔｈｅ ２０ｔｈ ｃｙｃｌｅ

图 ３　 第 １、２、３、４、８、１２ 和 ２０ 次循环的模型结果和实验结果［３３］对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍｏｄｅｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ［３３］ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ，２ｎｄ，３ｒｄ，４ｔｈ，８ｔｈ，１２ｔｈ ａｎｄ ２０ｔｈ ｃｙｃｌｅｓ

图 ４　 第 ４ 至第 ８ 个循环的模型预测

Ｆｉｇ． ４　 Ｍｏｄｅｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ４ｔｈ ｔｏ ｔｈｅ ８ｔｈ ｃｙｃｌｅｓ

５　 结　 　 论

本文通过提出新的有限弹塑性 Ｊ２ 流方程，模拟了 ＳＭＡｓ 在循环荷载下从塑性变形逐渐转化为伪弹性变

形的过程．所得主要结论如下：
１） 新的本构方程耦合了屈服中心的移动和屈服面的增大，使得模型可以模拟 ＳＭＡｓ 复杂的变形行为．传

统的金属材料在加载后卸载，卸载阶段的应力⁃应变关系一般遵循 Ｈｏｏｋｅ 定律．卸载应力到 ０ 以后进行反向

加载才会开始出现下屈服阶段，也就是 Ｂａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ 效应．本文通过改进背应力的演化方程，提出硬化模量 ｃ，
ω 和 ｒ 的新形式，使得 ＳＭＡｓ 在卸载应力为 ０ 之前就开始屈服，进而产生滞回圈．

２） 基于有理插值的方法构造了上屈服和下屈服阶段的形函数，其中包含的参数 Ｅ ｉ，ｈｐ
ｉ －１，ｒｍｉ 和 ｂｉ 依赖于

有效塑性功大小．这些参数的共同特点是从初始值开始慢慢变大，随着有效塑性功到达某一值以后，就稳定

到某一数值；此外，形函数特征参数包含 ξ １，ξ ２，γ 和 β １ ．其表示的意义在第 １ 节已经说明，一旦形函数给定，
这些参数就固定，不用反复调节；最后， μ ０ｉ 表示图 ２ 中点 Ｓ 的应力数值，随着循环的增大，其值慢慢从初始值

开始减小并稳定到 ｒ０ ．
３） 从第 ２ 节的基本方程出发，结合形函数具体形式，得到了有效塑性功的演化规律，如方程（４３）和

（４５）所示．利用这些方程可以得到每一个循环下 ϑ 的累积大小，进而通过方程（４９）给出的参数方程，确定该

循环下的参数值，从而得到循环的应力⁃应变滞回圈．
４） 由局部因子构造而成的统一光滑硬化模量 ｃ，ω 和 ｒ 如方程（４７）所示，这些量在单循环下会自动退化

成符合要求的形式，将这些硬化模量代入到本构方程以后，能够得到符合要求的结果．通过图 ３ 的模型结果

４０７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



和实验结果比较，证明了本文方法得到的结果可以精确匹配实验结果．此外，对于没有采集实验数据的循环，
利用方程（４９）推导的参数也可以进行合理地预测，如图 ４ 所示．
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