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摘要：　 基于光滑粒子流体动力学（ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ，ＳＰＨ）方法对瞬态非等温黏弹性流动问题进行

了数值模拟．首先，模拟了等温情况下基于 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 模型的黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动；随后，将其扩展到非等温情况下进

行模拟，其中选用 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 指数模型来评估黏度和松弛时间的温度依赖．通过与有限体积方法解的比较和对数值

收敛性的评价，验证了 ＳＰＨ 方法模拟非等温黏弹性流动问题的准确性和有效性．讨论了非等温流动相较于等温流

动的不同流动特征，分析了温度依赖系数、Ｐéｃｌｅｔ 数等对黏弹性流动过程的影响．数值结果表明，ＳＰＨ 方法可准确有

效地模拟非等温黏弹性流动问题．
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０　 引　 　 言

黏弹性流动广泛存在于自然界和工业加工中，如挤压成型、注塑成型等［１］ ．这些流动一般呈现非等温状

态，因此有必要考虑温度模型［２］ ．深入研究黏弹性流体的非等温流动机理具有重要的学术价值和应用意义，
但由于其多物理场耦合的复杂性和黏弹流变特性的复杂性，实验和解析求解均难以完成，因此数值模拟成为

一种可替代的研究途径．
目前，基于网格的数值方法已被应用于此类问题的数值模拟中．Ｍｅｂｕｒｇｅｒ 等［３］用非结构网格有限体积法

（ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＶＭ）模拟了非等温黏弹性流体在高 Ｗｅｉｓｓｅｎｂｅｒｇ 数下的流动．Ｍｏｒｅｎｏ 等［４］ 用变分多

尺度稳定有限元法分析了温度对黏弹性流动的影响．Ｇａｏ［５］用相场模型对非等温聚合物填充过程进行了有限

元计算．
ＳＰＨ［６⁃７］方法是一种 Ｌａｇｒａｎｇｅ 型的无网格数值方法．与基于网格的数值方法相比，ＳＰＨ 方法不仅免去了

生成网格的繁琐，而且避免了传统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法中网格扭曲、重构等问题［８］ ．近年来，随着 ＳＰＨ 方法计算精

度的提高和稳定性的改善，该方法已被较多地应用于溃坝［９］、爆炸［１０］、液体晃荡［１１］和流固耦合［１２］ 等问题的

数值模拟中．然而，对于黏弹性流动问题的数值模拟，由于其非线性黏弹本构方程的引入，极大地增加了问题

求解的复杂度，因此相关文献研究报道较少．２００５ 年，Ｅｌｌｅｒｏ 等［１３］首次进行了等温条件下黏弹性流动的 ＳＰＨ
模拟，其中采用 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 模型来描述流体的黏弹性行为．Ｆａｎｇ 等［１４］ 将 ＳＰＨ 方法推广到了含自由面的瞬态

等温黏弹性液滴下落问题的数值模拟中．Ｍｕｒａｓｈｉｍａ 等［１５］提出了多尺度 ＳＰＨ 方法研究支化聚合物熔体绕圆

柱形障碍物的流动．杨波等［１６］运用 ＳＰＨ 方法数值模拟了基于 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 模型的平面突然起动 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流．Ｘｕ
等［１７］提出了一种改进 ＳＰＨ 方法，对等温黏弹性液滴和挤出胀大问题进行了研究．Ｋｉｎｇ 等［１８］将对数构象公式

与应力分裂技术相结合，提出了模拟黏弹性流动的不可压 ＳＰＨ 方法．Ｄｕｑｕｅ⁃Ｄａｚａ 等［１９］将 ＳＰＨ 与流体流动模

拟的等效弹性势能结合在一起，建立了黏弹性流体建模与计算的简化方法．Ｖａｈａｂｉ 等［２０］ 用弱可压 ＳＰＨ 方法

模拟了 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 黏弹性溶液中两个初始圆形的气泡在上升过程中的相互作用．根据文献调研结果，目前应

用 ＳＰＨ 方法对黏弹性流动问题开展的模拟研究大多是在等温情况下进行的，而工业生产中的黏弹性流动通

常是非等温流动，因此有必要开展非等温黏弹性流动的数值模拟．
本文在文献［１７］的基础上，运用 ＳＰＨ 方法对瞬态非等温黏弹性流动问题进行了数值模拟研究．首先，模

拟了等温情况下基于 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 模型的黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动；随后，将其扩展到非等温情况下进行模拟，其中

选用 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 指数模型来评估黏度和松弛时间的温度依赖．通过与有限体积方法解的比较和对数值收敛性

的评价，验证了 ＳＰＨ 方法模拟非等温黏弹性流动问题的准确性和有效性．讨论了非等温流动相较于等温流

动的不同流动特征，分析了温度依赖系数、Ｐéｃｌｅｔ 数等对黏弹性流动过程的影响．

１　 控 制 方 程

在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标系下，非等温黏弹性流体的控制方程组可表示为［２１］

　 　 ｄρ
ｄｔ

＝ － ρ Ñ·ｕ， （１）

　 　 ｄｕ
ｄｔ

＝ １
ρ

Ñ·σ ＋ Ｆ， （２）

　 　 ρｃｐ
ｄＴ
ｄｔ

＝ Ñ·（κÑＴ）， （３）

式中， ｄ ／ ｄｔ为物质导数， ρ 为流体密度， ｔ为时间， ｕ为速度， σ为总应力张量， Ｆ为外力， ｃｐ 为定压比热容， Ｔ
为温度， κ 为导热系数．值得注意的是，本文仅考虑纯受迫流动，浮升力相对于惯性力很小，因此忽略了自然

对流［２２］ ．
总应力张量 σ 可分解为各向同性压力、溶剂贡献和聚合物贡献之和：
　 　 σ ＝ － ｐＩ ＋ ２η ｓｄ ＋ τ， （４）
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其中， Ｉ 为单位矩阵， η ｓ 为溶剂黏度， τ 表示弹性偏应力张量， ｄ 为形变率张量，

　 　 ｄ ＝ １
２
（Ñｕ ＋ （Ñｕ） Ｔ） ． （５）

通过对总应力张量的分解，方程（２）可表示为

　 　 ｄｕ
ｄｔ

＝ － １
ρ

Ñｐ ＋
η ｓ

ρ
Ñ２ｕ ＋ １

ρ
Ñ·τ ＋ Ｆ ． （６）

１．１　 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ本构方程

对于弹性偏应力张量 τ， 考虑如下微分形式的 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 本构方程：

　 　 τ ＋ λτÑ ＝ ２η ｐｄ， （７）
式中， λ 表示流体的松弛时间； η ｐ 表示聚合物黏度．η ｓ 和 η ｐ 满足如下关系：

　 　 η ＝ η ｓ ＋ η ｐ， （８）

其中， η 表示流体总黏度； τÑ 表示上随体导数，其定义为

　 　 τÑ ＝ ∂τ
∂ｔ

＋ ｕ·Ñτ － τ·（Ñｕ） － （Ñｕ） Ｔ·τ ＝ ｄτ
ｄｔ

－ τ·（Ñｕ） － （Ñｕ） Ｔ·τ ． （９）

综合式（７）和（９），有

　 　 ｄτ
ｄｔ

＝ τ·（Ñｕ） ＋ （Ñｕ） Ｔ·τ － １
λ

τ ＋ ２
η ｐ

λ
ｄ ． （１０）

对于流体松弛时间和黏度的温度依赖，选用 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 指数模型进行建模和计算：
　 　 η ｓ（Ｔ） ＝ η ｓｅ

－φ（Ｔ－Ｔ０）， （１１）
　 　 η ｐ（Ｔ） ＝ η ｐｅ

－φ（Ｔ－Ｔ０）， （１２）
　 　 λ（Ｔ） ＝ λｅ －φ（Ｔ－Ｔ０）， （１３）

其中， φ 为温度依赖系数， Ｔ０ 为参考温度．另外，为了更好地描述流动，引入以下无量纲数：Ｐéｃｌｅｔ 数 Ｐｅ ＝
ρｃｐＶＬ ／ κ、 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 Ｒｅ ＝ ρＶＬ ／ η、 Ｗｅｉｓｓｅｎｂｅｒｇ 数 Ｗｉ ＝ λＶ ／ Ｌ、 溶剂黏度比 β ＝ η ｓ ／ η， 其中 Ｖ 和 Ｌ 分别表示流

动的特征速度和特征长度．
１．２　 状态方程

ＳＰＨ 方法常采用状态方程来模拟弱可压缩流动．本文使用的状态方程如下［２３］：

　 　 ｐ（ρ） ＝
ρ ０ｃ２

γ
ρ
ρ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

其中， ρ ０ 为参考密度， ｃ 为声速， γ ＝ ７．为了保证弱可压缩流动行为足够接近不可压缩流动行为，声速 ｃ 通常

选择比最大流体速度大 １０ 倍左右．

２　 ＳＰＨ 方法

２．１　 ＳＰＨ 离散

对于质量和动量守恒方程，本文采用的 ＳＰＨ 离散为［２４］

　 　 ｄρ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ
＝ ∑

ｊ
ｍ ｊ（ｕｉ － ｕ ｊ）·ÑｉＷｉｊ， （１５）

　 　 ｄｕ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ
＝ ∑

ｊ
ｍ ｊ －

ｐｉ

ρ ２
ｉ

＋
ｐ ｊ

ρ ２
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ÑｉＷｉｊ ＋

æ

è
ç

　 　 　 　 ４
η ｓ，ｉ（Ｔ） ＋ η ｓ，ｊ（Ｔ）

（ρ ｉ ＋ ρ ｊ） ２

ｒｉｊ·ÑｉＷｉｊ

ｒｉｊ ２ （ｕｉ － ｕ ｊ） ＋
τ ｉ

ρ ２
ｉ

＋
τ ｊ

ρ ２
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷·ÑｉＷｉｊ

ö

ø
÷ ， （１６）

式中， ｉ 表示粒子编号， ｊ 为粒子 ｉ 的相邻粒子， Ｗｉｊ ＝ Ｗ（ ｜ ｒｉｊ ｜ ，ｈ） 为核函数， ｒｉｊ ＝ ｒｉ － ｒｊ，ｒｉ 为粒子 ｉ 的位置， ｈ
为光滑长度．由于五次样条核函数具有连续的二阶导数，其精度和稳定性均较好，故本文选用它作为核函数，
其表达式如下：
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　 　 Ｗ（ ｒ，ｈ） ＝ Ｗ０ ×

（３ － ｑ） ５ － ６ （２ － ｑ） ５ ＋ １５ （１ － ｑ） ５，　 　 ０ ≤ ｑ ＜ １，
（３ － ｑ） ５ － ６ （２ － ｑ） ５， １ ≤ ｑ ＜ ２，
（３ － ｑ） ５， ２ ≤ ｑ ＜ ３，
０， ｑ ≥ ３，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１７）

其中， ｑ ＝ ｒ ／ ｈ， 对于二维问题 Ｗ０ 取值 ７ ／ （４７８πｈ２） ．
对于 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 本构方程，其 ＳＰＨ 离散取决于速度偏导数的离散．引入

　 　 ｋαβ
ｉ ＝ ∂ｖα

∂ｘβ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

＝ ∑
ｊ

ｍ ｊ

ρ ｊ
（ｖαｊ － ｖαｉ ）

∂Ｗｉｊ

∂ｘβ
ｉ

， （１８）

于是，Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 本构方程的 ＳＰＨ 离散可表示为

　 　 ｄτ αβ

ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ
＝ ｋαγ

ｉ τ γβ
ｉ ＋ ｋβγ

ｉ τ γα
ｉ － １

λ（Ｔ）
τ αβ

ｉ ＋
η ｐ（Ｔ）
λ（Ｔ）

（ｋαβ
ｉ ＋ ｋβα

ｉ ） ． （１９）

传统 ＳＰＨ 方法的计算精度低，限制了其向更复杂流动问题的应用．为了提高计算精度，本文对 ＳＰＨ 离散

（１５）—（１９）中的核函数梯度进行修正，即利用修正矩阵［２５］

　 　 Ｍ ＝
∑

ｊ

ｍ ｊ

ρ ｊ
ｘ ｊｉ

∂Ｗｉｊ

∂ｘｉ
∑

ｊ

ｍ ｊ

ρ ｊ
ｙ ｊｉ

∂Ｗｉｊ

∂ｘｉ

∑
ｊ

ｍ ｊ

ρ ｊ
ｘ ｊｉ

∂Ｗｉｊ

∂ｙｉ
∑

ｊ

ｍ ｊ

ρ ｊ
ｙ ｊｉ

∂Ｗｉｊ

∂ｙｉ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

， （２０）

将原核函数梯度修正为

　 　

∂Ｗｉｊ

∂ｘｉ

∂Ｗｉｊ

∂ｙｉ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝ Ｍ －１

∂Ｗｉｊ

∂ｘｉ

∂Ｗｉｊ

∂ｙｉ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

． （２１）

利用新的核梯度（２１）进行计算，可提高 ＳＰＨ 方法的计算精度．关于核梯度修正 ＳＰＨ 离散的更多内容，可参

阅文献［２４］．
２．１．１　 温度方程的离散

若要实现非等温黏弹性流动问题的 ＳＰＨ 模拟，还需对温度方程进行 ＳＰＨ 离散．对于温度方程（３），其等

号右端部分涉及 Ｌａｐｌａｃｅ 算子的离散化．通常，可采用 ＳＰＨ 散度算子和梯度算子的离散对 Ｌａｐｌａｃｅ 算子进行

离散，但其所产生核函数的二阶导数对粒子的无序性十分敏感，容易引起数值计算的不稳定．借鉴 Ｓｈａｏ 和

Ｌｏ［２６］对 Ｌａｐｌａｃｅ 算子离散的思想，本文对温度方程采用如下的 ＳＰＨ 离散格式：

　 　 ｄＴ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ
＝ κ
ｃｐ
∑

ｊ

８ｍ ｊ

（ρ ｉ ＋ ρ ｊ） ２

ｒｉｊ·ÑｉＷｉｊ

ｒｉｊ ２ （Ｔｉ － Ｔ ｊ） ． （２２）

２．２　 边界处理

２．２．１　 固壁边界

由于边界或邻近边界处的粒子在积分时会被边界截断，这种单向影响会导致求解错误，因此有必要对固

壁边界进行特殊处理．
本文采用由固壁粒子和固壁外虚粒子组成的增强型处理技术［９］ ．首先，沿固壁边界以粒子初始间距 Δｘ

布置一层固壁粒子．在计算过程中，固壁粒子参与控制方程中速度、压力和弹性应力的计算，以有效地防止粒

子穿透边界．固壁粒子的密度和位置均保持不变，压力和弹性应力通过其支持域内流体粒子压力和弹性应力

的正则化插值得到：

　 　 Ｂ ｉ ＝
∑

ｊ
（ｍ ｊ ／ ρ ｊ）Ｂ ｊＷｉｊ

∑
ｊ
（ｍ ｊ ／ ρ ｊ）Ｗｉｊ

， （２３）
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其中， Ｂ 表示压力或弹性应力， ｉ 表示固壁粒子， ｊ 表示与固壁粒子 ｉ 相邻的流体粒子．
其次，为弥补边界处粒子在积分时被边界截断的问题，在固壁边界外以粒子初始间距 Δｘ 额外布置 ３ 层

固壁外虚粒子．与边界粒子类似，固壁外虚粒子的密度和位置也保持不变．为满足压力和弹性应力的 Ｎｅｕｍａｎｎ
边界条件，固壁外虚粒子的压力和弹性应力设置为与边界法向上相链接的固壁粒子值相同，如图 １ 所示．

图 １　 固壁边界处理示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｌｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ

２．２．２　 周期边界

对于黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动的模拟，采用周期边界条件进行无限长平板的处理．在粒子运动过程中，沿 ｘ 方

向施加周期边界条件，其实施步骤如下：在每一时间步，通过右侧边界离开流域的 ＳＰＨ 粒子将从左侧边界在

相同的 ｙ 位置重新插入流域；左侧边界周围的流体粒子被定义为右侧边界附近粒子的相邻粒子，反之亦然．
２．３　 时间积分

由于蛙跳积分法具有存储需求量低、计算效率高的优点，因此本文选用该方法进行时间积分．关于该积

分格式的详细内容，可参阅文献［８］．

３　 黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流模拟

鉴于目前尚未见到运用 ＳＰＨ 方法对基于 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 模型的非等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动问题进行数值模

拟的文献报道，因此本文选用该问题作为数值算例，并讨论非等温流动相较于等温流动的不同流动特征，分
析各物理参数对流动过程的影响．
３．１　 等温流动

首先考虑等温流动．图 ２ 给出了该问题的几何模型和初始状态．当 ｔ ＝ ０ 时，流体是静止的，且位于两块固

定、垂直间距为 Ｌ 的无限长平板之间；当 ｔ ＞ ０ 时，上平板突然以平行于 ｘ 轴正方向的恒定速度 ｕ０ 运动．

图 ２　 黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的几何区域

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ

模拟中，沿 ｘ 轴方向采用周期边界约束，故计算区域可取为 Ｌｘ × Ｌｙ ＝ ０．５ × １．上平板速度 ｕ０ ＝ １， 流体密

度 ρ ＝ １， 各物理参数取值为 Ｒｅ ＝ ０．１，Ｗｉ ＝ ０．１，β ＝ ０．１，其中特征长度 Ｌ ＝ １，特征速度 Ｖ ＝ １．粒子初始间距
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设置为 Δｘ ＝ ０．０２， 对应于 １ ２７４ 个流体粒子，６４ 个固壁粒子和 １９２ 个固壁外虚粒子．核函数采用五次样条函

数，光滑长度采用与 Ｅｌｌｅｒｏ 等［１３］模拟黏弹性 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ 流相同的取值，即 ｈ ＝ ０．９Δｘ ．声速 ｃ ＝ １０Ｖ， 时间步长

Δｔ ＝ １．０ × １０ －５ ．选用 ３ 个空间点 Ａ，Ｂ和Ｃ记录流体的瞬态流动行为，它们到下平板的高度分别为０．２５Ｌ，０．５Ｌ
和 ０．７５Ｌ ．对于该问题，本文用联想计算机（ Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ７⁃９７００ ＣＰＵ＠ ３．６０ ＧＨｚ）模拟 １０ 万个时间

步，所耗时间约为 ９８３ ｓ ．
图 ３ 给出了黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动在 ｔ ＝ １ 时刻的粒子分布和速度分布；而图 ４ 给出了 Ａ， Ｂ 和 Ｃ 三点处的

速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间的变化情况，并将本文 ＳＰＨ 数值解和解析解［２７］ 进行了比较．可以看出，由
于受弹性作用的影响，Ｃｏｕｅｔｔｅ 流发生了明显的速度过冲．Ａ，Ｂ 和 Ｃ 三点处的速度 ｕ 均经历了先增大、后减小，
逐渐达到稳态的过程；离上平板越近，稳态时的速度值越大．点Ｃ处的稳态速度值明显高于点Ａ和Ｂ处的稳态

速度值．对于剪切应力，离上平板越近，应力发生的时间越早，但稳态时的剪切应力值几乎相同．无论对于速

度 ｕ 还是剪切应力 τ ｘｙ， ＳＰＨ 数值解与解析解均吻合，从而验证了本文 ＳＰＨ 方法求解黏弹性流体的有效性和

准确性．

图 ３　 等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动在 ｔ ＝ １ 时刻的粒子分布和速度分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ ａｔ ｔ ＝ １

（ａ） 速度 ｕ （ｂ） 弹性剪切应力 τ ｘｙ

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ （ｂ） Ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ

图 ４　 等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动 Ａ， Ｂ， Ｃ 三点处的速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间的变化：ＳＰＨ 数值解与解析解的对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗｓ ａｔ ３ ｐｏｉｎｔｓ Ａ， Ｂ ａｎｄ Ｃ： ａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＳＰＨ

ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ
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图 ５ 给出了 Ｒｅ ＝ １和 １０时点 Ｂ处的速度 ｕ和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间的变化情况，其他参数保持不变．可
以看出，即便对于较大的 Ｒｅ， 本文 ＳＰＨ 方法也能够精确稳定地模拟．对于 Ｒｅ ＝ １ 和 １０，所得 ＳＰＨ 数值解和解

析解均吻合较好．另外， Ｒｅ 越大，速度过冲现象越不明显，但稳态值几乎相同．这是因为：Ｒｅ 越大，流动惯性力

越占优，导致弹性力所占比重下降，因此速度的过冲现象减弱．Ｒｅ 越大，剪切应力稳态值越小，这是因为：Ｒｅ
越大，流体黏度越小，导致应力计算的稳态值也越小．

（ａ） 速度 ｕ （ｂ） 弹性剪切应力 τ ｘｙ

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ （ｂ） Ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ

图 ５　 Ｒｅ ＝ １ 和 １０ 时，等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动的 ＳＰＨ 模拟：点 Ｂ 处的速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间的变化

Ｆｉｇ． ５　 ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ Ｒｅ ＝ １ ａｎｄ １０： ｔｈｅ ｔｉｍｅ

ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ

３．２　 非等温流动

接下来，我们将黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动扩展到非等温情况下进行模拟．取流体温度和下平板温度 Ｔｆ ＝ ３１３，
上平板温度 Ｔｗ ＝ ４４３， 温度依赖系数 φ ＝ ０．００１， Ｐéｃｌｅｔ 数 Ｐｅ ＝ １００．模拟过程中，其他参数均设置为与等温流

动相同．
图 ６ 给出了非等温情况下点 Ｂ 处的速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间的变化情况，并将非等温结果与等

温结果进行了比较．在流动早期阶段，非等温和等温情况的流动特征几乎相同；但在 ｔ ＞ １ 之后，温度的引入

对流体的流动特征产生了一定的影响．等温流动在 ｔ ＝ １ 时刻已达到了稳态，但非等温流动的速度和剪切应力

值均出现轻微下降，这表明非等温流动并未达到热平衡．该下降趋势一直持续下去，即便在 ｔ ＝ ２ 时刻，非等温

流动仍未达到稳态．为了分析温度依赖系数 φ 对流动过程的影响，本文特别增加了 φ ＝ ０．００５ 和 ０．０１０ 的数值

试验，其他参数均保持不变．从图 ６ 可以看出，φ 越大，流动后期速度和剪切应力的下降趋势越明显．这表明：
温度依赖系数对流动过程的影响随着 φ 的增加而愈加明显．但即便对于较大的 φ ＝ ０．０１０，流动在 ｔ ＝ ２ 仍未

达到稳态．
由于 φ 越大，流动后期速度和弹性剪切应力的下降趋势越明显，因此接下来本文选取较大的 φ ＝ ０．０１，

研究 Ｐｅ 对流动过程的影响．图 ７ 给出了 ３ 个不同 Ｐｅ（Ｐｅ ＝ １，２０，１００） 下点 Ｂ 处的速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ

随时间的变化情况．可以看出，Ｐｅ越小，流动达到稳态所需的时间越短．对于Ｐｅ ＝ １，速度 ｕ和弹性剪切应力 τ ｘｙ

在 ｔ ＝ １ 时刻已达到稳态，但 Ｐｅ ＝ ２０ 和 １００ 还没有．这是因为，Ｐéｃｌｅｔ 数表示对流速率与扩散速率之比， Ｐｅ 越
小，比热容越小，流体热扩散越快，流动会更快地达到热平衡．为了检验 Ｐｅ ＝ １时的流动在 ｔ ＝ １ 时刻是否已达

到热平衡，图 ８ 给出了 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动在 ６ 个不同时刻的温度关于 ｙ 的分布情况．流动初期，热量由上平板向下

传递，流体温度随之升高；在 ｔ ＝ １ 时刻，流体温度呈线性分布，这表明 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动在此时刻已经达到热平衡．
值得注意的是，对于 Ｐｅ ＝ ２０ 和 １００ 的算例，流动在达到热平衡后也可以达到稳态，只是所需的时间更长．
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为了验证本文 ＳＰＨ 方法求解非等温黏弹性流动问题的有效性，图 ９ 给出了 Ｐｅ ＝ １ 和 φ ＝ ０．０１ 时，利用

ＳＰＨ 方法和 ＦＶＭ 方法［２８］得到的 ３ 个不同时刻温度分布图的比较．不难看出，ＳＰＨ 解和 ＦＶＭ 解吻合较好．另
外，为了验证本文 ＳＰＨ 方法求解非等温黏弹性流动问题的数值收敛性，本文特别增加了粒子初始间距分别

为 Δｘ ＝ ０．０１，０．０１２ ５，０．０４ 的数值试验，其他参数均保持不变，得到的温度分布图如图 ９ 所示．可以看出，通过

３ 组不同粒子初始间距和原始粒子初始间距 （Δｘ ＝ ０．０２） 得到的温度分布结果无显著差异．上述结果表明，
本文 ＳＰＨ 方法对于非等温黏弹性流动问题的模拟是准确、收敛的．

（ａ） 速度 ｕ （ｂ） 弹性剪切应力 τ ｘｙ

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ （ｂ） Ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ

图 ６　 非等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的 ＳＰＨ 模拟： φ 对点 Ｂ 处速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间变化的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ： ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ φ ｏｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ

（ａ） 速度 ｕ （ｂ） 弹性剪切应力 τ ｘｙ

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ （ｂ） Ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ

图 ７　 非等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的 ＳＰＨ 模拟： Ｐｅ 对点 Ｂ 处速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间变化的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ： ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｐｅ ｏｎ

ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ

３．２．１　 β 的影响

β 表示溶剂黏度与流体总黏度之比．为了进一步研究 β 对流动过程的影响，图 １０ 给出了不同 β（β ＝ ０．０５，

１６６第 ６ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 许晓阳，等： 基于 ＳＰＨ 方法的瞬态非等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的数值模拟



０．１０，０．３０，０．５０） 取值下点Ｂ处的速度 ｕ和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间的变化情况．图 １０中的各物理参数取值如

下：Ｒｅ ＝ ０．１，Ｗｉ ＝ ０．１，Ｐｅ ＝ １，φ ＝ ０．０１， 因为此时流动可较快地达到热平衡．可以看出， β 并不影响速度的稳

态值，但显著影响速度的瞬态行为．β 越大，速度的过冲现象越不明显．这一结果表明： β 较小，即溶剂黏度比

总黏度小得多时，此时弹性占优，因此对黏弹性瞬态流动的影响较大；反之，当 β 增大时，弹性作用对流动的

影响减小．对于弹性剪切应力 τ ｘｙ， 其稳态值随着 β 的增大而减小，这是因为： β 越大，流体越接近于 Ｎｅｗｔｏｎ
流体，弹性力越弱．

图 ８　 非等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的 ＳＰＨ 模拟 （Ｐｅ ＝ １， φ ＝ ０．０１）： 图 ９　 利用 ＳＰＨ 得到的温度分布图的收敛性分析

６ 个不同时刻的温度关于 ｙ 的分布 及其与 ＦＶＭ 解的比较

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ （Ｐｅ ＝ １， φ ＝ ０．０１）： ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＳＰＨ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｖｓ． ｙ ａｔ ６ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｔｈｅ ＦＶＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ） 速度 ｕ （ｂ） 弹性剪切应力 τ ｘｙ

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ （ｂ） Ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ

图 １０　 非等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的 ＳＰＨ 模拟： β 对点 Ｂ 处速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间变化的影响

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ： ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ β ｏｎ ｔｈｅ

ｔｉｍｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ

３．２．２　 Ｗｉ 的影响

Ｗｉ 是黏弹性流动的另一个重要参数．它比较了弹性力与黏性力，通常由流体的应力松弛时间与具体的
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加工时间的关系给出．为了研究 Ｗｉ 对流动产生的影响，图 １１ 给出了 Ｒｅ ＝ ０．１，β ＝ ０．１，Ｐｅ ＝ １和 φ ＝ ０．０１时，
不同 Ｗｉ 取值下（Ｗｉ ＝ ０．０５，０．１０，０．２０，０．５０） 点 Ｂ 处的速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间的变化情况．可以看

出，Ｗｉ 对速度瞬态行为的影响较大，但并不影响稳态值的大小．Ｗｉ 越大，速度过冲现象越明显，达到最值所需

时间也越长．对于Ｗｉ ＝ ０．０５，０．１０，０．２０，０．５０，速度过冲达到的最值分别为 ｕｍａｘ ≈０．５２０，０．５７５， ０．６１５，０．６４０，而
达到最值所需的时间分别为 ｔ ≈ ０．０６，０．１０，０．１２，０．２０．对于较大的 Ｗｉ ＝ ０．５， 还观察到 ２ 次明显的速度过冲．

对于弹性剪切应力，我们观察到随着 Ｗｉ 的增大，流动前期的剪切应力值逐渐变小．特别是对于 Ｗｉ ＝ ０．０５
的试验，其剪切应力很快达到稳态；但当 Ｗｉ ＝ ０．５ 时，其剪切应力比 Ｗｉ ＝ ０．０５ 的小，且在持续增长．Ｗｉ 越大，
剪切应力达到稳态值所需的时间越长，但它并不改变其稳态值的大小．对于 Ｗｉ ＝ ０．０５，０．１０，０．２０，０．５０， 剪切

应力达到稳态值所需的时间分别为 ０．６９，０．７８，０．９１，１．５１．这是因为， Ｗｉ 越大，流体的应力松弛时间越长．在这

种情况下，流动需要更长的时间来达到稳态．

（ａ） 速度 ｕ （ｂ） 弹性剪切应力 τ ｘｙ

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ （ｂ） Ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ

图 １１　 非等温黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流的 ＳＰＨ 模拟： Ｗｉ 对点 Ｂ 处速度 ｕ 和弹性剪切应力 τ ｘｙ 随时间变化的影响

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｃｏｕｅｔｔｅ ｆｌｏｗ： ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｗｉ

ｏｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ ｘｙ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ

４　 结　 　 论

本文运用 ＳＰＨ 方法对瞬态非等温黏弹性流动问题进行了数值模拟研究．首先，模拟了等温情况下基于

Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 模型的黏弹性 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动；随后，将其扩展到非等温情况下进行模拟．讨论了非等温流动相较于

等温流动的不同流动特征，分析了温度依赖系数、Ｐéｃｌｅｔ 数等对流动过程的影响．本文所得结论如下：
１） 通过与有限体积方法解的比较和对数值收敛性的评价，表明了本文 ＳＰＨ 方法可准确有效地模拟非

等温黏弹性流动问题．
２） 温度的引入对黏弹性流动过程有影响．温度依赖系数 φ 越大，流动后期速度和剪切应力下降得越快．

Ｐｅ 越小，流动达到热平衡所需的时间越短．
３） β 不影响速度的稳态值，但显著地影响其瞬态行为．β 越大，速度过冲现象越不明显．剪切应力的稳态

值随着 β 的增大而减小．
４） Ｗｉ 不影响速度和剪切应力的稳态值，但影响其瞬态行为．Ｗｉ 越大，速度过冲现象越明显，速度和剪切

应力达到稳态值所需的时间越长．
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［６］　 ＧＩＮＧＯＬＤ Ｒ Ａ， ＭＯＮＡＧＨＡＮ Ｊ Ｊ． Ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ： ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｎｏｎ⁃ｓｐｈｅｒｉｃａｌ
ｓｔａｒｓ［Ｊ］ ． Ｍｏｎｔｈｌｙ Ｎｏｔｉｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｏｙａｌ Ａｓｔｒｏｎｏｍｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， １９７７， １８１（３）： ３７５⁃３８９．

［７］　 ＬＵＣＹ Ｌ Ｂ． Ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｓｓｉｏｎ ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ａｓｔｒｏｎｏｍｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ， １９７７，
８２： １０１３⁃１０２４．

［８］　 ＬＩＵ Ｇ Ｒ， ＬＩＵ Ｍ Ｂ． Ｓｍｏｏｔｈｅｄ Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ： ａ Ｍｅｓｈｆｒｅｅ Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］ ． Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ： Ｗｏｒｌｄ
Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ， ２００３．

［９］　 ＸＵ Ｘ， ＪＩＡＮＧ Ｙ Ｌ， ＹＵ Ｐ． ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ３Ｄ ｄａｍ⁃ｂｒｅａｋ ｆｌｏｗ ａｇａｉｎｓｔ ｖａｒｉｏｕｓ ｆｏｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｂｓｔａｃｌｅ： ｔｏ⁃
ｗａｒｄ ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｅｓｉｇｎ［Ｊ］ ． Ｏｃｅａｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ２２９： １０８９７８．

［１０］　 ＰＥＮＧ Ｙ Ｘ， ＺＨＡＮＧ Ａ Ｍ， ＭＩＮＧ Ｆ Ｒ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄａｍａｇｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｎｅａｒ⁃ｆｉｅｌｄ
ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｅｘｐｌｏｓｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＳＰＨ ａｎｄ ＲＫＰＭ［Ｊ］ ． Ｏｃｅａｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ２２２： １０８５７６．

［１１］　 黄志涛， 杨瑜， 邵家儒， 等． 罐车防晃结构 ＳＰＨ 模拟研究［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２０， ４１（７）：７６０⁃７７０．（ＨＵＡＮＧ
Ｚｈｉｔａｏ， ＹＡＮＧ Ｙｕ， ＳＨＡＯ Ｊｉａｒｕ， ｅｔ ａｌ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｌｏｓｈｉｎｇ ｍｉｔｉｇａｔｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｉｎ ｔａｎｋ ｔｒｕｃｋｓ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＳＰＨ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， ４１（７）： ７６０⁃７７０． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 ＭＥＮＧ Ｚ Ｆ， ＺＨＡＮＧ Ａ Ｍ， ＹＡＮ Ｊ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｈｙｄｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｕｉｄ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｓｏｌｖｅｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ⁃ＳＰＨ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２２， ３９０： １１４５２２．

［１３］　 ＥＬＬＥＲＯ Ｍ， ＴＡＮＮＥＲ Ｒ Ｉ． ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｏｗｓ ａｔ ｌｏｗ Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｎｕｍｂｅｒ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００５， １３２（１ ／ ３）： ６１⁃７２．

［１４］　 ＦＡＮＧ Ｊ， ＯＷＥＮＳ Ｒ Ｇ， ＴＡＣＨＥＲ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ＳＰＨ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｖｉｓｃｏ⁃
ｅｌａｓｔｉｃ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００６，１３９（１ ／ ２）： ６８⁃８４．

［１５］　 ＭＵＲＡＳＨＩＭＡ Ｔ， ＴＡＮＩＧＵＣＨＩ Ｔ． Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｓｔｏｒｙ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｆｌｏｗ ｉｎ ｅｎｔａｎｇｌｅｄ ｐｏｌｙｍｅｒ ｍｅｌｔｓ
［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１１， ９６（１）： １８００２．

［１６］　 杨波， 欧阳洁． 基于 ＳＰＨ 方法的瞬态粘弹性流体的数值模拟［Ｊ］ ． 计算物理， ２０１０， ２７（５）： ６７９．（ ＹＡＮＧ Ｂｏ，
ＯＵＹＡＮＧ Ｊｉｅ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｏｗｓ ｕｓｉｎｇ ＳＰＨ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１０， ２７（５）： ６７９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 ＸＵ Ｘ， ＤＥＮＧ Ｘ Ｌ． Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｗｅａｋｌｙ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ＳＰＨ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｌｏｗｓ ｏｆ ｖｉｓｃｏｕｓ
ａｎｄ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｕｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１６， ２０１： ４３⁃６２．

［１８］　 ＫＩＮＧ Ｊ Ｒ Ｃ， ＬＩＮＤ Ｓ Ｊ． Ｈｉｇｈ Ｗｅｉｓｓｅｎｂｅｒｇ ｎｕｍｂｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｈｙｄｒｏｄｙ⁃
ｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｇ⁃ｃｏｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ２９３：
１０４５５６．

［１９］ 　 ＤＵＱＵＥ⁃ＤＡＺＡ Ｃ， ＡＬＥＸＩＡＤＩＳ Ａ． Ａ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｕｉｄｓ ｉｎ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｍｕｌ⁃
ｔｉｐｈｙｓｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｅｍ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ５（３）： ６１．

４６６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



［２０］　 ＶＡＨＡＢＩ Ｍ， ＨＡＤＡＶＡＮＤＭＩＲＺＡＥＩ Ｈ， ＫＡＭＫＡＲＩ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐａｉｒ ｏｆ ｉｎ⁃ｌｉｎｅ ｂｕｂｂｌｅｓ ａｓｃｅｎｄｉｎｇ ｉｎ
ａｎ Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ ｌｉｑｕｉｄ： ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｂ： Ｆｌｕｉｄｓ， ２０２１， ８５： ４１３⁃４２９．

［２１］　 ＳＰＡＮＪＡＡＲＤＳ Ｍ Ｍ Ａ， ＨＵＬＳＥＮ Ｍ Ａ， ＡＮＤＥＲＳＯＮ Ｐ Ｄ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｔｒｕｄａｔｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ
ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ， ｎｏｎ⁃ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｔｒｕｓｉｏｎ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎ⁃
ｉｃｓ， ２０２０， ２８２： １０４３１０．

［２２］　 白羽， 方慧灵， 张艳． Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 流体绕拉伸楔形体的非稳态滑移流动与传热分析［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２２，
４３（３）： ２７２⁃２８０．（ＢＡＩ Ｙｕ， ＦＡＮＧ Ｈｕｉｌｉｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｙａｎ． Ｕｎｓｔｅａｄｙ ｓｌｉｐ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｏｌｄ⁃
ｒｏｙｄ⁃Ｂ ｆｌｕｉｄ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｗｅｄｇｅ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３（３）： ２７２⁃２８０． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２３］　 ＬＹＵ Ｈ Ｇ， ＳＵＮ Ｐ Ｎ． Ｆｕｒｔｈｅｒ ｅｎｈａｎｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｈｉｆｔｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ： ｔｏｗａｒｄｓ ｂｅｔｔｅｒ ｖｏｌｕｍｅ ｃｏｎｓｅｒｖａ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ＳＰＨ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｖｉｏｌｅｎｔ ｆｒｅｅ⁃ｓｕｒｆａｃｅ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄ⁃
ｅｌｌｉｎｇ， ２０２２， １０１： ２１４⁃２３８．

［２４］　 ＸＵ Ｘ， ＹＵ Ｐ． Ａ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ＳＰＨ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｏｗｓ ｕｓｉｎｇ ｂｅａｄ⁃ｓｐｒｉｎｇ ｃｈａｉｎ
ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ２２９： ２７⁃４２．

［２５］　 ＢＯＮＥＴ Ｊ， ＬＯＫ Ｔ Ｓ Ｌ． Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ ａｓｐｅｃｔｓ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｆｏｒ⁃
ｍｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９９９， １８０（１ ／ ２）： ９７⁃１１５．

［２６］　 ＳＨＡＯ Ｓ， ＬＯ Ｅ Ｙ Ｍ． Ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ＳＰＨ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ａｎｄ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ ａ
ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ， ２００３， ２６（７）： ７８７⁃８００．

［２７］　 ＴＯＭÉ Ｍ Ｆ， ＭＡＮＧＩＡＶＡＣＣＨＩ Ｎ， ＣＵＭＩＮＡＴＯ Ｊ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｕｎｓｔｅａｄｙ
ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００２， １０６（２ ／ ３）： ６１⁃１０６．
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