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摘要：　 基于广义（３＋１）维 ＫｄＶ 方程的双线性形式，得到了方程的 ｌｕｍｐ 解、相互作用解及呼吸子解．证明了 ｌｕｍｐ 解

在空间各个方向上都是有理局域的，并在 ｌｕｍｐ 波与线孤子的相互作用过程中观察到了“聚变”和“裂变”现象，最后

得到了方程的呼吸子解．
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０　 引　 　 言

非线性演化方程在非线性科学中有着重要的应用，它为描述流体力学、光纤、等离子体物理等科学领域

中的一些非线性现象提供了有效的模型［１⁃２］，例如 Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ（ＫｄＶ）方程可用于模拟分层流体中的内

波和等离子体中的离子声波［３］，Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ⁃Ｐｅｔｖｉａｓｈｖｉｌｉ（ＫＰ）方程可用于模拟长横向扰动下流体中的弱色散

波［４］ ．在孤子理论中，寻找非线性演化方程的精确解一直以来都是众多学者关注的研究热点，如孤立波解、
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ｌｕｍｐ 解以及怪波解等［５⁃７］ ．目前，人们已经发现了许多有效求解非线性演化方程精确解的方法，如反散射变

换［１］、 Ｂäｃｋｌａｎｄ 变换［８］、Ｄａｒｂｏｕｘ 变换［９］和双线性方法［１０］等．
双线性方法是求解非线性演化方程精确解的一种重要方法，该方法的优点在于一旦将给定的非线性演

化方程通过变量变换转化为双线性方程，则可通过直接求解双线性方程得到给定的非线性演化方程的精确

解．随着双线性方法的广泛应用，众多学者在此基础上提出了各种直接求解方法．２０１５ 年，Ｍａ（马文秀）提出

了一种直接构造双线性可积方程 ｌｕｍｐ 解的方法，得到了（２＋１）维 ＫＰＩ 方程的 ｌｕｍｐ 解［１１］ ． Ｚｈａｎｇ 和 Ｃｈｅｎ
等［１２⁃１３］进一步发展完善了该方法，并利用该方法在 ＫＰ 方程中首次发现了由共振孤子所激发产生的怪波，发
现了线孤子和 ｌｕｍｐ 波相互作用产生的“聚变”和“裂变”现象．此后， 国内外学者在这一领域开展了广泛的工

作，发现了越来越多的 ｌｕｍｐ⁃扭结解、ｌｕｍｐ⁃线孤子解等［１４⁃３０］ ．
高维非线性演化方程由于可以为探究物理现象提供更多的信息而受到广泛关注［３１⁃３３］ ．本文主要研究如

下的广义（３＋１）维 ＫｄＶ 方程［３４］：
　 　 ｖｔ ＋ ｖｘｘｘ ＋ α（ｖ∂－１

ｙ ｖｘ） ｘ ＋ β（∂－１
ｙ ｖｘｘ） ＋ γ（∂－１

ｙ ｖｙｙ） ＋ δ（∂－１
ｙ ｖｙｚ） ＝ ０， （１）

ｖ 是关于空间变量 ｘ，ｙ，ｚ 和时间变量 ｔ 的函数，α，β，γ 和 δ 均为非零参数，∂－１
ｙ ｖ ＝ ∫ｖｄｙ ．方程（１）及其约化方程

已被应用于模拟数学物理、非线性光学、流体力学和等离子体物理中的物理现象［３４⁃３６］ ．
当 δ ＝ ０ 时，方程（１）可退化为如下（２＋１）维 ＫｄＶ 方程：
　 　 ｖｔ ＋ ｖｘｘｘ ＋ α（ｖ∂－１

ｙ ｖｘ） ｘ ＋ β（∂－１
ｙ ｖｘｘ） ＋ γ（∂－１

ｙ ｖｙｙ） ＝ ０． （２）
文献［３４］证明了方程（２）是 Ｐａｉｎｌｅｖé 可积的，并利用双线性方法得到了其多实孤子解和多复孤子解．文献

［３７］利用相容 ｔａｎｈ 展开法得到其共振解、孤子与椭圆余弦波的相互作用解，文献［３８］基于双线性方法得到

了其 ｌｕｍｐ 解、相互作用解和怪波解．
当 α ＝ ３，β ＝ ０ 和 γ ＝ ０ 时，方程（２）进一步转化为

　 　 ｖｔ ＋ ｖｘｘｘ ＋ ３（ｖ∂－１
ｙ ｖｘ） ｘ ＝ ０． （３）

方程（３）由 Ｂｏｉｔｉ 等［３５］首次给出，可用于描述不可压缩流体的动力学行为并已被证明具有 Ｌａｘ 对、无穷多守

恒律．文献［３９］利用双线性方法、ｔａｎｈ⁃ｃｏｔｈ 方法以及幂函数法得到了该方程的包括多孤子解在内的行波解．
当 ｙ ＝ ｘ 时，方程（３）即为经典的（１＋１）维 ＫｄＶ 方程［４０］：
　 　 ｖｔ ＋ ６ｖｖｘ ＋ ｖｘｘｘ ＝ ０． （４）
文献［３４］利用 Ｐａｉｎｌｅｖé 分析和双线性方法研究了方程（１）可积性检验和多孤子解；文献［４１］利用双线

性方法和 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃ｔｈｅｔａ 函数研究了方程（１）的双线性形式、 Ｎ⁃ 孤子解、呼吸子解、混合解和拟周期波解．本
文利用方程（１）的双线性形式，通过拟设的方法直接构造其 ｌｕｍｐ 解、相互作用解和呼吸子解．本文的主要结

构如下：第 １ 节中，通过对双线性方程中的 ｆ 函数取 ３ 种不同的形式，分别得到了方程（１）的 ｌｕｍｐ 解、相互作

用解和呼吸子解，证明了 ｌｕｍｐ 解的局域性，发现了 ｌｕｍｐ 波与线孤子的相互作用过程中的“聚变”和“裂变”
现象，并利用图形展示了解的动力学特征．第 ２ 节中，我们将给出一些结论．

１　 Ｌｕｍｐ 解、相互作用解和呼吸子解

为得到方程的双线性形式，首先引入势变换：
　 　 ｖ ＝ ｕｙ， （５）

方程（１）变为

　 　 ｕｔｙ ＋ ｕｘｘｘｙ ＋ αｕｘｘｕｙ ＋ αｕｘｕｘｙ ＋ βｕｘｘ ＋ γｕｙｙ ＋ δｕｚｙ ＝ ０． （６）
再利用对数变换

　 　 ｕ ＝ ６
α
（ｌｎ ｆ） ｘ， （７）
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可得方程（１）的双线性形式：
　 　 （ＤｙＤｔ ＋ Ｄ３

ｘＤｙ ＋ βＤ２
ｘ ＋ γＤ２

ｙ ＋ δＤｚＤｙ） ｆ·ｆ ＝ ０， （８）
其中 ｆ 是关于空间变量 ｘ，ｙ，ｚ 和时间变量 ｔ 的函数，Ｄ 是 Ｈｉｒｏｔａ 双线性算子，其定义为［１０］

　 　 Ｄｎ
ｘＤｍ

ｔ Ｆ·Ｇ ＝ （∂ｘ － ∂ｘ′） ｎ（∂ｔ － ∂ｔ′）ｍＦ（ｘ，ｔ） × Ｇ（ｘ′，ｔ′） ｜ ｘ′ ＝ ｘ，ｔ′ ＝ ｔ，
其中 ｎ 和 ｍ 均为非负整数．

为得到方程（１）的 ｌｕｍｐ 解、相互作用解和呼吸子解，关键是构造双线性方程（８）的解．由此，我们做如下

假设：
　 　 ｆ ＝ ｇ２ ＋ ｈ２ ＋ ｋｅη ＋ ｌｅ －η ＋ ａ１１， （９）

其中 ｇ，ｈ 和 η 分别具有如下形式：

　 　

ｇ ＝ ａ１ｘ ＋ ａ２ｙ ＋ ａ３ｚ ＋ ａ４ ｔ ＋ ａ５，

ｈ ＝ ａ６ｘ ＋ ａ７ｙ ＋ ａ８ｚ ＋ ａ９ ｔ ＋ ａ１０，

η ＝ ｋ１ｘ ＋ ｋ２ｙ ＋ ｋ３ｚ ＋ ｋ４ ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

其中 ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，１１），ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４），ｋ 和 ｌ 均为待定参数．
１．１　 Ｌｕｍｐ解

基于文献 ［１１］，在函数（９）中取 ｋ ＝ ０，ｌ ＝ ０ 并将其代入双线性方程（８）中，利用符号计算软件 ＭＡＰＬＥ，
收集变量 ｘ，ｙ，ｚ，ｔ 的不同幂次系数，求解相应的代数方程组，可得参数 ａ１ ～ ａ１１ 之间具有如下关系：

　 　 ａ４ ＝ －
Ａ１

ａ２
２ ＋ ａ２

７

， ａ８ ＝ －
Ａ２

δ（ａ２
２ ＋ ａ２

７）
， ａ１１ ＝ －

Ａ３

β（ａ１ａ７ － ａ２ａ６） ２， （１１）

其中

　 　 （ａ１ａ７ － ａ２ａ６）β ≠ ０， （ａ２
２ ＋ ａ２

７）δ ≠ ０， （１２）
且

　 　 Ａ１ ＝ β（ａ２ａ２
６ － ２ａ１ａ６ａ７ － ａ２

１ａ２） － ａ２γ（ａ２
２ ＋ ａ２

７） ＋ ａ３δ（ａ２
２ － ａ２

７），
　 　 Ａ２ ＝ β（ａ２

１ａ７ － ２ａ１ａ２ａ６ － ａ２
６ａ７） － ａ７γ（ａ２

２ ＋ ａ２
７） ＋ ａ９（ａ２

２ ＋ ａ２
７），

　 　 Ａ３ ＝ ３α（ａ２
２ ＋ ａ２

７）（ａ２
１ ＋ ａ６

７）（ａ１ａ２ ＋ ａ６ａ７） ．
由此，方程（１）的解可写为

　 　 ｖ ＝ ６
α
（ｌｎ ｆ） ｘｙ ＝

１２ａ６［（ｇ２ － ｈ２ ＋ ａ１１）ａ７ － ２ｇｈａ２］ － １２ａ１［２ｇｈａ７ － ａ２（ｈ２ ＋ ａ１１）］
αｆ ２ ， （１３）

其中

　 　

ｆ ＝ ｇ２ ＋ ｈ２ －
Ａ３

β（ａ１ａ７ － ａ２ａ６） ２，

ｇ ＝ ａ１ｘ ＋ ａ２ｙ ＋ ａ３ｚ －
Ａ１

ａ２
２ ＋ ａ２

７

ｔ ＋ ａ５，

ｈ ＝ ａ６ｘ ＋ ａ７ｙ －
Ａ２

δ（ａ２
２ ＋ ａ２

７）
ｚ ＋ ａ９ ｔ ＋ ａ１０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１４）

且需满足如下约束条件：
　 　 Ａ３β ＜ ０， （１５）

以确保函数 ｆ 的正则性及解（１３）的解析性．从式（１４）中显然可知

　 　 ｌｉｍ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２→∞

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ∞，　 　 ∀ｔ ∈ ＲＲ ， （１６）

由此可得解（１３）满足

　 　 ｌｉｍ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２→∞

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ０，　 　 ∀ｔ ∈ ＲＲ ． （１７）
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基于以上分析，解（１３）在条件（１２）、（１５）、（１６）和（１７）下在空间各个方向都是有理局域的，因此被定义为

ｌｕｍｐ 解［１１］ ．
为直观地了解解（１３）的性质，不失一般性，进一步考虑解（１３）在 ｙ ＝ ０和 ｔ ＝ ０情形下的动力学特征．取参

数 α ＝ γ ＝ δ ＝ ａ５ ＝ ａ６ ＝ １，β ＝ － １，ａ１ ＝ ａ２ ＝ ａ７ ＝ ａ９ ＝ ２，ａ３ ＝ ５，ａ１０ ＝ １８， 则解（１３）简化为

　 　 ｖ ＝ － ３８４（４８ｘ２ ＋ ４０ｘｚ － ３２５ｚ２ ＋ ６０８ｘ ＋ ２ １２０ｚ － ２ ４１６）
５（１６ｘ２ ＋ ４０ｘｚ ＋ １２５ｚ２ ＋ １２８ｘ － ４００ｚ ＋ １ ６１６） ２ ． （１８）

图 １（ａ）表明解（１８）有 ３ 个极值点（一个波峰，两个波谷且呈对称形式），利用符号计算软件 ＭＡＰＬＥ，我
们发现波峰和波谷分别位于

　 　 （ｘ，ｚ） ＝ － １５
２
，１４
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１９）

和

　 　 （ｘ，ｚ） ＝ ± （２１ ＋ ６ １０ ） １５ １０ － ４０
１０

－ １５
２
， ２

５ ７ ∓ ３ １５ １０ － ４０
５

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， （２０）

波峰高度为 ｖｍａｘ ＝ ２ ／ ５，波谷高度为 ｖｍｉｎ ＝｜ － １ ／ （３（３ ＋ １０ ）） ｜ ＝ １ ／ （３（３ ＋ １０ ）） ．显然，图 ２ 与图 １ 中的

ｌｕｍｐ 波具有类似的动力学特性．

图 １　 Ｌｕｍｐ 解（１８）的三维图和密度图 （ｙ ＝ ０， ｔ ＝ ０）

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｗｉｔｈ ｌｕｍｐ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （１８） （ｙ ＝ ０， ｔ ＝ ０）

图 ２　 取参数 α ＝ γ ＝ δ ＝ ａ５ ＝ ａ６ ＝ １，β ＝ － １，ａ１ ＝ ａ２ ＝ ａ７ ＝ ａ９ ＝ ２，ａ３ ＝ ５，ａ１０ ＝ １８ 时，

ｌｕｍｐ 解（１３）的三维图和密度图 （ｘ ＝ ０， ｔ ＝ ０）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｗｉｔｈ ｌｕｍｐ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （１３） ｕｎｄｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ａｓ

α ＝ γ ＝ δ ＝ ａ５ ＝ ａ６ ＝ １， β ＝ － １， ａ１ ＝ ａ２ ＝ ａ７ ＝ ａ９ ＝ ２， ａ３ ＝ ５， ａ１０ ＝ １８

（ｘ ＝ ０， ｔ ＝ ０）
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１．２　 Ｌｕｍｐ波与线孤子的相互作用解

本小节主要构造方程（１）的相互作用解．基于文献［１２⁃１３］，在式（９）中取 ｌ ＝ ０， 可得

　 　 ｆ ＝ ｇ２ ＋ ｈ２ ＋ ｋｅη ＋ ａ１１， （２１）
其中 ｇ， ｈ， η 与式（１０）相同．将拟设解（２１）代入双线性方程（８） 中，收集变量 ｘ，ｙ，ｚ，ｔ和 ｅη 的不同幂次系数，
求解相应的代数方程组，得到参数关系如下：

　 　

ａ２ ＝ ０， α ＝ －
２βａ２

７ ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２

３（ａ１１ｋ２
２ － ２ａ２

７） ２ｋ２
２ａ１

， ａ４ ＝ －
４ａ３ａ２

７δ（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２） ３ ／ ２ ＋ ａ２
１ａ１１βｋ２

２

４（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２） ３ ／ ２ａ２
７

，

ａ６ ＝
ａ１ａ１１ｋ２

２

８ａ７（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２） ３ ／ ２， ａ９ ＝ －
ａ１ａ１１ｋ４

２β
４ａ３

７（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２）
＋
ａ２

１β
ａ７

－ ａ７γ － ａ８δ，

ｋ１ ＝ －
２ ａ２

７ － ａ１１ｋ２
２ （ａ１１ｋ２

２ － ２ａ２
７）ｋ２

２ａ１

ａ７
， ｋ４ ＝

ａ２
１ｋ２β（ａ２

１１ｋ４
２ － ４ａ４

７）
１２ａ４

７（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２）
－ ｋ２γ － ｋ３δ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（２２）

且需满足如下条件：
　 　 ａ１１ ＞ ０， ａ２

７ － ａ１１ｋ２
２ ＞ ０， ａ１ａ７ｋ２（ａ１１ｋ２

２ － ２ａ２
７） ≠ ０． （２３）

由此，得到方程（１）的解为

　 　 ｖ ＝
６（２ａ１ａ２ ＋ ２ａ６ａ７ ＋ ｋｋ１ｋ２ｅη）

αｆ
－

６（２ｇａ１ ＋ ２ｈａ６ ＋ ｋｋ１ｅη）（２ｇａ２ ＋ ２ｈａ７） ＋ ｋｋ２ｅη

αｆ ２ ， （２４）

其中

　 　

ｇ ＝ ａ１ｘ ＋ ａ３ｚ －
４ａ３ａ２

７δ（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２） ３ ／ ２ ＋ ａ２
１ａ１１βｋ２

２

４（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２） ３ ／ ２ａ２
７

ｔ ＋ ａ５，

ｈ ＝
ａ１ａ１１ｋ２

２

８ａ７（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２） ３ ／ ２ ｘ ＋ ａ７ｙ ＋ ａ８ｚ －
ａ１ａ１１ｋ４

２β
４ａ３

７（ａ２
７ － ａ１１ｋ２

２）
－
ａ２

１β
ａ７

＋ ａ７γ ＋ ａ８δ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｔ ＋ ａ１０，

η ＝ －
２ ａ２

７ － ａ１１ｋ２
２ （ａ１１ｋ２

２ － ２ａ２
７）ｋ２

２ａ１

ａ７
ｘ ＋ ｋ２ｙ ＋ ＋ ｋ３ｚ ＋

　 　
ａ２

１ｋ２β（ａ２
１１ｋ４

２ － ４ａ４
７）

１２ａ４
７（ａ２

７ － ａ１１ｋ２
２）

－ ｋ２γ － ｋ３δ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２５）

图 ３ 展示了解（２４）中 ｌｕｍｐ 波与线孤子相互作用过程中产生的“聚变”现象［４２⁃４３］ ． 参数取值为 β ＝ － ２， γ
＝ － １，δ ＝ ａ１ ＝ ａ５ ＝ ａ８ ＝ ａ１０ ＝ ｋ３ ＝ １，ａ３ ＝ ５，ａ７ ＝ ａ１１ ＝ ０．５， ｋ ＝ ２， ｋ２ ＝ １ ／ ３，ｚ ＝ ０．“聚变”现象的产生主要由

解（２４）中的多项式函数和指数函数引起．当 ｋ２ ＞ ０，ｔ→∞ 时，解（２４）受指数函数影响较大，反之 ｔ→－∞ 时，
解（２４）受多项式函数影响较大．

（ａ） ｔ ＝ － ５ （ｂ） ｔ ＝ － ２ （ｃ） ｔ ＝ ０
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（ｄ） ｔ ＝ ２ （ｅ） ｔ ＝ ６

图 ３　 Ｌｕｍｐ 波与线孤子产生的“聚变”现象

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｕｓｉｏｎ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｌｕｍｐ ｗａｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｎｅ⁃ｓｔｒｉｐｅ ｓｏｌｉｔｏｎ

如图 ３（ａ）所示，当 ｔ ＝ － ５ 时，解（２４）包含一个 ｌｕｍｐ 波和一个线孤子．随着时间变化，ｌｕｍｐ 波和线孤子逐渐

靠近并渐趋融合．当 ｔ ＝ ６ 时，ｌｕｍｐ 波完全融入线孤子中并最终消失，见图 ３（ｅ）．
当 ｋ２ ＜ ０，图 ４ 展示了 ｌｕｍｐ 波与线孤子相互作用中产生的“裂变”现象［４２⁃４３］ ． 参数取值为 β ＝ － ２，γ ＝ － １，

δ ＝ ａ１ ＝ ａ５ ＝ ａ８ ＝ ａ１０ ＝ ｋ３ ＝ １，ａ３ ＝ ５，ａ７ ＝ ａ１１ ＝ ０．５，ｋ ＝ ２， ｋ２ ＝ － １ ／ ３，ｚ ＝ ０．从图 ４ 中观察可见，当 ｔ ＝ － ４ 时，
解（２４）只包含一个线孤子，随着时间变化，一个 ｌｕｍｐ 波逐渐从线孤子中分离；当 ｔ ＝ ４时，ｌｕｍｐ 波与线孤子完

全分离，即产生所谓“裂变”，见图 ４（ｅ）．

（ａ） ｔ ＝ － ４ （ｂ） ｔ ＝ － １ （ｃ） ｔ ＝ ０

（ｄ） ｔ ＝ ０．５ （ｅ） ｔ ＝ ４
图 ４　 线孤子产生的“裂变”现象

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｉｓｓｉｏｎ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｏｎｅ⁃ｓｔｒｉｐｅ ｓｏｌｉｔｏｎ

１．３　 呼吸子解

为构造方程（１）的呼吸子解，假设［４４⁃４７］

　 　 ｆ ＝ ｋ１ｅξ１ ＋ ｋ２ｃｏｓ（ξ２） ＋ ｋ３ｅ
－ξ１， （２６）
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其中

　 　 ξ１ ＝ ｃ１ｘ ＋ ｃ２ｙ ＋ ｃ３ｚ ＋ ｃ４ ｔ， ξ２ ＝ ｃ５ｘ ＋ ｃ６ｙ ＋ ｃ７ｚ ＋ ｃ８ ｔ， （２７）
ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，…，８），ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 均为参数．类似于前面的计算，将表达式（２６）和（２７）代入双线性方程（８）中，
求解 ｅ ±ξ１，ｃｏｓ（ξ１） 和 ｓｉｎ（ξ１） 的不同幂次系数组成的代数方程组，可得

　 　 ｃ１ ＝ － β
３ｃ２α

， ｃ４ ＝ － γｃ２ － δｃ３ ＋ β３

２７α２ｃ３２
， ｃ６ ＝ β

３ｃ５α
， ｃ８ ＝ ｃ３５α － ｃ７δ － βγ

３ｃ５α
， （２８）

且需满足如下约束：
　 　 αｃ２ｃ５ ≠ ０． （２９）
由此，可得方程（１）的如下解：

　 　 ｖ ＝
６（ｋ１ｃ１ｃ２ｅξ１ － ｋ２ｃ５ｃ６ｃｏｓ ξ２ ＋ ｋ３ｃ１ｃ２ｅ

－ξ１）
αｆ

－

　 　 　 　
６（ｋ１ｃ１ｅξ１ － ｋ２ｃ５ｓｉｎ ξ２ － ｋ３ｃ１ｅ

－ξ１）（ｋ１ｃ２ｅξ１ － ｋ２ｃ６ｓｉｎ ξ２ － ｋ３ｃ２ｅ
－ξ１）

αｆ ２ ， （３０）

其中

　 　 ξ１ ＝ － β
３ｃ２α

ｘ ＋ ｃ２ｙ ＋ ｃ３ｚ － γｃ２ ＋ δｃ３ － β３

２７α２ｃ３２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ，

　 　 ξ２ ＝ ｃ５ｘ ＋ β
３ｃ５α

ｙ ＋ ｃ７ｚ ＋ ｃ３５α － ｃ７δ － βγ
３ｃ５α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ ．

为便于理解呼吸子解（３０）的特征，依次取 ｚ ＝ ０，ｙ ＝ ０，ｘ ＝ ０，图 ５—７ 分别展示了呼吸子解在时间 ｔ ＝ ０ 时

的动力学特性．

图 ５　 解（３０）的三维图 （ｘ⁃ｙ⁃ｖ），ｘ 曲线图和密度图，参数取值为 α ＝ γ ＝ ｃ５ ＝ ｃ７ ＝ １， β ＝ － ２， ｃ３ ＝ ０， ｃ２ ＝ ｋ１ ＝ ｋ３ ＝ ３， ｋ２ ＝ ２

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ （ｘ⁃ｙ⁃ｖ）， ｔｈｅ ｘ⁃ ｃｕｒｖｅ ｐｌｏｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（３０） ｗｉｔｈ
α ＝ γ ＝ ｃ５ ＝ ｃ７ ＝ １， β ＝ － ２， ｃ３ ＝ ０， ｃ２ ＝ ｋ１ ＝ ｋ３ ＝ ３， ｋ２ ＝ ２

图 ６　 解（３０）的三维图 （ｘ⁃ｚ⁃ｖ）， ｚ 曲线图和密度图，参数取值为 α ＝ γ ＝ ｃ２ ＝ ｃ５ ＝ ｃ７ ＝ １， β ＝ － ２， ｃ３ ＝ ０， ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ３ ＝ ２

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ （ｘ⁃ｚ⁃ｖ）， ｔｈｅ ｚ⁃ ｃｕｒｖｅ ｐｌｏｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（３０） ｗｉｔｈ
α ＝ γ ＝ ｃ２ ＝ ｃ５ ＝ ｃ７ ＝ １， β ＝ － ２， ｃ３ ＝ ０， ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ３ ＝ ２
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图 ７　 解（３０）的三维图 （ｙ⁃ｚ⁃ｖ）， ｙ 曲线图和密度图，参数取值为 α ＝ γ ＝ ｃ５ ＝ ｃ７ ＝ １， β ＝ － ２， ｃ３ ＝ ０， ｃ２ ＝ ｋ１ ＝ ｋ３ ＝ ３， ｋ２ ＝ ２

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ （ｙ⁃ｚ⁃ｖ）， ｔｈｅ ｙ⁃ ｃｕｒｖｅ ｐｌｏｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（３０） ｗｉｔｈ
α ＝ γ ＝ ｃ５ ＝ ｃ７ ＝ １， β ＝ － ２， ｃ３ ＝ ０， ｃ２ ＝ ｋ１ ＝ ｋ３ ＝ ３， ｋ２ ＝ ２

２　 结　 　 论

本文主要研究了广义（３＋１）维 ＫｄＶ 方程（１），得到了方程的 ｌｕｍｐ 解、相互作用解和呼吸子解．说明了

ｌｕｍｐ 解（１３）的有理局域性，并通过图 １ 和图 ２ 分别观察到 ｌｕｍｐ 解在 ｙ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ０ 时均存在 ３ 个极值点．基
于相互作用解（２４），图 ３ 和图 ４ 分别展示了 ｌｕｍｐ 波与线孤子相互作用过程中的“聚变”和“裂变”现象．当 ｋ２

＞ ０ 时，图 ３ 展示了 ｌｕｍｐ 波与线孤子发生碰撞后的相互融合；当 ｋ２ ＜ ０ 时，图 ４ 展示了线孤子分裂为线孤子

和 ｌｕｍｐ 波的过程．最后，图 ６ 展示了解（３０）的周期性传播特征．
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［２７］　 ＭＡＮＡＦＩＡＮ Ｊ， ＬＡＫＥＳＴＡＮＩ Ｍ． Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ａｍｏｎｇ ａ ｌｕｍｐ， ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅｓ， ａｎｄ ｋｉｎｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＣＢＳ⁃ＢＫ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２１， ４４（１）： １０５２⁃１０７０．

［２８］　 ＷＡＮＧ Ｙ Ｈ． Ｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｌｕｍｐ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｖａｒｉａｂｌｅ⁃ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ⁃Ｐｅｔｖｉａｓｈｖｉｌｉ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ．
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０２１， １１９： １０７２０１．

［２９］　 ＤＯＮＧ Ｊ Ｊ， ＬＩ Ｂ， ＹＵＥＮ Ｍ Ｗ． Ｇｅｎｅｒａｌ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｂｒｅａｔｈｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｌｕｍｐ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｍｉｘｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ
ｔｈｅ （２＋ １） ⁃ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ Ｓａｗａｄａ⁃Ｋｏｔｅｒａ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａ⁃
ｔｉｏｎ， ２０２１， １１（１）： ２７１⁃２８６．

［３０］　 ＹＵＳＵＦ Ａ， ＳＵＬＡＩＭＡＮ Ｔ Ａ， ＨＩＮＣＡＬ Ｅ， ｅｔ ａｌ． Ｌｕｍｐ， ｉｔｓ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ａｎｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ ｔｏ ａ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｃｅａｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０２２， ７（４）： ３６３⁃３７１．

［３１］　 ＨＡＮ Ｐ Ｆ， ＴＡＯＧＥＳＴＵＳＡＮＧ． Ｌｕｍｐ⁃ｔｙｐｅ， ｂｒｅａｔｈｅｒ ａｎｄ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｇｅｎｅｒ⁃
ａｌｉｚｅｄ ＫｄＶ⁃ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｍｏｄｅｒｎ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ｂ， ２０２０， ３４（２９）： ２０５０３２９．

［３２］　 ＨＡＮ Ｐ Ｆ， ＺＨＡＮＧ Ｙ． Ｌｉｎｅａｒ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｈａｌｌｏｗ
ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０２２， １０９（２）： １０１９⁃１０３２．

［３３］　 ＹＩＮ Ｙ Ｈ， ＭＡ Ｗ Ｘ， ＬＩＵ Ｊ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１８， ７６（６）： １２７５⁃１２８３．

［３４］　 ＷＡＺＷＡＺ Ａ Ｍ． Ｔｗｏ ｎｅｗ Ｐａｉｎｌｅｖé⁃ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ （２＋１） ａｎｄ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔａｎｔ ａｎｄ
ｔｉｍｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｎｕｃｌｅａｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｂ， ２０２０， ９５４： １１５００９．

５１０１第 ８ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 于明惠，等： 广义（３＋１）维 ＫｄＶ 方程的 ｌｕｍｐ 解、相互作用解和呼吸子解



［３５］　 ＢＯＩＴＩ Ｍ， ＬＥＯＮ Ｊ， ＭＡＮＮＡ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｆ Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｗｏ ｓｐａｔｉａｌ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｉｎｖｅｒｓｅ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ， １９８６， ２（３）： ２７１⁃２７９．

［３６］　 ＮＡＫＡＭＵＲＡ Ｙ， ＴＳＵＫＡＢＡＹＡＳＨＩ Ｉ． Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ ｉｏｎ⁃ａｃｏｕｓｔｉｃ ｓｏｌｉｔｏｎｓ ｉｎ ａ ｐｌａｓｍａ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｐｌａｓｍａ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８５， ３４（３）： ４０１⁃４１５．

［３７］　 ＷＵ Ｈ Ｌ， ＣＨＥＮ Ｑ Ｙ， ＳＯＮＧ Ｊ Ｆ． Ｂäｃｋｌｕｎｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ｒｅｓｉｄｕａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｏｆ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ （２＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０２２， １２４：
１０７６４０．

［３８］　 ＹＡＯ Ｚ Ｇ， ＸＩＥ Ｈ Ｙ， ＪＩＥ Ｈ． Ｍｉｘｅｄ ｒａｔｉｏｎａｌ ｌｕｍｐ⁃ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ （２＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ＫｄＶ Ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２１， ２０２１： １⁃９．

［３９］　 ＷＡＺＷＡＺ Ａ Ｍ． Ｓｉｎｇｌｅ ａｎｄ ｍｕｌｔｉｐｌｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ （２＋ １） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００８， ２０４（１）： ２０⁃２６．

［４０］　 ＫＯＲＴＥＷＥＧ Ｄ Ｊ， ＤＥ ＶＲＩＥＳ Ｇ． Ｏｎ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｆｏｒｍ ｏｆ ｌｏｎｇ ｗａｖｅｓ ａｄｖａｎｃｉｎｇ ｉｎ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕａｌｒ ｃａｎａｌ， ａｎｄ ｏｎ
ａ ｎｅｗ ｔｙｐｅ ｏｆ ｌｏｎｇ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｌｏｎｄｏｎ， Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ， ａｎｄ Ｄｕｂｌｉｎ Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ ａｎｄ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １８９５， ３９（２４０）： ４２２⁃４４３．

［４１］　 ＣＨＥＮＧ Ｃ Ｄ， ＴＩＡＮ Ｂ， ＺＨＡＮＧ Ｃ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｂｉｌｉｎｅａｒ ｆｏｒｍ， ｓｏｌｉｔｏｎ， ｂｒｅａｔｈｅｒ， ｈｙｂｒｉｄ ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃ｗａｖｅ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０２１，１０５（３）：
２５２５⁃２５３８．

［４２］　 ＳＨＥＮ Ｙ， ＴＩＡＮ Ｂ， ＬＩＵ Ｓ Ｈ． Ｓｏｌｉｔｏｎｉｃ ｆｕｓｉｏｎ ａｎｄ ｆｉｓｓｉｏｎ ｆｏｒ ａ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｒｉｓｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， ２０２１， ４０５： １２７４２９．

［４３］　 ＬＩＵ Ｗ， ＺＨＥＮＧ Ｘ Ｘ， ＷＡＮＧ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｓｓｉｏｎ ａｎｄ ｆｕｓｉｏｎ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｏｆ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｌｕｍｐｓ ａｎｄ ｓｏｌｉｔｏｎｓ ｉｎ ａ （３＋
１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１９， ９６（４）： ２４６３⁃２４７３．

［４４］　 ＬＩＵ Ｃ Ｆ， ＤＡＩ Ｚ Ｄ． Ｅｘａｃｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ａｎｄ ｄｏｕｂｌｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ （２＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ ｆüｒ Ｎａｔｕｒｆｏｒｓｃｈｕｎｇ Ａ， ２００９， ６４（９ ／ １０）： ６０９⁃６１４．

［４５］　 ＺＨＡＮＧ Ｄ Ｊ． Ｎｏｔｅｓ ｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ ｆｏｒｍ ｔｏ ｓｏｌｉｔｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ： Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ⁃ｔｙｐｅ［Ｒ ／ ＯＬ］ ．
［２０２２⁃１２⁃１８］ ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ ／ ｐｄｆ ／ ｎｌｉｎ ／ ０６０３００８．ｐｄｆ．

［４６］　 ＪＡＷＯＲＳＫＩ Ｍ． Ｂｒｅａｔｈｅｒ⁃ｌｉｋｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， １９８４， １０４
（５）： ２４５⁃２４７．

［４７］　 ＬＩＵ Ｓ Ｚ， ＺＨＡＮＧ Ｄ Ｊ． Ｇｅｎｅｒａｌ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＫｄＶ⁃ｔｙｐｅ ｂｉｌｉｎｅａｒ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｍｏｄｅｒｎ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ｂ， ２０２１， ３５（５）： ２１５００９２．

６１０１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


