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摘要：　 研究了四维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的能量守恒，当该方程的 Ｌｅｒａｙ⁃Ｈｏｐｆ 弱解（适当弱解）存在维数小

于 ４ 的奇异集时，基于 Ｗｕ 在文章中关于四维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的部分正则性结果，得到了四维空间中

Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｌｐ（ＲＲ ４）） 条件，保证该方程能量守恒．
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１　 引言与预备知识

本文研究如下四维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的能量守恒：

　 　
ｕｔ ＋ ｕ·Ñｕ － νΔｕ ＝ － Ñπ，

Ñ·ｕ ＝ ０，{ （１）

其中， ｕ 表示速度场， π 表示压力， ν 表示黏性系数．Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程描述的是黏性不可压缩流体动量守恒

的运动方程，该方程解的存在性、稳定性、唯一性和解的非线性动力学特性等问题［１⁃６］ 是流体力学家近几十

年来关注的热点．
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１．１　 能量弱解的定义

Ｌｅｒａｙ［７］和 Ｈｏｐｆ［８］证明了在能量有限的初始条件下，Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程存在弱解，可记为 Ｌｅｒａｙ⁃Ｈｏｐｆ 弱
解．接着，Ｍａｓｕｄａ［９］证明了在 Ω ⊂ ＲＲ Ｎ 中 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程弱解的存在性．以下给出其定义．

定义 １　 对于初始值 ｕ０ ∈ Ｌ２（ＲＲ Ｎ） 和一个特定时间 Ｔ， 方程（１）中存在一个弱解使得

􀃠 ｕ ∈ Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ２（ＲＲ Ｎ）） ∩ Ｌ２（［０，Ｔ］； Ｈ１（ＲＲ Ｎ））；
􀃡 对任意的 ϕ ∈ Ｃ∞

０ （ＲＲ Ｎ × ［０，Ｔ））， 满足

　 　 － ∫
ＲＲＮ
ｕ０ϕｄｘ － ∫

ＲＲＮ×（０，Ｔ）
ｕϕｔｄｘｄｔ ＋ ν∫

ＲＲＮ×（０，Ｔ）
ÑｕÑϕｄｘｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫
ＲＲＮ×（０，Ｔ）

ｕ·Ñｕϕｄｘｄｔ ＝ － ∫
ＲＲＮ×（０，Ｔ）

π Ñϕｄｘｄｔ； （２）

􀃢 对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 有

　 　 ∫
ＲＲＮ×｛ ｔ｝

｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ≤ ∫
ＲＲＮ×｛０｝

｜ ｕ ｜ ２ｄｘ － ２ν∫ｔ
０
∫
ＲＲＮ

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘｄｔ ． （３）

Ｆｏｉａｓ［１０］引入了函数空间 Ｌｑ（［０，Ｔ］； Ｌｐ（ＲＲＮ）），其中 １≤ ｐ，ｑ≤∞，证明了若 Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｌｐ（ＲＲＮ）） 中存在

一个弱解 ｕ， 满足

　 　 Ｎ
ｑ

＋ ２
ｐ

＜ １，　 　 Ｎ ＜ ｑ，

则 ｕ 是 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的唯一弱解；Ｓｅｒｒｉｎ［１１］在 ＲＲ Ｎ（２ ≤ Ｎ ≤４） 的情况下也得到了一个类似的定理：对于

１ ≤ ｐ，ｑ ≤ ∞， 满足

　 　 Ｎ
ｑ

＋ ２
ｐ

≤ １，　 　 Ｎ ＜ ｑ，

则 ｕ 是 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的唯一弱解．
１．２　 适当弱解和部分正则性

在文献［１２⁃１４］中，Ｓｃｈｅｆｆｅｒ 引入了 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的适当弱解和广义能量不等式的概念，并得到了这

类弱解的各种部分正则性结果．随后，Ｗｕ［１５］证明了四维空间中 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程也存在适当弱解且满足局

部能量不等式．以下给出适当弱解的定义（见文献［１５］）．
定义 ２　 设 （ｕ，π） 是 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程在 Ｑ ⊂ ＲＲ ４上的适当弱解，对于 ｔ ∈ ［ － １，０］ 使得

􀃠 ｕ ∈ Ｌ∞（［ － １，０］；Ｌ２（Ｑ）） ∩ Ｌ２（［ － １，０］； Ｈ１（Ｑ））；
􀃡 对任意非负试验函数 φ ∈ Ｃ∞（Ｑ）， 满足局部能量不等式：

　 　 ∫
Ｑ
φ ｜ ｕ（ｘ，ｔ） ｜ ２ｄｘ ＋ ２∫０

－１
∫
Ｑ
φ ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘｄｔ ≤

　 　 　 　 ∫０
－１
∫
Ｑ
｜ ｕ ｜ ２（Δφ ＋ ∂ｔφ） ＋ ｕ·Ñφ（ ｜ ｕ ｜ ２ ＋ ２π）ｄｘｄｔ ．

关于四维 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程弱解的部分正则性研究已经取得了很多成果．Ｓｃｈｅｆｆｅｒ［１３］证明了在 ＲＲ４的局部

闭集外存在弱解 ｕ 是连续的，且该局部闭集的三维 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度有限；Ｄｏｎｇ 和 Ｄｕ［１６］、Ｗａｎｇ 和 Ｗｕ［１７］ 均证

明了奇异集的二维抛物型 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度为 ０；接着，Ｗｕ［１５］ 证明了在 ＲＲ ４ × ［０，∞ ］ 中 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程存在

部分正则性弱解满足局部能量不等式，且奇异集具有有限的二维抛物型 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度．以下给出弱解的奇

异集定义（可参考文献 ［１５］）．
定义 ３　 设 ｕ 是 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程在 ＲＲ ４ × ［０，Ｔ］ 上的弱解，若存在 ｒ ＞ ０，有 ｕ ∈ Ｌ∞（Ｑｒ（ｘ），ｔ），其中

Ｑｒ（ｘ，ｔ） 是以（ｘ，ｔ） 为中心的时空柱面，则点（ｘ，ｔ） ∈ＲＲ４ × ［０，∞ ］ 为正则点．否则（ｘ，ｔ） 为奇异点，这里用 Ｓ表

示所有奇异点的闭集．
１．３　 能量等式

若 ｕ 是方程（１）的强解，则对所有 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 方程（１）满足能量等式：

　 　 ∫
ＲＲ４×｛ ｔ｝

｜ ｕ ｜ ２ｄｘ － ∫
ＲＲ４×｛０｝

｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＝ － ２ν∫ｔ
０
∫
ＲＲ４
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘｄｔ ． （４）
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在 Ｏｎｓａｇｅｒ 猜想［１８］下，等式（４）排除了由非线性项导致的异常能量耗散，该能量耗散与无黏性 （ν ＝ ０）
Ｅｕｌｅｒ 方程的弱解有关．对于能量等式（４）的讨论，这里利用弱解的奇异集可能局限在一个低维时空子集的事

实，通过 Ｃａｆｆａｒｅｌｌｉ⁃Ｋｏｈｎ⁃Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 定理［１９］构建适当的覆盖奇异集的试验函数来建立能量等式．
关于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的能量守恒已有很多研究结果，在三维空间中，Ｌｉｏｎｓ［２０］ 证明了当 ｕ ∈ Ｌ４（［０，

Ｔ］；Ｌ４（ＲＲ ３）） 时等式（４）成立；Ｌａｄｙžｅｎｓｋａｊａ、Ｓｏｌｏｎｎｉｋｏｖ 和 Ｕｒａｌ’ ｃｅｖａ 在文献［２１］中也得到了这个结果；随后

Ｋｕｋａｖｉｃａ［２２］假设压力 π ∈ Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（ＲＲ ３））， 得到了能量守恒；在 Ｎ 维空间中，Ｓｅｒｒｉｎ［１１］ 证明了在 ｕ ∈
Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｌｐ（ＲＲＮ）） 和 ２ ／ ｑ ＋ Ｎ ／ ｐ≤１ 的条件下能量守恒；Ｓｈｉｎｂｒｏｔ［２３］改进了这一结论，证明了当 ２ ／ ｐ ＋ ２ ／ ｑ≤
１，ｐ ≥ ４ 时，该方程能量守恒．

本文利用 Ｗｕ［１５］ 研究的四维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的部分正则性结果，得到了四维空间中新的

Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｌｐ（ＲＲ４）） 条件，保证该方程的能量守恒．以 ｘ ＝ １ ／ ｐ为横坐标，ｙ ＝ １ ／ ｑ为纵坐标绘图（见图 １—４），图
中虚线表示不包含边界，实线表示包含边界．
１．４　 主要结果

定理 １　 假设 ｕ ∈ Ｃｗ（［０，Ｔ］；Ｌ２（ＲＲ ４）） ∩ Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ１（ＲＲ ４）） 是方程（１） 在［０，Ｔ］ 上的适当弱解且在

［０，Ｔ） 上是正则的．若 ｕ ∈ Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｌｐ（ＲＲ ４）） 满足下列条件：

　 　 ２
ｐ

＋ ２
ｑ

≤ １，　 　 ３ ≤ ｑ ≤ ｐ， （５）

　 　 ２
ｐ

＋ ２
ｑ

＜ １，　 　 ３ ≤ ｐ ＜ ｑ， （６）

　 　 ４
ｐ

＋ ２
ｐｑ

－ ４
ｐ２ ＜ １，　 　 ｐ ＜ ３， （７）

则 ｕ 在［０，Ｔ］ 上满足能量等式（４）．

注 １　 定理 １ 为奇异集的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 维数 ｄ ＝ ２ 时的情况（见后文中图 ３）．
注 ２　 若 ｐ ＜ ３， 和文献［２４］中三维情形时的结果比较可知： 在四维空间中， 当奇异集的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 维数 ｄ ＝ ２时， 式（７）

为双曲线， ２ｘｙ ＋ ４ｘ － ４ｘ２ ＝ １； 而在三维空间中， 其对应的曲线为抛物线， ６ｘ２ － ７ｘ － ２ｙ ＋ ２ ＝ ０（此时 ｄ ＝ １）， 其中 ｘ ＝ １ ／ ｐ，
ｙ ＝ １ ／ ｑ ．

２　 证 明 思 路

下文中的 Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｌｐ（ＲＲ ４）） 均简记为 Ｌｑ（Ｌｐ） ．假设（ｕ，π） 是 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程在 ＲＲ ４ × ［０，Ｔ］ 上的一

个 Ｌｅｒａｙ⁃Ｈｏｐｆ 弱解，类似文献［２５］，当 ０ ≤ ｓ ＜ ｔ ≤ Ｔ 时，有如下局部能量方程：

　 　 ∫
ＲＲ４
｜ ｕ（ ｔ） ｜ ２ϕｄｘ － ∫

ＲＲ４
｜ ｕ（ ｓ） ｜ ２ϕｄｘ － ∫

ＲＲ４×（ ｓ，ｔ）
｜ ｕ ｜ ２∂ｔϕｄｘｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲ４×（ ｓ，ｔ）

｜ ｕ ｜ ２ｕ·Ñϕｄｘｄｔ ＋ ２∫
ＲＲ４×（ ｓ，ｔ）

πｕ·Ñϕｄｘｄｔ －

　 　 　 　 ２ν∫
ＲＲ４×（ ｓ，ｔ）

｜ Ñｕ ｜ ２ϕｄｘｄｔ － ２ν∫
ＲＲ４×（ ｓ，ｔ）

ｕ 􀱋 Ñϕ ∶ Ñｕｄｘｄｔ， （８）

这里 ϕ ∈ Ｃ∞
０ （（ＲＲ ４ × ［０，Ｔ］） ＼Ｓ） 是试验函数，其中 Ｓ 是奇异集（见定义 ３）．记方程（８）中各项为

　 　 Ａ － Ｂ － Ｃ ＝ Ｄ ＋ ２Ｐ － ２νＥ － ２νＦ ． （９）
本节主要目的是在试验函数 ϕ中找出一个序列 {ϕδ } δ ＞ ０，使得当 δ→０时，Ａ，Ｂ和Ｅ分别收敛到式（４） 各

项； Ｃ，Ｆ 和 Ｄ ＋ ２Ｐ 趋于 ０，从而得到 ｐ 和 ｑ 的取值范围使得能量等式（４）成立．
给定一个 Ｌｅｒａｙ⁃Ｈｏｐｆ 弱解 ｕ 和奇异集 Ｓ，在试验函数中找到一个序列 {ϕδ } δ ＞ ０， 满足如下两个条件：
􀃠 ｓｕｐ ϕδ ⊂ （ＲＲ ４ × ［０，Ｔ］） ＼Ｓ， ϕδ ∈ Ｗ１，∞（ＲＲ ４ × ［０，Ｔ］）； （１０）
􀃡 ０ ≤ ϕδ ≤ １， δ → ０， ϕδ → １． （１１）

对于 Ａ，Ｂ 和 Ｅ 的极限，若 ｕ ∈ Ｌ∞ Ｌ２ ∩ Ｌ２Ｈ１， 由控制收敛定理，得

　 　 ｌｉｍ
δ→０

（Ａ － Ｂ） ＝ ｌｉｍ
δ→０∫ＲＲ４×｛ ｔ｝

｜ ｕ ｜ ２ϕδｄｘｄｔ ＝ ∫
ＲＲ４×｛ ｔ｝

｜ ｕ ｜ ２ｄｘｄｔ，
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即 Ａ 和 Ｂ 分别收敛到式（４）中的两项： ∫
ＲＲ４×｛ ｔ｝

｜ ｕ（ ｔ） ｜ ２ｄｘ 和∫
ＲＲ４×｛０｝

｜ ｕ（ ｔ） ｜ ２ｄｘ ．同理可得，Ｅ 收敛到式（４） 中

的∫
ＲＲ４×（０，Ｔ）

｜ ｕ ｜ ２ｄｘｄｔ ．

下文用 ［－１，０］ 来代替区间 ［０，Ｔ］，０是临界点，假设 Ｓ⊂ＲＲ４ × { ０ } ．为使Ｃ，Ｄ ＋ ２Ｐ和Ｆ趋于０，记Ｂｒ（ｘ）
表示开球 { ｙ ∈ＲＲ ４： ｜ ｙ － ｘ ｜ ＜ ｒ } ，取有限个 ｘｉ ∈ＲＲ ４，ｒｉ ∈（０，δ），δ ∈（０，１）， 对所有 ｉ， 使得 Ｓ⊂∪ｉＢｒｉ（ｘｉ）

且∑∞

ｉ
ｒｉ ｄ ≤ ＨｄＳ ＋ １， 其中 ＨｄＳ 表示 Ｓ 的 ｄ 维 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度． 记 Ｉｉ ＝ （ － ２ｒαｉ ，２ｒαｉ ）， 圆柱体 Ｑｉ ＝ Ｂｒｉ（ｘｉ） ×

（ － ｒαｉ ，ｒαｉ ），其中 α ＞ ０．取截断函数为

　 　 φ（ｗ） ＝
１，　 　 ｜ ｗ ｜ ＜ １．１，
０，　 　 ｜ ｗ ｜ ＞ １．９ ．{ （１２）

令 ϕｉ ＝ φ（ ｜ ｘ － ｘｉ ｜ ／ ｒｉ）φ（ ｔ ／ ｒαｉ ），定义 ϕ ＝ １ － ｓｕｐｉ ϕｉ，用 Ｑ∗ 表示 ∂ϕ在 Ｉｉ ＝ （ － ２ｒαｉ ，２ｒαｉ ） 上的紧支撑．当 δ →
０ 时，ϕδ → １， Ｑ∗ 的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度趋于 ０．参考文献 ［２６］ 中的定理 ４．１３，有

　 　 ｜ ∂ϕ（ｘ，ｔ） ｜ ≤ ｓｕｐ
ｉ

｜ ∂ϕｉ（ｘ，ｔ） ｜ ．

因此，对任意的 ａ ＞ ０， 有

　 　
∫
ＲＲ４
｜ ∂ｔϕ（ｘ，ｔ） ｜ ａｄｘ ≤ ∑

ｉ
∫
ＲＲ４
｜ ∂ｔϕｉ（ｘ，ｔ） ｜ ａｄｘ ≤ ∑

ｉ
ｒ －αａ＋４ｉ

χ
Ｉｉ（ ｔ），

∫
ＲＲ４
｜ Ñｘϕ（ｘ，ｔ） ｜ ａｄｘ ≤ ∑

ｉ
∫
ＲＲ４

｜ Ñｘϕｉ（ｘ，ｔ） ｜ ａｄｘ ≤ ∑
ｉ

ｒｉ
－ａ＋４χ

Ｉｉ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

通过构建上面的试验函数 ϕ， 可得以下引理（其证明见文献［１９］）．

引理 １　 由上文已知的 ｄ，δ，ｒｉ，Ｉｉ，令 σ 和 ｓ是正数，假设 Ｈ ＝∑ ｉ
ｒｄｉ 是有限的，当 ｓ≥１，ｓ（σ ＋ ｄ） ≤ α 或

者 ｓ ＜ １，ｓ（σ ＋ ｄ） ＜ α 时，有

　 　 ∫ ∑
ｉ
ｒ －σｉ

χ
Ｉｉ（ ｔ）( )

ｓ
ｄｔ ≲ Ｈｓ， （１４）

其中，常数 ｓ 不依赖于 δ ．另外，当 ｄ ＝ ０ 时，若 ｓσ ≤ α， 则式（１４）仍成立．

３　 主要结果的证明

如第 ２ 节所述，用 ［－１，０］ 来代替区间 ［０，Ｔ］．下面利用式（１３）和引理 １ 来分别估计 Ｃ，Ｆ 和 Ｄ ＋ ２Ｐ ．首
先，对于 Ｃ， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，对任意的 ｐ，ｑ ≥ ２， 有

　 　 ｜ Ｃ ｜ ≤ ∫０
－１
∫
ＲＲ４
（ ｜ ｕ ｜ ２） ｐ ／ ２ｄｘ( )

２ ／ ｐ ∫
ＲＲ４

｜ ∂ｔϕ ｜ ｐ ／ （ｐ－２）ｄｘ( )
（ｐ－２） ／ ｐ

ｄｔ ≤

　 　 　 　 ∫０
－１
∫
ＲＲ４

｜ ｕ ｜ ｐｄｘ( )
ｑ ／ ｐ

ｄｔ( )
１ ／ ｑ ∫０

－１
∫
ＲＲ４
｜ ｕ ｜ ｐｄｘ( )

ｑ ／ ｐ
ｄｔ( )

１ ／ ｑ
×

　 　 　 　 ∫０
－１
∫
ＲＲ４

｜ ∂ｔ ϕ ｜ ｐ ／ （ｐ－２）ｄｘ( )
ｑ（ｐ－２） ／ （ｐ（ｑ－２））

ｄｔ( )
（ｑ－２） ／ ｑ

≤

　 　 　 　 ‖ｕ‖２
Ｌｑ（ Ｉ；Ｌｐ） ∫０

－１
∫
ＲＲ４
｜ ∂ｔϕ ｜ ｐ ／ （ｐ－２）ｄｘ( )

ｑ（ｐ－２） ／ （ｐ（ｑ－２））
ｄｔ( )

（ｑ－２） ／ ｑ
≤

　 　 　 　 ‖ｕ‖２
Ｌｑ（ Ｉ；Ｌｐ） ∫０

－１
∑

ｉ
ｒ －αｐ ／ （ｐ－２） ＋４ｉ

χ
Ｉｉ（ ｔ）( )

ｑ（ｐ－２） ／ （ｐ（ｑ－２））
ｄｔ( )

（ｑ－２） ／ ｑ
． （１５）

若 ｑ ＜ ∞，当 δ → ０ 时，区间 Ｉ 的测度 ｜ Ｉ ｜ 趋于 ０，故 ‖ｕ ‖２
Ｌｑ（ Ｉ；Ｌｐ） 趋于 ０．为使 Ｃ 趋于 ０，只须证当 δ → ０ 时，

　 　 ∫０
－１

∑
ｉ
ｒ －αｐ ／ （ｐ－２） ＋４ｉ

χ
Ｉｉ（ ｔ）( )

ｑ（ｐ－２） ／ （ｐ（ｑ－２））
ｄｔ( )

（ｑ－２） ／ ｑ

有界．为此，令

　 　 σ ＝ αｐ
ｐ － ２

－ ４， ｓ ＝ ｑ（ｐ － ２）
ｐ（ｑ － ２）

．

根据引理 １，当 ｓ ≥ １ 时，ｐ 和 ｑ 须满足
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　 　 α
ｑ

＋ ４ － ｄ
ｐ

≤ ４ － ｄ
２

，　 　 ｐ ≥ ｑ ≥ ２． （１６）

另一方面，当 ｓ ＜ １ 时，则 ｐ 和 ｑ 须满足

　 　 α
ｑ

＋ ４ － ｄ
ｐ

＜ ４ － ｄ
２

，　 　 ｑ ＞ ｐ ≥ ２． （１７）

结合式（１６）和（１７），得 Ｃ 趋于 ０．
对于 Ｆ， 有

　 　 ｜ Ｆ ｜ ≤ ∫
Ｑ∗

｜ ｕ ｜ ２ ｜ Ñϕ ｜ ２ｄｘｄｔ ＋ ∫
Ｑ∗

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘｄｔ ． （１８）

已知 ｕ ∈ Ｌ２Ｈ１，当 δ →０ 时， ｜ Ｑ∗ ｜ 趋于 ０，可得式（１８）最后一项趋于 ０．由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，对任意的 ｐ，ｑ
≥ ２， 有

　 　 ∫
Ｑ∗

｜ ｕ ｜ ２ ｜ Ñϕ ｜ ２ｄｘｄｔ ≤ ‖ｕ‖２
Ｌｑ（ Ｉ；Ｌｐ） ∫０

－１
∑

ｉ
ｒ －２ｐ ／ （ｐ－２） ＋４ｉ

χ
Ｉｉ（ ｔ）( )

ｑ（ｐ－２） ／ （ｐ（ｑ－２））
ｄｔ( )

（ｑ－２） ／ ｑ
，

类似于 Ｃ 的估计，由引理 １，得

　 　 α
ｑ

＋ ４ － ｄ
ｐ

≤ ２ － ｄ ＋ α
２

，　 　 ｐ ≥ ｑ ≥ ２， （１９）

　 　 α
ｑ

＋ ４ － ｄ
ｐ

＜ ２ － ｄ ＋ α
２

，　 　 ｑ ＞ ｐ ≥ ２， （２０）

其中

　 　 σ ＝ ２ｐ
ｐ － ２

－ ４， ｓ ＝ （ｐ － ２）ｑ
ｐ（ｑ － ２）

．

结合式（１９）和（２０），得 Ｆ 趋于 ０．
对于 Ｄ ＋ ２Ｐ，下面就 ｐ ≥ ３ 和 ｐ ＜ ３ 两种情形分别讨论．
假设 ｐ，ｑ ∈ ［３，∞ ），由 ‖ｕπ‖Ｌｑ ／ ３Ｌｐ ／ ３ ≲ ‖ｕ‖３

ＬｑＬｐ 和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，得

　 　 ｜ Ｄ ＋ ２Ｐ ｜ ≲ ∫
ＲＲ４×（ －１，０）

｜ ｕ ｜ ３ ｜ Ñϕ ｜ ｄｘｄｔ ≲

　 　 　 　 ∫０
－１
∫
ＲＲ４
（ ｜ ｕ ｜ ３） ｐ ／ ３ｄｘ( )

３ ／ ｐ ∫
ＲＲ４
｜ Ñϕ ｜ ｐ ／ （ｐ－３）ｄｘ( )

（ｐ－３） ／ ｐ
ｄｔ ≲

　 　 　 　 ‖ｕ‖３
Ｌｑ（ Ｉ；Ｌｐ） ∫０

－１
∑

ｉ
ｒ －ｐ ／ （ｐ－３） ＋４ｉ

χ
Ｉｉ（ ｔ）( )

（ｐ－３）ｑ ／ （ｐ（ｑ－３））
ｄｔ( )

（ｑ－３） ／ ｑ
． （２１）

类似于 Ｃ 的估计，由引理 １，得

　 　 α
ｑ

＋ ４ － ｄ
ｐ

≤ ３ － ｄ ＋ α
３

，　 　 ｐ ≥ ｑ ≥ ３， （２２）

　 　 α
ｑ

＋ ４ － ｄ
ｐ

＜ ３ － ｄ ＋ α
３

，　 　 ｑ ＞ ｐ ≥ ３， （２３）

其中

　 　 σ ＝ ｐ
ｐ － ３

－ ４， ｓ ＝ （ｐ － ３）ｑ
ｐ（ｑ － ３）

．

结合式（２２）和（２３），得 Ｄ ＋ ２Ｐ 趋于 ０．
当 ｐ ＜ ３ 时，由插值不等式，若

　 　 １
３

＝ β
４

＋ １ － β
ｐ

⇔ β ＝ １２ － ４ｐ
１２ － ３ｐ

， （２４）

　 　 １
σ

＝ １ － ３β
２

－ ３（１ － β）
ｑ

＝ ２ｐｑ － ４ｑ － ２ｐ
８ｑ － ２ｐｑ

， （２５）

得

　 　 ｜ Ｄ ＋ ２Ｐ ｜ ≲ ‖ｕ‖３β
Ｌ２Ｌ４‖ｕ‖３（１－β）

ＬｑＬｐ ‖ Ñϕ‖ＬσＬ∞ ， （２６）
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其中

　 　 ‖ Ñϕ‖σ
ＬσＬ∞ ＝ ∫ ｓｕｐｉ （ ｒ －σｉ

χ
Ｉｉ（ ｔ））ｄｔ ≤ ∫ ｓｕｐｊ （２ ｊσχ

Ｉ ｊ（ ｔ））ｄｔ ≤ ∑
ｊ
２ －ｊ（α－σ） ． （２７）

将式（２５）代入式（２７），得

　 　 α
ｑ

＋ ４ ＋ ２α
ｐ

＜ １ ＋ α，　 　 ｐ ＜ ３ ≤ ｑ ． （２８）

上面的约束条件（１６）和（１７）、（１９）和（２０）、（２２）和（２３）分别表示三组平行线： 线 Ｃ、线 Ｆ和线 ＤＰ ．线 Ｃ
围绕点 Ｌ∞ Ｌ２（即点（１ ／ ２，０）， 后面类似） 旋转， 线 Ｆ 围绕点 Ｌ２Ｌ（８－２ｄ） ／ （２－ｄ） 旋转， 且都随着 α 增大而逆时针旋

转．当 ｄ ≤２ 时，有 α ＝ （６ － ｄ） ／ ２，此时线 Ｃ 和线 ＤＰ 重合；当 ｄ ＞ ２ 时，得 α ＝ ２，此时线 Ｃ 和线 Ｆ 重合．因此，
为保证能量守恒，ｐ 和 ｑ 须满足如下条件：

　 　 ８ － ２ｄ
ｐ

＋ ６ － ｄ
ｑ

≤ ４ － ｄ，　 　 ３ ≤ ｐ， ｑ ≤ ｐ， ｄ ≤ ２， （２９）

　 　 ８ － ２ｄ
ｐ

＋ ６ － ｄ
ｑ

＜ ４ － ｄ，　 　 ３ ≤ ｐ ＜ ｑ， ｄ ≤ ２， （３０）

　 　 ４ － ｄ
ｐ

＋ ２
ｑ

＜ ４ － ｄ
２

，　 　 ３ ≤ ｐ ＜ ｑ， ２ ＜ ｄ ＜ ４． （３１）

当 ｐ≥３时，若 ０≤ ｄ ＜ ２，考虑线 Ｃ存在分离点 Ｌ（１４－３ｄ） ／ （４－ｄ）Ｌ（１４－３ｄ） ／ （４－ｄ），若 ３≤ ｐ ＜ （１４ － ３ｄ） ／ （４ － ｄ），
线 Ｃ 为虚线，若 ｐ ＞ （１４ － ３ｄ） ／ （４ － ｄ），线 Ｃ 为实线；当 ｄ ＝ ２ 时，线 Ｃ、线 Ｆ 和线 ＤＰ 均为直线，２ ／ ｐ ＋ ２ ／ ｑ ＝
１； 若 ２ ＜ ｄ ＜ ４，最优直线在区域［Ｌ４Ｌ４，Ｌ∞ Ｌ３］ 内相交于点 Ｌ（２ｄ＋４） ／ （４－ｄ）Ｌ（２ｄ＋４） ／ ｄ ．

当 ｐ ＜ ３ 时，线 Ｃ和线 Ｆ的约束条件不变，此时线 ＤＰ 为条件（２８）．联立式（１６）、（１７）和（２８），并消去 α，
得到曲线：

　 　 － ２（４ － ｄ）ｘ２ ＋ ２（４ － ｄ）ｘ ＋ ｄｘｙ ＋ （２ － ｄ） ｙ
２

－ ４ － ｄ
２

＝ ０． （３２）

若 ｄ ＝ ２， 代入式（３２），得

　 　 ２ｘｙ ＋ ４ｘ － ４ｘ２ ＝ １ ⇒ ｙ ＝ ２ｘ － ２ ＋ １
２ｘ

，　 　 ｘ ≥ １
３
，

此式为定理 １ 的式（７）（见图 ３）．
当 ２ ＜ ｄ ＜ ４ 时，线 Ｃ 和线 Ｆ 重合，即式（３１），其中线 Ｃ 与曲线（３２）相交于点 Ｌ（８＋２ｄ） ／ （４－ｄ）Ｌ（８＋２ｄ） ／ （ｄ＋２） ．
图 １—４ 分别表示奇异集 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 维数 ｄ ＝ ０，０ ＜ ｄ ＜ ２，ｄ ＝ ２ 和 ２ ＜ ｄ ＜ ４ 的情况．图中条纹加深部分

表示 ｐ 和 ｑ 新的取值范围．

图 １　 ｄ ＝ ０ 图 ２　 ０ ＜ ｄ ＜ ２
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图 ３　 ｄ ＝ ２ 图 ４　 ２ ＜ ｄ ＜ ４

４　 结　 　 论

具黏性不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程是流体运动的基本模型方程，有着重要的实际应用背景．Ｗｕ 在文献

［１５］中研究了四维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的部分正则性，当该方程的 Ｌｅｒａｙ⁃Ｈｏｐｆ 弱解存在 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 维
数小于 ４ 的奇异集时，我们利用 Ｗｕ［１５］的结果，找到了四维空间中新的 Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｌｐ（ＲＲ ４）） 条件，从而解决

了四维空间中紧性不足问题．关于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程适当弱解的能量守恒在三维和四维空间中已经有了很

多研究，对于更高维空间里 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程适当弱解的能量守恒的情形有待进一步研究．
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