
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

三维稳态磁流体动力学方程的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理
∗

田　 琴１，２，　 向长林１，２，　 别群益１，２

（１． 三峡大学 理学院， 湖北 宜昌 ４４３００２；
２． 三峡大学 三峡数学研究中心， 湖北 宜昌 ４４３００２）

摘要：　 研究了三维稳态磁流体动力学方程的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理．首先由能量估计建立了一个 Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ 型不等式，再
结合 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入得到了 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理成立的 ３ 个充分条件，其中一个充分条件表明：若三维稳态磁流体动力学方

程的光滑解 （ｕ，ｂ） ∈ Ｌｐ，３ ／ ２ ＜ ｐ ＜ ３，则 ｕ ＝ ｂ≡ ０．该结果在不需要有限 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 积分的条件下，将 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间

中可积指标的下界从 ２ 扩展至３ ／ ２，改进和推广了已有关于磁流体动力学方程 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理的一些结论．

关　 键　 词：　 磁流体动力学方程；　 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理；　 Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ 型不等式
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０　 引　 　 言

考虑如下三维稳态磁流体动力学方程：
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－ Δｕ ＋ ｕ·Ñｕ － ｂ·Ñｂ ＋ ÑＰ ＝ ０，
－ Δｂ ＋ ｕ·Ñｂ － ｂ·Ñｕ ＝ ０，
Ñ·ｕ ＝ Ñ·ｂ ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

这里 ｕ ＝ ｕ（ｘ） ＝ （ｕ１，ｕ２，ｕ３） 是磁流体的速度场，ｂ ＝ ｂ（ｘ） ＝ （ｂ１，ｂ２，ｂ３） 表示磁流体的磁场，Ｐ ＝ Ｐ（ｘ） 表示压

力，方程（１）描述了导电流体的磁性能．
当 ｂ ＝ ０ 时，方程（１）变为稳态 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程．近几十年来对 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的研究已经取得了很

多成果，其中包括解的稳定性、正则性、一致渐近性以及 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理等［１⁃１２］ ．同样对磁流体动力学方程的 Ｌｉ⁃
ｏｕｖｉｌｌｅ 定理也有一些研究结果．２０１６ 年，Ｃｈａｅ 和 Ｗｅｎｇ［４］证明了若方程（１）光滑解 （ｕ，ｂ） ∈ Ｌ３（ＲＲ３）， 且满足

有限 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 积分的条件 （Ñｕ，Ñｂ） ∈ Ｌ２（ＲＲ３），有 ｕ ＝ ｂ≡ ０．２０１９ 年，Ｓｃｈｕｌｚ［１３］证明了若 （ｕ，ｂ） ∈ Ｌｐ（ＲＲ３），其
中 ２ ＜ ｐ ＜ ６，且（ｕ，ｂ） ∈ＢＭＯ －１（ＲＲ３）， 则 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理成立．２０２０ 年，Ｙｕａｎ 和 Ｘｉａｏ［１４］在不需要有限 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ
积分的条件下，证明了以下定理：若

　 　 （ｕ，ｂ） ∈ Ｌｐ（ＲＲ ３），　 　 ２ ＜ ｐ ＜ ９ ／ ２， （２）
则 ｕ ＝ ｂ≡ ０．２０２３ 年，周艳平等［１５］在局部 Ｍｏｒｒｅｙ 空间框架下，得到了若干充分条件以保证方程（１）存在唯一

平凡解，并利用 Ｌｏｒｅｎｔｚ 空间和局部 Ｍｏｒｒｅｙ 空间的嵌入关系，给出了该系统在 Ｌｏｒｅｎｔｚ 空间中的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定

理，所得结果不需要有限 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 积分条件．
本文深入研究文献［８］的证明思想，并结合周艳平和别群益等［１５］工作中的方法，在不需要有限 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ

积分的条件下，进一步得到如下结论：
定理 １　 假设 （ｕ，ｂ，Ｐ） 是方程（１）的光滑解，若 （ｕ，ｂ） ∈ Ｌｐ（ＲＲ ３），３ ／ ２ ＜ ｐ ＜ ３，则 ｕ ＝ ｂ ≡ ０，Ｐ ＝ ０．

注 １　 定理 １ 中 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间的可积指标的取值范围是 ３ ／ ２ ＜ ｐ ＜ ３，相比于文献［１４］的结果（见式（２）），定理 １ 将可积

指标 ｐ 的下界从 ２ 扩展至３ ／ ２．

为了进一步介绍本文的主要结果，记 Ｂ（Ｒ） ＝ { ｘ∈ＲＲ３： ｜ ｘ ｜ ＜ Ｒ } ，Ｃ（ρ，Ｒ） ＝ { ｘ ∈ ＲＲ ： ρ ＜ ｜ ｘ ｜ ＜ Ｒ } ．
对于 Ｅ ⊂ ＲＲ３，记 Ｅ 在ＲＲ３中的测度为 ｜ Ｅ ｜ ．若 ｆ ∈ Ｌ１（Ｅ）， 定义

　 　 ｆＥ ＝ １
｜ Ｅ ｜ ∫Ｅ ｆ ｄｘ ．

由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，对任意 ｆ ∈ Ｌｐ（Ｅ）， 有

　 　 ‖ｆ － ｆＥ‖Ｌｐ（Ｅ） ≤ Ｃ‖ｆ‖Ｌｐ（Ｅ） ．
下面介绍 ＢＭＯ （ＲＲ３） 空间与 ＢＭＯ－１（ＲＲ３） 空间（可参考文献［１６⁃１７］）．对任意 ｒ ＞ ０， 若

　 　 ｓｕｐ
ｒ ＞ ０

１
｜ Ｂ（ ｒ） ｜ ∫Ｂ（ ｒ） ｜ Φ － ΦＢ（ ｒ） ｜ ｄｘ ＜ ＋ ∞，

则称 Φ∈ ＢＭＯ（ＲＲ３） ．在 ＢＭＯ（ＲＲ３） 空间中还有如下等价定义［１７］：

　 　 ｓｕｐ
ｒ ＞ ０

１
｜ Ｂ（ ｒ） ｜ ∫Ｂ（ ｒ） ｜ Φ － ΦＢ（ ｒ） ｜ ｐｄｘ ＜ ＋ ∞，　 　 ∀１ ≤ ｐ ＜ ＋ ∞ ．

若存在 Φ∈ ＢＭＯ（ＲＲ３），使得 ｕ ＝ Ñ·Φ，则称 ｕ∈ ＢＭＯ －１（ＲＲ３） ．下面给出方程（１）满足 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理的另外两

个充分条件．
定理 ２　 假设 （ｕ，ｂ） 是方程（１）的光滑解，且 ｕ ＝ Ñ× Ｈ，ｂ ＝ Ñ× Ｖ，其中 Ｈ 和 Ｖ 是光滑向量场．若

　 　 Ｋα１
（ ｔ） ＝ ｓｕｐ

Ｒ ＞ ０
Ｒα１

１
｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｈ － ＨＢ（Ｒ） ｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｔ

＜ ∞，

　 　 Ｋα２
（ ｔ） ＝ ｓｕｐ

Ｒ ＞ ０
Ｒα２

１
｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｖ － ＶＢ（Ｒ） ｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｔ

＜ ∞，

其中

　 　 α１， α２ ＞ － ｔ － ３
６（ ｔ － １）

， ｔ ＞ ３，

则在 ＲＲ３中 ｕ ＝ ｂ ≡ ０．
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注 ２　 特别地，若 α１ ＝ α２ ＝ ０， 即当（ｕ，ｂ） ∈ ＢＭＯ －１（ＲＲ３） 时，定理 ２ 成立．

定理 ３　 假设 （ｕ，ｂ） 是方程（１）的光滑解．若满足

　 　 Ｍβ１（ｑ） ＝ ｓｕｐ
Ｒ ＞ ０

Ｒβ１
１

｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ ｕ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｑ

＜ ∞，

　 　 Ｍβ２（ｑ） ＝ ｓｕｐ
Ｒ ＞ ０

Ｒβ２
１

｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ ｂ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｑ

＜ ∞，

其中

　 　 β １，β ２ ＞ ６ｑ － ３
８ｑ － ６

， ３
２

＜ ｑ ＜ ３，

则在 ＲＲ３中 ｕ ＝ ｂ ≡ ０．

１　 预 备 知 识

设 Ｒ ／ ２ ≤ ρ ＜ ｒ≤ Ｒ，定义截断函数 φ（ｘ） ∈ Ｃ∞
ｃ （Ｂ（ ｒ）），使得 ０ ≤ φ（ｘ） ≤ １．当 ｜ ｘ ｜ ≤ ρ 时，φ（ｘ） ＝ １；

当 ｜ ｘ ｜ ≥ ｒ 时，φ（ｘ） ＝ ０， 且满足

　 　 ｜ Ñφ（ｘ） ｜ ＜ Ｃ
ｒ － ρ

， ｜ Ñ２φ（ｘ） ｜ ＜ Ｃ
（ ｒ － ρ） ２ ．

引理 １［６］ 　 对任意 ２ ＜ ｓ ＜ ＋ ∞， 存在一个常数 ｃ０ ＝ ｃ０（ ｓ） ＞ ０ 和一个向量函数 ω ∈Ｗ１，ｓ（Ｂ（ ｒ））， 使得

Ñ·ω ＝ Ñφ·ｕ，且在 ∂Ｂ（ ｒ） 上 ω ＝ ０， 有

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñω ｜ ｓ ｄｘ ≤ ｃ０（ ｓ）∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ·ｕ ｜ ｓ ｄｘ ．

引理 ２［７］ 　 令 ｆ（ｘ） 是非负有界函数， 其定义域是［ ｒ１，ｒ２］ ⊂ ＲＲ ＋ ．若存在正数 ｋ ＞ ｌ ＞ ｍ，非负常数 Ｋ，Ｌ，
Ｍ，Ｎ 及参数 γ ∈ （０，１）， 使得对 ｒ１ ≤ ｓ ＜ ｔ ≤ ｒ２， 有

　 　 ｆ（ ｓ） ≤ γｆ（ ｔ） ＋ Ｋ
（ ｔ － ｓ） ｋ

＋ Ｌ
（ ｔ － ｓ） ｌ

＋ Ｍ
（ ｔ － ｓ）ｍ

＋ Ｎ，

则

　 　 ｆ（ ｓ） ≤ Ｃ（ｋ，ｌ，ｍ，γ）
Ｋ

（ ｔ － ｓ） ｋ
＋ Ｌ

（ ｔ － ｓ） ｌ
＋ Ｍ

（ ｔ － ｓ）ｍ
＋ Ｎé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

引理 ３［８］ 　 令 ϕ 是 Ｂ（Ｒ） 上具有紧支集的非负有界二次可微函数，Ｈ 是光滑向量， 使得 ｕ ＝ Ñ× Ｈ， 则

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ）

ϕ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ≤ Ｃ ∫
Ｂ（Ｒ）

ϕ ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（Ｒ）
ϕ ｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
＋ Ｃ ∫

Ｂ（Ｒ）
｜ Ñ２ϕ ｜ ｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ( ) ．

下面给出 Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ 型不等式．

引理 ４　 设 （ｕ，ｂ） 是方程（１）的光滑解．且 ｕ ＝ Ñ× Ｈ
－
＝ Ñ× Ｈ，ｂ ＝ Ñ× Ｖ

－
＝ Ñ× Ｖ， 其中 Ｈ

－
，Ｈ，Ｖ

－
和 Ｖ 是

光滑向量．则存在常数 Ｃ ＞ ０， 使得对任意 Ｒ ＞ １， 有

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ ／ ２）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｒ４∫

Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）
（ ｜ Ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｖ ｜ ２）ｄｘ １ ＋ １

Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｈ
－
｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）

＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｖ

－
｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３）

其中　 　 ｔ ＞ ３．
证明　 方程（１）第 １ 式的两边乘以 φｕ － ω， 方程（１）第 ２ 式的两边乘以 φｂ，然后在 Ｂ（ ｒ） 上积分，得

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）φｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ｂ（ ｒ）

Ñｕ ∶ （Ñφ 􀱋 ｕ）ｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

Ñｕ ∶ Ñωｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｕ·Ñｕ）·ωｄｘ －

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｂ·Ñｂ）·ωｄｘ － ∫
Ｂ（ ｒ）

Ñｂ ∶ （Ñφ 􀱋 ｂ）ｄｘ － ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｕ·Ñｕ）·φｕｄｘ －
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　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｕ·Ñｂ）·φｂｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｂ·Ñｂ）·φｕｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｂ·Ñｕ）·φｂｄｘ ＝

　 　 　 　 Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３ ＋ Ｉ４ ＋ Ｉ５ ＋ Ｉ６ ＋ Ｉ７ ＋ Ｉ８ ＋ Ｉ９ ．
由引理 １ 和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ｜ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ｜ ≤ ∫
Ｂ（ ｒ）

Ñｕ ∶ （Ñφ 􀱋 ｕ）ｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

Ñｕ ∶ Ñωｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
．

由 ｕ ＝ Ñ× Ｈ
－
、 引理 １ 和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ｜ Ｉ３ ＋ Ｉ４ ｜ ≤ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｕ·Ñｕ）·ωｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｂ·Ñｂ）·ωｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

（Ñ× Ｈ
－
） ｊ∂ｊｕｋω ｋｄｘ ＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
（Ñ× Ｖ

－
） ｊ∂ｊｂｋω ｋｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

Ｈ
－
·（Ñｕｋ × Ñω ｋ）ｄｘ ＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
Ｖ
－
·（Ñｂｋ × Ñω ｋ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｕ ｜ ｓｄｘ( )
１ ／ ｓ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）
＋[

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）

] ．
对于 Ｉ５， 利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可得

　 　 ｜ Ｉ５ ｜ ≤ ∫
Ｂ（ ｒ）

Ñｂ ∶ （Ñφ 􀱋 ｂ）ｄｘ ≤ Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
．

同样， Ｉ６ 可化为

　 　 ｜ Ｉ６ ｜ ≤ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｕ·Ñｕ）·φｕｄｘ ＝ １
２ ∫

Ｂ（ ｒ）
Ñ× Ｈ

－
·（Ñ｜ ｕ ｜ ２φ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 １
２ ∫

Ｂ（ ｒ）
Ｈ
－
·（Ñ× （Ñ｜ ｕ ｜ ２φ））ｄｘ ＝ １

２ ∫
Ｂ（ ｒ）

Ｈ
－
·（Ñφ × （Ñ｜ ｕ ｜ ２））ｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｕ ｜ ｓｄｘ( )

１ ／ ｓ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）
．

对于 Ｉ７，利用 ｕ ＝ Ñ× Ｈ
－
和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可得

　 　 ｜ Ｉ７ ｜ ＝ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｕ·Ñｂ）·φｂｄｘ ＝ ∫
Ｂ（ ｒ）

Ｈ
－
·Ñφ × （ｂ·Ñｂ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｂ ｜ ｓｄｘ( )

１ ／ ｓ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）
．

对于 Ｉ８ 和 Ｉ９，由 ｂ ＝ Ñ× Ｖ
－
和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，得

　 　 ｜ Ｉ８ ＋ Ｉ９ ｜ ＝ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｂ·Ñｂ）·φｕｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ｂ·Ñｕ）·φｂｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

ｂｉ∂ｉ（ｂ ｊｕ ｊ）φｄｘ ＝ ∫
Ｂ（ ｒ）

Ñ× Ｖ
－
·（Ñ（ｂｕ）φ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

Ｖ
－
·（Ñ× （Ñ（ｂｕ）φ））ｄｘ ＝ ∫

Ｂ（ ｒ）
Ｖ
－
·（Ñφ × （Ñ（ｂｕ）））ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｖ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ） ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｂ ｜ ｓｄｘ( )

１ ／ ｓ
＋[

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｕ ｜ ｓｄｘ( )

１ ／ ｓ

] ．
联立 Ｉ１ ～ Ｉ９， 再由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，得

　 　 ∫
Ｂ（ρ）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤ ∫
Ｂ（ ｒ）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）φｄｘ ≤
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　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｕ ｜ ｓｄｘ( )
１ ／ ｓ
Ｊ１ ＋ Ｃ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｂ ｜ ｓｄｘ( )

１ ／ ｓ
Ｊ２， （４）

其中

　 　 Ｊ１ ＝ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｈ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）
＋

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）
，

　 　 Ｊ２ ＝ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｈ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）
＋

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （２ｓ）
．

对于式（４），由 Ｙｏｕｎｇ 不等式，有

　 　 ∫
Ｂ（ρ）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 １
８ ∫Ｂ（ ｒ）（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ＋ Ｃ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( ) ＋

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｕ ｜ ｓｄｘ( )
２ ／ ｓ

＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｂ ｜ ｓｄｘ( )
２ ／ ｓ

[ ] ×

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ ｓ
＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ ｓ

[ ] ． （５）

当 ２ ＜ ｓ ＜ ６ 时， 由 Ｇａｇｌｉａｒｄｏ⁃Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ⁃Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式，有

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｕ ｜ ｓｄｘ( )
２ ／ ｓ

≤

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )
１－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )

θ
＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )

θ

[ ] ，

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ｓ ｜ ｂ ｜ ｓｄｘ( )
２ ／ ｓ

≤

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )
１－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )

θ
＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )

θ

[ ] ，

其中 θ ＝ ３（ ｓ － ２） ／ （２ｓ） ．通过 Ｙｏｕｎｇ 不等式，式（５）可化为

　 　 ∫
Ｂ（ρ）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 １
４ ∫Ｂ（ ｒ）（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ＋ Ｃ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( ) ＋

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ ｓ
＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ ｓ

[ ] ×

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )
１－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )

θ
＋[

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )
１－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )

θ

] ＋

　 　 　 　 Ｃ
１

（ ｒ － ρ） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ ／ （１－θ）

∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( ) ×

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （ ｓ（１－θ））
＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （ ｓ（１－θ））

[ ] ≤

　 　 　 　 １
４ ∫Ｂ（ ｒ）（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ＋ Ｃ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( ) ×
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　 　 　 　 １ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )
－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )

θ
＋[

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )
－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )

θ

] ×

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ ｓ
＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ ｓ

[ ] ＋

　 　 　 　 Ｃ
１

（ ｒ － ρ） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ ／ （１－θ）

∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( ) ×

　 　 　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （ ｓ（１－θ））
＋ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （ ｓ（１－θ））

[ ] ． （６）

下面估计式（６）中含有 ｜ Ñφ ｜ ２ 和 ｜ Ñ２φ ｜ ２ 的项．根据引理 ３，可得

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
（ ｒ － ρ） ２ ∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ｃ（ρ，ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２

＋ １
（ ｒ － ρ） ２∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｈ ｜ ２ｄｘé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
（ ｒ － ρ） ２ ∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｖ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ｃ（ρ，ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２

＋ １
（ ｒ － ρ） ２∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｖ ｜ ２ｄｘé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
（ ｒ － ρ） ４ ∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ｃ（ρ，ｒ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２

＋ １
（ ｒ － ρ） ２∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｈ ｜ ２ｄｘé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
（ ｒ － ρ） ４ ∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｖ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ｃ（ρ，ｒ）

｜ Ñｂ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２

＋ １
（ ｒ － ρ） ２∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｖ ｜ ２ｄｘé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

由上面 ４ 个式子以及 θ ＝ ３（ ｓ － ２） ／ （２ｓ）， 可得

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )
－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )

θ
＝ Ｃ
（ ｒ － ρ） ２θ

＝ Ｃ
１

（ ｒ － ρ） ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｓ－２） ／ ｓ

，

　 　 ∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ñφ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )
－θ ∫

Ｂ（ ｒ）
｜ Ñ２φ ｜ ２ ｜ ｂ ｜ ２ｄｘ( )

θ
＝ Ｃ
（ ｒ － ρ） ２θ

＝ Ｃ
１

（ ｒ － ρ） ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｓ－２） ／ ｓ

．

因为 θ ＝ ３（ ｓ － ２）
２ｓ

， 可得
ｓ － ２

ｓ（１ － θ）
＝ ２（ ｓ － ２）

６ － ｓ
， θ
１ － θ

＝ ３（ ｓ － ２）
６ － ｓ

， 有

　 　 Ｃ
１

（ ｒ － ρ） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ ／ （１－θ）

∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｈ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （ ｓ（１－θ））
＝ Ｃ

１
（ ｒ － ρ） ３∫Ｂ（ ｒ） ｜ Ｈ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

２（ ｓ－２） ／ （６－ｓ）

，

　 　 Ｃ
１

（ ｒ － ρ） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ ／ （１－θ）

∫
Ｂ（ ｒ）

｜ Ｖ
－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘ( )

（ ｓ－２） ／ （ ｓ（１－θ））
＝ Ｃ

１
（ ｒ － ρ） ３∫Ｂ（ ｒ） ｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

２（ ｓ－２） ／ （６－ｓ）

．

将上述式子代入式（６），再由 Ｙｏｕｎｇ 不等式，有

　 　 ∫
Ｂ（ρ）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 １
２ ∫Ｂ（ ｒ）（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ＋ Ｃ

（ ｒ － ρ） ４ ∫
Ｃ（ρ，ｒ）

｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫
Ｃ（ρ，ｒ）

｜ Ｖ ｜ ２ｄｘ( ) ×

　 　 　 　 １ ＋ １
（ ｒ － ρ） ３∫Ｂ（ ｒ） ｜ Ｈ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４（ ｓ－２） ／ （６－ｓ）

＋ １
（ ｒ － ρ） ３∫Ｂ（ ｒ） ｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４（ ｓ－２） ／ （６－ｓ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

由引理 ２，可得
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　 　 ∫
Ｂ（ρ）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
（ ｒ － ρ） ４ ∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫

Ｃ（ρ，ｒ）
｜ Ｖ ｜ ２ｄｘ( ) ×

　 　 　 　 １ ＋ １
（ ｒ － ρ） ３∫Ｂ（ ｒ） ｜ Ｈ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４（ ｓ－２） ／ （６－ｓ）

＋ １
（ ｒ － ρ） ３∫Ｂ（ ｒ） ｜ Ｖ

－
｜ ２ｓ ／ （ ｓ－２）ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４（ ｓ－２） ／ （６－ｓ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （７）

其中 ２ ＜ ｓ ＜ ６，令 ｔ ＝ ２ｓ ／ （ ｓ － ２），因此 ｔ ＞ ３．令 ρ ＝ Ｒ ／ ２，ｒ ＝ Ｒ， 则式（７）可化为

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ ／ ２）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｒ４∫

Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）
（ ｜ Ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｖ ｜ ２）ｄｘ ×

　 　 　 　 １ ＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｈ

－
｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）

＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｖ

－
｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

此即式（３），故引理 ４ 得证．

２　 主要结果的证明

定理 １的证明　 若 （ｕ， ｂ） 是方程（１）的光滑解， 假设 （ｕ， ｂ） ∈ Ｌｐ（ＲＲ３）， 其中 ３ ／ ２ ＜ ｐ ＜ ３． 定义如下

向量：

　 　 Ｈ ＝ １
－ Δ

（Ñ× ｕ）， Ｖ ＝ １
－ Δ

（Ñ× ｂ） ．

利用 Ñ·ｕ ＝ Ñ·ｂ ＝ ０， 有

　 　 Ñ× Ｈ ＝ Ñ× １
－ Δ

（Ñ× ｕ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ñ× Ñ× １

－ Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｕ ＋ Ñ Ñ· １

－ Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｕ，

　 　 Ñ× Ｖ ＝ Ñ× １
－ Δ

（Ñ× ｂ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ñ× Ñ× １

－ Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｂæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｂ ＋ Ñ Ñ· １

－ Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｂæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｂ ．

在引理 ４ 中， 令 ｔ ＝ ｑ ＝ ３ｐ ／ （３ － ｐ），因为 ３ ／ ２ ＜ ｐ ＜ ３，所以 ｑ ＞ ３．令 Ｈ ＝ Ｈ
－
＝ Ｈ，Ｖ ＝ Ｖ

－
＝ Ｖ ．将 Ｈ 和 Ｖ 代入

引理 ４，对任意 Ｒ ＞ １， 有

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ ／ ２）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｒ４∫

Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）
（ ｜ Ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｖ ｜ ２）ｄｘ ×

　 　 　 　 １ ＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｈ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ｑ－３）

＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｖ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ｑ－３）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （８）

通过 Ｒｉｅｓｚ 变换 Ｒｉ ＝ ∂ｉ ／ － Δ， 可得

　 　 ‖Ｈ‖Ｌｑ（ＲＲ３） ≤ Ｃ
１

－ Δ － Δ
（Ñ× ｕ）

Ｌｑ（ＲＲ３）

≤ Ｃ
１
－ Δ

（Ñ× ｕ）
Ｌｐ（ＲＲ３）

≤ Ｃ‖ｕ‖Ｌｐ（ＲＲ３），

　 　 ‖Ｖ‖Ｌｑ（ＲＲ３） ≤ Ｃ
１

－ Δ － Δ
（Ñ× ｂ）

Ｌｑ（ＲＲ３）

≤ Ｃ
１
－ Δ

（Ñ× ｂ）
Ｌｐ（ＲＲ３）

≤ Ｃ‖ｂ‖Ｌｐ（ＲＲ３） ．

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，式（８）可化为

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ ／ ２）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ＣＲ －１－６ ／ ｑ ∫
Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）

｜ Ｈ ｜ ｑｄｘ( )
２ ／ ｑ

＋ ∫
Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）

｜ Ｖ ｜ ｑｄｘ( )
２ ／ ｑ

[ ] ×

　 　 　 　 １ ＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｈ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ｑ－３）

＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｖ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ｑ－３）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．
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当 Ｒ →＋ ∞ 时，可得

　 　 ∫
ＲＲ３
（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ → ０．

由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入，有
　 　 ‖ｕ‖Ｌ６（ＲＲ３） ≤ Ｃ‖ Ñｕ‖Ｌ２（ＲＲ３）， ‖ｂ‖Ｌ６（ＲＲ３） ≤ Ｃ‖ Ñｂ‖Ｌ２（ＲＲ３），

则 ｕ ＝ ｂ ≡ ０．最后，对方程（１）第 １ 式的两边取散度，利用 Ñ·ｕ ＝ Ñ·ｂ ＝ ０， 则有

　 　 ΔＰ ＝－ Ñ·Ñ·（ｕ 􀱋 ｕ ＋ ｂ 􀱋 ｂ） ．
因此 Ｐ ＝ ＲｉＲｊ（ｕ 􀱋 ｕ ＋ ｂ 􀱋 ｂ） ＝ ０．

定理 ２的证明　 令 Ｈ
－
＝ Ｈ ＝ Ｈ － ＨＢ（Ｒ）， Ｖ

－
＝ Ｖ ＝ Ｖ － ＶＢ（Ｒ）， 则式（３）可化为

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ ／ ２）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｒ４∫

Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）
（ ｜ Ｈ － ＨＢ（Ｒ） ｜ ２ ＋｜ Ｖ － ＶＢ（Ｒ） ｜ ２）ｄｘ ×

　 　 　 　 １ ＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｈ － ＨＢ（Ｒ） ｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）

＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｖ － ＶＢ（Ｒ） ｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

　 　 　 　 Ｃ［（Ｋα１
（ ｔ）） ２Ｒ －１－２α１ ＋ （Ｋα２

（ ｔ）） ２Ｒ －１－２α２］ ×
　 　 　 　 ［１ ＋ Ｒ（ －４ｔ ／ （ ｔ －３））α１（Ｋα１

（ ｔ）） ４ｔ ／ （ ｔ －３） ＋ Ｒ（ －４ｔ ／ （ ｔ －３））α２（Ｋα２
（ ｔ）） ４ｔ ／ （ ｔ －３）］， （９）

其中

　 　 α１，α２ ＞ － ｔ － ３
６（ ｔ － １）

， ｔ ＞ ３．

令 Ｒ → ∞， 由式（９），有

　 　 ∫
ＲＲ３
（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ → ０，

再由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入 Ｗ１，２（ＲＲ３） Ｌ６（ＲＲ３）， 得

　 　 ‖ｕ‖Ｌ６（ＲＲ３） ≤ ‖ Ñｕ‖Ｌ２（ＲＲ３） → ０， ‖ｂ‖Ｌ６（ＲＲ３） ≤ ‖ Ñｂ‖Ｌ２（ＲＲ３） → ０，
因此，在 ＲＲ３中有 ｕ ＝ ｂ ≡ ０．

定理 ３的证明　 令 Ｈ
－
＝ Ｈ ＝ Ｈ，Ｖ

－
＝ Ｖ ＝ Ｖ ．这里 Ｈ 和 Ｖ 是以下边值问题的唯一解：

　 　
Ñ× Ｈ ＝ ｕ， Ñ·Ｈ ＝ ０，
Ñ× Ｖ ＝ ｂ， Ñ·Ｖ ＝ ０，{

且在 ∂Ｂ（Ｒ） 上 Ｈ·ν１ ＝ ０，Ｖ·ν２ ＝ ０，其中 ν１ 和 ν２ 是垂直于 ∂Ｂ（Ｒ） 的法向量．将 Ｈ 和 Ｖ 代入式（３）可得

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ ／ ２）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｒ４∫

Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）
（ ｜ Ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｖ ｜ ２）ｄｘ ×

　 　 　 　 １ ＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｈ ｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）

＋ １
Ｒ３∫Ｂ（Ｒ） ｜ Ｖ ｜ ｔｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （ ｔ －３）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１０）

由嵌入关系

　 　
∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｈ ｜ ３ｑ ／ （３－ｑ）ｄｘ( )
（３－ｑ） ／ （３ｑ）

≤ Ｃ ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ñ× Ｈ ｜ ｑｄｘ( )
１ ／ ｑ

，

∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｖ ｜ ３ｑ ／ （３－ｑ）ｄｘ( )
（３－ｑ） ／ （３ｑ）

≤ Ｃ ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ñ× Ｖ ｜ ｑｄｘ( )
１ ／ ｑ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

以及 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ ≤ ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｈ ｜ ３ｑ ／ （３－ｑ）ｄｘ( )
２（３－ｑ） ／ （３ｑ） ∫

Ｂ（Ｒ）
１ｄｘ( )

（５ｑ－６） ／ （３ｑ）
≤

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ñ× Ｈ ｜ ｑｄｘ( )
２ ／ ｑ
Ｒ５－６ ／ ｑ， （１２）
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　 　 ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｖ ｜ ２ｄｘ ≤ ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｖ ｜ ３ｑ ／ （３－ｑ）ｄｘ( )
２（３－ｑ） ／ （３ｑ） ∫

Ｂ（Ｒ）
１ｄｘ( )

（５ｑ－６） ／ （３ｑ）
≤

　 　 　 　 Ｃ ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ñ× Ｖ ｜ ｑｄｘ( )
２ ／ ｑ
Ｒ５－６ ／ ｑ ． （１３）

令 ｔ ＝ ３ｑ ／ （３ － ｑ）， 将式（１１）—（１３）代入式（１０）可得

　 　 ∫
Ｂ（Ｒ ／ ２）

（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２）ｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｒ４ ∫

Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）
｜ Ｈ ｜ ２ｄｘ ＋ ∫

Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ）
｜ Ｖ ｜ ２ｄｘ[ ] ×

　 　 　 　 １ ＋ Ｒ（ －１２＋４ｑ） ／ （２ｑ－３） ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｈ ｜ ３ｑ ／ （３－ｑ）ｄｘ( )
（１２－４ｑ） ／ （６ｑ－９）

＋[

　 　 　 　 Ｒ（ －１２＋４ｑ） ／ （２ｑ－３） ∫
Ｂ（Ｒ）

｜ Ｖ ｜ ３ｑ ／ （３－ｑ）ｄｘ( )
（１２－４ｑ） ／ （６ｑ－９）

] ≤

　 　 　 　 ＣＲ １
｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ） ｜ ｕ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

２ ／ ｑ

＋ １
｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ） ｜ ｂ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

２ ／ ｑ
é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 １ ＋ Ｒ４ｑ ／ （２ｑ－３） １
｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ ｕ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （２ｑ－３）

＋ Ｒ４ｑ ／ （２ｑ－３） １
｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ ｂ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

４ ／ （２ｑ－３）
é

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 ＣＲ Ｒβ１
１

｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ） ｜ ｕ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ －２β１ ＋ Ｒβ２
１

｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｃ（Ｒ ／ ２，Ｒ） ｜ ｂ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ －２β２é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 １ ＋ Ｒ４ｑ ／ （２ｑ－３） Ｒβ１
１

｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ ｕ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４ｑ ／ （２ｑ－３）

Ｒ４ｑβ１ ／ （２ｑ－３） ＋é

ë
êê

　 　 　 　 Ｒ４ｑ ／ （２ｑ－３） Ｒβ２
１

｜ Ｂ（Ｒ） ｜ ∫Ｂ（Ｒ） ｜ ｂ ｜ ｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４ｑ ／ （２ｑ－３）

Ｒ －４ｑβ２ ／ （２ｑ－３） ù

û
úú ≤

　 　 　 　 Ｃ［（Ｍβ１（ｑ））
２Ｒ１－２β１ ＋ （Ｍβ２（ｑ））

２Ｒ１－２β２］ ×
　 　 　 　 ［１ ＋ Ｒ（４ｑ ／ （２ｑ－３））（１－β１）（Ｍβ１（ｑ））

４ｑ ／ （２ｑ－３） ＋ Ｒ（４ｑ ／ （２ｑ－３））（１－β２）（Ｍβ２（ｑ））
４ｑ ／ （２ｑ－３）］， （１４）

其中

　 　 β １，β ２ ＞ ６ｑ － ３
８ｑ － ６

， ３
２

＜ ｑ ＜ ３．

令 Ｒ → ∞， 则由式（１４）可得

　 　 ∫
ＲＲ３
（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋｜ Ñｂ ｜ ２） → ０．

再由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入 Ｗ１，２（ＲＲ３） Ｌ６（ＲＲ３），有 ｕ ＝ ｂ ≡ ０．

３　 结　 　 论

磁流体动力学方程的研究对象是与磁场相互作用的流体运动．为了使三维稳态磁流体动力学方程只有

平凡的零解，通过 Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ 型不等式，结合 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理，得到使其成立的充分条件，即为 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定

理．本文证明了三维稳态磁流体动力学方程满足 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理的 ３ 个充分条件，其中之一是：若其光滑解 （ｕ，
ｂ） ∈ Ｌｐ（ＲＲ ３），ｐ∈（３ ／ ２，３），有 ｕ ＝ ｂ≡ ０．这个结论把三维稳态磁流体动力学方程的解在 Ｌｐ 空间中的可积指

标 ｐ 的下限从 ２ 扩展到３ ／ ２，推广了已有的结果．
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