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摘要：　 针对矩形边界越流承压含水层中非完整井抽水引起的复杂地下水流动问题，建立了直角坐标系下越流承

压含水层非完整井稳定流数学模型．通过对地下水流动计算模型的有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换域降深函

数的逆变换，提出了不同类型边界条件下越流承压含水层非完整井三维稳定流降深解析解．在验证降深解析解正确

性的基础上，通过降深解析解计算精度的分析，并结合非完整井抽水条件下含水层地下水流动特性，给出了降深解

析解满足计算精度要求的计算项数取值．探讨了含水层正交各向异性、抽水井完整性、井位布置等因素对含水层降

深和地下水流动的影响规律，并利用工程案例阐明了降深解析解的工程适用性．
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０　 引　 　 言

受含水层各向异性、边界条件和抽水井设置方式等因素的影响，抽水引起的含水层中地下水流动特征差

异明显．１８６３ 年，Ｄｕｐｕｉｔ［１］依据定水头圆岛模型，提出了均质、各向同性含水层中完整井稳定流公式．由于理

想的圆岛模型缺乏工程应用的适应性，１８７０ 年，Ｔｈｉｅｍ［２］ 引入影响半径概念，建立了圆形边界承压含水层完

整井稳定流计算 Ｔｈｉｅｍ 模型，提出了承压含水层完整井地下水二维稳定流解析解．在此基础上，Ｈａｎｔｕｓｈ 和

Ｊａｃｏｂ［３⁃５］进一步提出了考虑越流的承压含水层完整井降深解析解．针对非完整井抽水的地下水流动，Ｈａｎ⁃
ｔｕｓｈ［６⁃７］研究了侧向无限越流承压含水层非完整井地下水模型，求得了井壁流量均匀分布的非完整井流解析

解．为了描述圆形边界含水层中的地下水三维流动，Ｊａｖａｎｄｅｌ［８］、Ｃｈｅｎ 等［９］利用有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换，在极坐

标系下分别推导了各向同性、正交各向异性承压含水层非完整井抽水的三维稳定流解析解，丰富了承压含水

层井流理论．
上述研究成果均基于极坐标系下地下水流动微分方程、圆形边界、中心布井的地下水计算模型，较好地

反映了单井抽水的轴对称井流特征，但极坐标系下地下水流动解析解难以适应矩形边界含水层、多井、布井

方式多样性等地下水流动问题的计算分析，在工程实践应用中存在局限性．为此，Ｄａｌｙ 和 Ｍｏｒｅｌ⁃Ｓｅｙｔｏｕｘ［１０］ 建

立了直角坐标系下非均质各向同性承压含水层地下水稳定流计算模型，利用二维有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，推导了

承压含水层混合边界条件下无井流的地下水稳定流水头解析解．在此基础上，Ｙｅｏ 等［１１］提出了矩形边界承压

含水层多个完整井抽（注）水的稳定流降深解析解．针对均质各向同性承压含水层矩形边界的多样性，王旭东

等［１２］利用有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换分别推导了直角坐标系下定水头边界和隔水边界条件下完整井抽水的非稳定流

降深解析解．Ｃｈａｎ 等［１３］提出了矩形承压含水层在六类边界条件下的完整井非稳定流降深解析解，并通过算

例与改进反映法进行了对比验证［１４］，表明了有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法求解矩形边界承压含水层非稳定井流模型

的可行性．
对于矩形边界承压含水层中的地下水井流问题，已有的研究成果在综合考虑含水层正交各向异性、非完

整井、越流等因素对地下水流动的影响上仍然存在局限性．为此，本文通过构建直角坐标系下考虑含水层正

交各向异性、非完整井、抽水井位置、越流等因素的地下水流动数学模型，利用有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换和有限

复合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，推导了不同类型边界条件下越流承压含水层中非完整井三维稳定流解析解，为合理开展

矩形边界含水层的减压降水设计提供计算方法．

１　 计算模型建立

直角坐标系下，承压含水层均质、正交各向异性、等厚且水平，初始地下水的水头水平．地下水流动服从

Ｄａｒｃｙ 定律，任意位置非完整井定流量抽水，水流沿井壁均匀进水，考虑含水层之间的越流补给，且越流强度

与降深线性相关．图 １ 为定水头边界条件下越流承压含水层非完整井的计算模型．在定水头边界条件下，以
降深表示的越流承压含水层非完整井稳定流数学模型为
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式中， ｓ 为降深，ｍ； Ｋｘ，Ｋｙ，Ｋｚ 分别为承压含水层横向、纵向和竖直向的渗透系数，ｍ ／ ｄ； Ｋ′ｚ 为弱透水层竖直向

的渗透系数，ｍ ／ ｄ； Ｌ，Ｂ，Ｍ 分别为承压含水层的长度、宽度和厚度，ｍ； Ｍ′ 为弱透水层的厚度，ｍ； Ｑ 为单井抽

水量，ｍ３ ／ ｄ； ｄ 为抽水井滤管到含水层顶板的距离，ｍ； ｌｗ 为抽水井滤管长度，ｍ； （ｘｗ，ｙｗ） 为抽水井的位置坐
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标，ｍ； δ（ｘ － ｘｗ），δ（ｙ － ｙｗ） 为 Ｄｉｒａｃ 函数［１５⁃１６］，用以描述抽水井的位置．

图 １　 矩形边界越流承压含水层非完整井计算模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｗｅｌｌ ｉｎ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｌｅａｋｙ⁃ｃｏｎｆｉｎｅｄ ａｑｕｉｆｅｒ

２　 计算模型求解

矩形边界越流承压含水层中非完整井抽水引起的地下水三维流动，地下水流动控制方程（１）为关于空

间变量 ｘ，ｙ，ｚ 的二阶非齐次线性偏微分方程，源汇项中流量式（５）为分段非连续函数．首先利用有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ
变换法［１７］将二阶非齐次线性偏微分方程变换为常系数方程，求得有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换域中降深函数，然后对降

深函数进行逆变换得到实际空间域中的降深解析解［１８］ ．
２．１　 有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换域降深函数

如式（５）所示，非完整井的实管段封闭，滤管段定流量 Ｑ 均匀流入．根据有限复合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的适用条

件，首先需要对数学模型做关于变量 ｚ的有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换［１９⁃２０］，将数学模型转化为关于空间变量 ｘ，ｙ 的

一维有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换域中的数学模型．
关于空间变量 ｚ 的有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换的表达式如下［２１⁃２２］：

　 　 ｓ－ｋ ＝ ∫Ｍ
０
ｓ（ｘ，ｙ，ｚ）χｋ（λｋｚ）ｄｚ ． （６）

由于承压含水层的顶底板均为隔水边界，如式（４）所示， ｚ方向的特征函数 χ
ｋ（λｋｚ） 取为 ｃｏｓ（ｋπｚ ／ Ｍ），相

应的特征值为 λｋ ＝ ｋπ ／ Ｍ ．
对地下水流动控制方程（１）和流动边界条件（２）、（３）进行有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换（变换过程见附录 Ａ），

经有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换后的二维地下水数学模型为
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　 　 ｓ－ｋ ｘ ＝ ０ ＝ ｓ－ｋ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０， （８）
　 　 ｓ－ｋ ｙ ＝ ０ ＝ ｓ－ｋ ｙ ＝ Ｂ ＝ ０， （９）

　 　 ξｋ ＝
１，　 　 ｋ ＝ ０，
Ｍ

ｌｗｋπ
ｓｉｎ

ｋπ（ｄ ＋ ｌｗ）
Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｓｉｎ ｋπｄ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 　 ｋ ≥ １，

ì

î

í

ïï

ïï

（１０）

式中， ｓ－ｋ 为一维有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换域中的降深函数， ξｋ 为非完整井参数．
有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换域中二维地下水数学模型中的地下水流动方程（７）和边界条件（８）、（９）连续且齐次，
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可对地下水流动方程（７）进行有限复合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换［２３⁃２４］ ．关于空间变量 ｘ，ｙ 的有限复合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的表达

式如下［２５］：

　 　 ｓ－ ｋｍｎ ＝ ∫Ｌ
０
∫Ｂ

０
ｓ－ｋ（ｘ，ｙ）φｍ（αｍｘ）ψｎ（βｎｙ）ｄｘｄｙ ． （１１）

由于数学模型的外边界均为定水头边界， ｘ，ｙ 方向特征函数 φｍ（αｍｘ），ψｎ（βｎｙ） 分别取为 ｓｉｎ（ｍπｘ ／ Ｌ），
ｓｉｎ（ｎπｙ ／ Ｂ）， 相应的特征值分别为 αｍ ＝ ｍπ ／ Ｌ，βｎ ＝ ｎπ ／ Ｂ ．根据边界条件（８）、（９）对控制方程（７）进行有限

复合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，有限复合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换后的降深方程为

　 　 － Ｋｘα２
ｍ ｓ

－
ｋｍｎ － Ｋｙβ２

ｎ ｓ
－
ｋｍｎ － Ｋｚλ２

ｋ ＋
Ｋ′ｚ
ＭＭ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓ－ ｋｍｎ ＋ Ｑξｋφｍ（αｍｘｗ）ψｎ（βｎｙｗ） ＝ ０． （１２）

式（１２）是关于 ｓ－ ｋｍｎ 的代数方程，合并化简，可得有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换域中的降深函数：

　 　 ｓ－ ｋｍｎ ＝
Ｑξｋθｍｎ

β２
ｋｍｎ

， （１３）

式中， ｓ－ ｋｍｎ 为三维有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换域中的降深函数， θｍｎ ＝ φｍ（αｍｘｗ）ψｎ（βｎｙｗ）， β２
ｋｍｎ ＝ Ｋｚλ２

ｋ ＋ Ｋｘα２
ｍ ＋ Ｋｙβ２

ｎ ＋
Ｋ′ｚ ／ （ＭＭ′） ．
２．２　 实际空间域降深解析解

实际空间中的降深解析解通过对 ｓ－ ｋｍｎ 进行 ｚ，ｘ，ｙ 方向的有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换确定，实际空间域中的降深

ｓ（ｘ，ｙ，ｚ） 为

　 　 ｓ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ ０
∑
∞

ｎ ＝ ０

χ
ｋ（λｋｚ）φｍ（αｍｘ）ψｎ（βｎｙ）
Ｋ（λｋ）Ｍ（αｍ）Ｎ（βｎ）

ｓ－ ｋｍｎ， （１４）

式中， Ｋ（λｋ），Ｍ（αｍ），Ｎ（βｎ） 分别为空间变量 ｚ，ｘ，ｙ 方向特征函数的范数，范数与边界条件有关，根据特征

函数确定，参见附录 Ｂ ．
将特征函数、特征值、范数、 ｓ－ ｋｍｎ 代入式（１４），得到定水头边界条件下越流承压含水层非完整井稳定流

降深解析解：

　 　 ｓ ＝ ４Ｑ
ＭＬＢ ∑

∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １

θｍｎ

β２
ｍｎ

ｓｉｎ ｍπｘ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｙ

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２∑
∞

ｋ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １

ξｋθｍｎ

β２
ｋｍｎ

ｓｉｎ ｍπｘ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｙ

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｋπｚ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
， （１５）

式中

　 　 θｍｎ ＝ ｓｉｎ（ｍπｘｗ ／ Ｌ）ｓｉｎ（ｎπｙｗ ／ Ｂ）， β２
ｍｎ ＝ Ｋｘ（ｍπ ／ Ｌ） ２ ＋ Ｋｙ（ｎπ ／ Ｂ） ２ ＋ Ｋ′ｚ ／ （ＭＭ′），

　 　 β２
ｋｍｎ ＝ Ｋｚ（ｋπ ／ Ｍ） ２ ＋ Ｋｘ（ｍπ ／ Ｌ） ２ ＋ Ｋｙ（ｎπ ／ Ｂ） ２ ＋ Ｋ′ｚ ／ （ＭＭ′） ．

式（１５）中右侧第一项表示完整井抽水的降深分布，第二项表示非完整井抽水对降深分布的贡献．采用叠

加原理，式（１５）可推广至多抽注水井问题的求解．
越流承压含水层矩形边界条件具有多样性，不同类型边界条件下越流承压含水层非完整井稳定流数学

模型的解析解可参考本小节内容和附录 Ｂ 的推导，相应数学模型的降深解析解见附录 Ｃ ．

３　 验证与讨论

３．１　 解析解退化验证

为了验证矩形边界越流承压含水层中非完整井稳定流降深解析解的正确性， 我们在完整井抽水、 无越

流条件下， ξｋ ＝ ０， Ｋ′ｚ ＝ ０， 式（１５）可转化为定水头边界条件下水平正交各向异性承压含水层完整井稳定流降

深解：

　 　 ｓ ＝ ４Ｑ
ＭＬＢ∑

∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １

ｓｉｎ（ｍπｘｗ ／ Ｌ）ｓｉｎ（ｎπｙｗ ／ Ｂ）
Ｋｘ（ｍπ ／ Ｌ） ２ ＋ Ｋｙ（ｎπ ／ Ｂ） ２ ｓｉｎ ｍπｘ

Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｙ

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１６）

式（１６）与文献［１１］给出的水平正交各向异性承压含水层完整井稳定流降深解析解完全一致．式（１６）的
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各向同性 （Ｋｘ ＝ Ｋｙ） 解析解也与文献［１２⁃１３］提出的各向同性承压含水层完整井非稳定流降深长期 （ ｔ→∞）
解析解相一致．

上述分析表明，本文提出的矩形边界越流承压含水层非完整井稳定流降深解析解，不仅可退化为考虑正

交各向异性、完整井等因素的诸多已有解答，而且还能全面考虑承压含水层的越流、非完整井、任意位置布井

等复杂因素．
３．２　 解析解对比验证

为了验证不同坐标系下降深解析解的差异，求解越流和非完整井问题的正确性，我们利用有限元数值解

和极坐标系下相关解析解［２，５，９］等进行对比验证．
直角坐标系下，定水头边界越流承压含水层非完整井抽水计算模型为 Ｌ ＝ Ｂ ＝ ５００ ｍ，Ｍ ＝ ２０ ｍ，Ｍ′ ＝ １０ ｍ，

Ｋｘ ＝ Ｋｙ ＝ Ｋｚ ＝ ５ ｍ ／ ｄ， Ｋ′ｚ ＝ ０．０２ ｍ ／ ｄ， ｄ ＝ ５ ｍ， ｌｗ ＝ １０ ｍ， Ｑ ＝ １ ０００ ｍ３ ／ ｄ， 抽水井位置（ｘｗ，ｙｗ） ＝ （２５０ ｍ，
２５０ ｍ） ．极坐标系下计算区域半径 Ｒ ＝ ２５０ ｍ，抽水井位于圆心．

图 ２ 给出了计算模型的降深．Ｔｈｉｅｍ 解［２］和 Ｈａｎｔｕｓｈ 解［５］分别是极坐标系下各向同性含水层完整井和各

向同性越流含水层完整井的降深解．对比分析表明，两种坐标系下降深计算结果具有良好的一致性，当含水

层有越流补给时，其降深较无越流时小．极坐标系下降深较直角坐标系下降深略小，其原因是圆形边界条件

下地下水容易得到补给所致，而本文解析解与相同计算模型降深数值解的一致性较好，说明了两种坐标系下

计算区域形状均会对地下水流动产生影响．
由图 ３ 给出的含水层顶面处的降深分布可知，降深解析解式（１５）能较好地反映非完整井抽水时的降深

分布，体现了抽水井完整性对含水层中地下水流动的影响．在距离抽水井一倍含水层厚度范围内，完整井和

非完整井抽水时降深存在明显差异．对比分析发现，降深分布不仅与非完整井滤管长度有关，还与滤管位置

ｄ 有关．在相同抽水量条件下，滤管越长，降深愈小；滤管越靠近含水层顶板，降深愈大．因此在矩形边界承压

含水层地下水流动计算中，有必要考虑抽水井的完整性和滤管设置位置对地下水流动的影响．

图 ２　 降深分布曲线（越流与无越流） 图 ３　 降深分布曲线（完整井与非完整井）
Ｆｉｇ． ２　 Ｄｒａｗｄｏｗｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ（ ｌｅａｋａｇｅ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｌｅａｋａｇｅ） Ｆｉｇ． ３　 Ｄｒａｗｄｏｗｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ（ ｆｕｌｌｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｗｅｌｌ

ａｎｄ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｗｅｌｌ）

３．３　 降深解析解计算项数取值

由于式（１５）降深解析解采用级数表示，计算项数直接影响降深的计算精度．为了分析 ｍ，ｎ 取值对降深

计算精度的影响，定义降深的相对误差 Δ 为

　 　 Δ ＝
ｓＳＮ － ｓ３００

ｓ３００
× １００％， （１７）

式中， ｓＳＮ 和 ｓ３００ 分别是计算项数 ｍ ＝ ｎ ＝ ＴＳＮ 和计算项数 ｍ ＝ ｎ ＝ ３００ 时的降深值，ｍ ．
图 ４、图 ５ 分别给出了完整井、非完整井的降深和相对误差与计算项数 ＴＳＮ 的关系．随着计算项数的增

加，不同位置处的降深均渐趋稳定，相对误差呈现周期性减小趋势．计算结果显示，相同精度条件下，完整井

降深的收敛速度比非完整井降深的收敛速度要快，离抽水井距离越近，降深的收敛速度越慢．从地下水的流

动特征来看，由于抽水井附近降深大，地下水三维流动明显．由此可见，在计算这些区域降深时，需要更多的

计算项数才能满足精度要求．若以相对误差±２％的精度确定计算项数，对于完整井，计算点位于一倍含水层

厚度以外取 １００ 项，一倍含水层厚度以内取 ２００ 项．对于非完整井，需通过增加计算项数以满足计算精度要
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求，计算项数可分别取 １５０ 项和 ２５０ 项．

图 ４　 降深及相对误差随计算项数的变化（完整井） 图 ５　 降深及相对误差随计算项数的变化（非完整井）
Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｒａｗｄｏｗｎｓ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｒａｗｄｏｗｎｓ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｉｔｅｍｓ （ｆｕｌｌｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｗｅｌｌ） ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｉｔｅｍｓ （ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｗｅｌｌ）

３．４　 边界条件对降深的影响

图 ６ 给出了四周定水头边界（附录 Ｃ 中 ｃａｓｅ １）、定水头边界与隔水边界对称组合条件（附录 Ｃ 中 ｃａｓｅ
３）下的降深分布曲线．两种情况下 ｘ 方向均为定水头边界，降深分布基本一致，如图 ６ 中右侧降深曲线所示．
受 ｙ方向边界条件影响（图 ６ 中左侧降深曲线显示），在隔水边界上产生降深，隔水边界条件下的降深较定水

头边界条件下的降深要大，其正确性在文献［１０］中得到验证．地下水降深的分布特征反映了含水层边界条件

对地下水流动的影响，计算结果与有限元数值解的一致性良好，也进一步说明了降深解析解的正确性．

图 ６　 降深分布曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｒａｗｄｏｗｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ

图 ７　 承压含水层非完整井水力梯度（剖面）
Ｆｉｇ． ７　 Ｇｒａｄｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｗｅｌｌ ｉｎ ａ ｃｏｎｆｉｎｅｄ ａｑｕｉｆｅｒ（ｐｒｏｆｉｌｅ）
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３．５　 非完整井及含水层正交各向异性对地下水渗流场的影响

承压含水层完整井抽水时，地下水呈平面二维流动．非完整井抽水造成地下水的三维流动，尤其是在非

完整井附近的三维流动更为明显．由图 ７ 给出的承压含水层非完整井抽水的水力梯度可知，非完整井附近的

地下水竖向流动造成流线偏转并加长，使地下水呈现三维流动．此外，含水层的正交各向异性进一步加剧了

地下水的三维流动特征．非完整井引起的地下水三维流动的影响范围大约为 （１．５ ～ ２．０）· Ｋｘ ／ Ｋｚ 倍含水层

厚度［７］ ．
３．６　 抽水井位置对地下水渗流场的影响

图 ８ 为矩形边界越流承压含水层完整井抽水的降深等值线及水力梯度．与极坐标系下抽水井只能布置

在模型中心、地下水呈现轴对称流动相比，直角坐标系下抽水井的布置更加灵活，能够充分反映抽水井位置、
含水层的定水头边界和隔水边界对地下水流动的影响，降深解析解式（１５）提高了工程实践的适用性．

图 ８　 降深等值线及水力梯度（平面）

Ｆｉｇ． ８　 Ｄｒａｗｄｏｗｎ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ａｎｄ ｇｒａｄｉｅｎｔｓ（ｐｌａｎｅ）

４　 工程案例分析

４．１　 工程概况

天津某地铁车站场地进行了抽水试验［２６⁃２７］， 抽水目标承压含水层厚度 Ｍ 为 １１ ｍ， 渗透系数 Ｋ 为 ０．５９
ｍ ／ ｄ；上部弱透水层厚度 Ｍ′Ⅰ 为 ７．２ ｍ，下部弱透水层厚度 Ｍ′Ⅱ 为 ３．９ ｍ，上、下弱透水层的渗透系数 Ｋ′ｚⅠ ＝ Ｋ′ｚⅡ
＝ ０．００１ ｍ ／ ｄ，非完整井滤管长度 ｌｗ 为 １０ ｍ，抽水量 Ｑ 为 ２４ ｍ３ ／ ｄ ．根据抽水试验确定的影响半径，地下水流

动计算模型平面尺寸取为 ２００ ｍ×２００ ｍ，模型外边界为定水头边界，非完整抽水井位于模型中心．抽水井和

观测井的平面布置如图 ９ 所示，概化后的越流承压含水层非完整井稳定流计算模型如图 １０ 所示．
４．２　 降深对比分析

根据线性偏微分方程叠加原理，当承压含水层上、下均为弱透水层时，定水头边界条件下越流承压含水

层非完整井稳定流降深解析解为

　 　 ｓ ＝ ４Ｑ
ＭＬＢ ∑

∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １

θｍｎ

β′２ｍｎ
ｓｉｎ ｍπｘ

Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｙ

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２∑
∞

ｋ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １

ξｋθｍｎ

β′２ｋｍｎ
ｓｉｎ ｍπｘ

Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｙ

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｋπｚ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
， （１８）
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式中

　 　 θｍｎ ＝ ｓｉｎ（ｍπｘｗ ／ Ｌ）ｓｉｎ（ｎπｙｗ ／ Ｂ），
　 　 β２

ｍｎ ＝ Ｋｘ（ｍπ ／ Ｌ） ２ ＋ Ｋｙ（ｎπ ／ Ｂ） ２ ＋ Ｋ′ｚⅠ ／ （ＭＭ′Ⅰ） ＋ Ｋ′ｚⅡ ／ （ＭＭ′Ⅱ），
　 　 β２

ｋｍｎ ＝ Ｋｚ（ｋπ ／ Ｍ） ２ ＋ Ｋｘ（ｍπ ／ Ｌ） ２ ＋ Ｋｙ（ｎπ ／ Ｂ） ２ ＋ Ｋ′ｚⅠ ／ （ＭＭ′Ⅰ） ＋ Ｋ′ｚⅡ ／ （ＭＭ′Ⅱ） ．
利用降深解析解式（１８）对抽水试验进行了降深计算，计算结果如图 １１ 所示，降深计算值与实测值［２６⁃２７］

在数值大小和分布规律上都吻合良好，计算精度能够满足工程设计要求，也表明了矩形边界越流承压含水层

非完整井计算模型在工程实践中的适用性．

图 ９　 抽水井和观测井布置（单位： ｍ）

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｐｕｍｐｉｎｇ ｗｅｌｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｗｅｌｌ ｌａｙｏｕｔ（ｕｎｉｔ： ｍ）

图 １０　 地下水计算模型（单位： ｍ） 图 １１　 降深计算值与实测值对比

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｇｒｏｕｎｄｗａｔｅｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ（ｕｎｉｔ： ｍ） Ｆｉｇ． １１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｅｄ

ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒａｗｄｏｗｎ

５　 结　 　 论

１） 本文考虑了矩形边界越流承压含水层的正交各向异性、越流、非完整井、边界条件等因素对地下水流

动的影响，利用有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和有限复合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，提出了矩形边界越流承压含水层中非完整井稳定

流降深求解方法，给出了不同类型边界条件下越流承压含水层中非完整井稳定流降深解析解．
２） 通过降深解析解的退化验证，与极坐标系下降深解析解的对比验证，阐明了本文降深解析解的正确

性．为保证降深解析解的计算精度，根据抽水井的完整性、地下水流动特征以及计算点的位置，给出了降深解

析解计算项数的合理取值．
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３） 矩形边界越流承压含水层中非完整井稳定流降深解析解能够考虑正交各向异性、越流、非完整井、任
意井位等因素，展现了良好的工程适用性，可以为工程实践中合理开展承压含水层非完整井减压降水设计提

供计算方法，并能推广至抽注水多井问题的地下水流动问题分析中．

致谢　 本文作者衷心感谢上海隧道工程有限公司科研项目（２０２１⁃ＳＫ⁃２１）对本文的资助．

附录 Ａ　 地下水流动控制方程的有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换

根据有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换公式（６），对地下水流动控制方程（１）的每一项进行变换，由于 ｚ 方向的两端为隔水边界，特征

函数为 ｃｏｓ（ｋπｚ ／ Ｍ）， 有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换的结果为

　 　 ∫Ｍ
０
Ｋｘ

∂２ ｓ
∂ｘ２ ｃｏｓ

ｋπｚ
Ｍ( ) ｄｚ ＝ Ｋｘ

∂２ ｓ－ ｋ
∂ｘ２ ， （Ａ１）

　 　 ∫Ｍ
０
Ｋｙ

∂２ ｓ
∂ｙ２ ｃｏｓ

ｋπｚ
Ｍ( ) ｄｚ ＝ Ｋｙ

∂２ ｓ－ ｋ
∂ｙ２ ， （Ａ２）

　 　 ∫Ｍ
０
Ｋｚ

∂２ ｓ
∂ｚ２

ｃｏｓ
ｋπｚ
Ｍ( ) ｄｚ ＝ － Ｋｚ

ｋπ
Ｍ( )

２

ｓ－ ｋ ＝ － Ｋｚλ２
ｋ ｓ
－
ｋ， （Ａ３）

　 　 ∫Ｍ
０
－

Ｋ′ｚ
ＭＭ′

ｓｃｏｓ
ｋπｚ
Ｍ( ) ｄｚ ＝ －

Ｋ′ｚ
ＭＭ′

ｓ－ ｋ， （Ａ４）

　 　 ∫Ｍ
０
Ｑ（ ｚ）δ（ｘ － ｘｗ）δ（ｙ － ｙｗ）ｃｏｓ

ｋπｚ
Ｍ( ) ｄｚ ＝ Ｑδ（ｘ － ｘｗ）δ（ｙ － ｙｗ） ∫ｄ＋ｌｗ

ｄ

１
ｌｗ

ｃｏｓ
ｋπｚ
Ｍ( ) ｄｚ ＝

　 　 　 　 Ｑδ（ｘ － ｘｗ）δ（ｙ － ｙｗ）ξｋ， （Ａ５）

式中

　 　 ξｋ ＝ ∫ｄ＋ｌｗ
ｄ

１
ｌｗ

ｃｏｓ
ｋπｚ
Ｍ( ) ｄｚ ＝

１，　 　 ｋ ＝ ０，

Ｍ
ｌｗｋπ

ｓｉｎ
ｋπ（ｄ ＋ ｌｗ）

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｓｉｎ

ｋπｄ
Ｍ( )é

ë
êê

ù

û
úú ，　 　 ｋ ≥ １ ．{

将每一项的变换式（Ａ１）—（Ａ５）代入原地下水流动控制方程（１），即可得到有限 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦变换后的地下水流动控制方

程（７）．

附录 Ｂ　 特征函数、特征值、范数以及变换参数

特征函数、 特征值、 范数与数学模型边界条件有关， 不同类型边界条件下特征函数、 特征值、 范数、 变换参数的取值见

表 Ｂ１．
表 Ｂ１　 不同类型边界条件下的特征函数、特征值、范数以及变换参数

Ｔａｂｌｅ Ｂ１　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ， ｎｏｒｍｓ ａｎｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ａｘｉｓ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｎｏｒｍ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｘ

ｓ ｘ ＝ ０ ＝ ｓ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０ αｍ ＝ ｍπ
Ｌ

φｍ（αｍｘ） ＝ ｓｉｎ（αｍｘ） Ｍ（αｍ） ＝ Ｌ
２

（ｍ ≥ １） ｍ ∈ ［１，∞ ）

∂ｓ
∂ｘ ｘ ＝ ０

＝ ｓ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０ αｍ ＝ （２ｍ ＋ １）π
２Ｌ

φｍ（αｍｘ） ＝ ｃｏｓ（αｍｘ） Ｍ（αｍ） ＝ Ｌ
２

（ｍ ≥ ０） ｍ ∈ ［０，∞ ）

ｙ

ｓ ｙ ＝ ０ ＝ ｓ ｙ ＝ Ｂ ＝ ０ βｎ ＝ ｎπ
Ｂ

ψｎ（βｎｙ） ＝ ｓｉｎ（βｎｙ） Ｎ（βｎ） ＝ Ｂ
２

（ｎ ≥ １） ｎ ∈ ［１，∞ ）

∂ｓ
∂ｙ ｙ ＝ ０

＝ ∂ｓ
∂ｙ ｙ ＝ Ｂ

＝ ０ βｎ ＝ ｎπ
Ｂ

ψｎ（βｎｙ） ＝ ｃｏｓ（βｎｙ） Ｎ（βｎ） ＝
Ｂ（ｎ ＝ ０）

Ｂ ／ ２（ｎ ≥ １）{ ｎ ∈ ［０，∞ ）

∂ｓ
∂ｙ ｙ ＝ ０

＝ ｓ ｙ ＝ Ｂ ＝ ０ βｎ ＝ （２ｎ ＋ １）π
２Ｂ

ψｎ（βｎｙ） ＝ ｃｏｓ βｎｙ( ) Ｎ（βｎ） ＝ Ｂ
２

（ｎ ≥ ０） ｎ ∈ ［０，∞ ）

ｚ
∂ｓ
∂ｚ ｚ ＝ ０

＝ ∂ｓ
∂ｚ ｚ ＝ Ｍ

＝ ０ λｋ ＝ ｋπ
Ｍ

χ
ｋ（λｋ ｚ） ＝ ｃｏｓ（λｋ ｚ） Ｋ（λｋ） ＝

Ｍ（ｋ ＝ ０）

Ｍ ／ ２（ｋ ≥ １）{ ｋ ∈ ［０，∞ ）
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附录 Ｃ　 不同类型边界条件下降深解析解

表 Ｃ１　 降深解析解（ｃａｓｅ １～３）
Ｔａｂｌｅ Ｃ１　 Ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒａｗｄｏｗｎ（ｃａｓｅ １～３）

ｃａｓｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｐｌａｎ ｓ（ｘ，ｙ，ｚ）

１ ４ ｆｉｘｅｄ⁃ｈｅａｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｓ ＝ ４Ｑ
ＢＬＭ ∑

∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １

θｍｎ
β２
ｍｎ

ｓｉｎ
ｍπｘ
Ｌ( ) ｓｉｎ

ｎπｙ
Ｂ( ) ＋ 　 　 　[

　 　 　 ２∑
∞

ｋ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １

ξｋθｍｎ
β２
ｍｎｋ

ｓｉｎ
ｍπｘ
Ｌ( ) ｓｉｎ

ｎπｙ
Ｂ( ) ｃｏｓ

ｋπｚ
Ｍ( ) ]

θｍｎ ＝ ｓｉｎ
ｍπｘｗ
Ｌ( ) ｓｉｎ

ｎπｙｗ
Ｂ( )

２ ４ ｉｍｐｅｒｍｅａｂｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｓ ＝ Ｑ
ＢＬＭ ∑

∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ ０
εｍｎ

θｍｎ
β２
ｍｎ

ｃｏｓ
ｍπｘ
Ｌ( ) ｃｏｓ

ｎπｙ
Ｂ( ) ＋ 　 　 　[

　 　 　 ２∑
∞

ｋ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ ０
εｍｎ

ξｋθｍｎ
β２
ｍｎｋ

ｃｏｓ
ｍπｘ
Ｌ( ) ｃｏｓ

ｎπｙ
Ｂ( ) ｃｏｓ

ｋπｚ
Ｍ( ) ]

θｍｎ ＝ ｃｏｓ
ｍπｘｗ
Ｌ( ) ｃｏｓ

ｎπｙｗ
Ｂ( )

εｍｎ ＝
１，　 　 ｍ ＝ ０， ｎ ＝ ０，

２，　 　 ｍ ＝ ０， ｎ ≥ １　 ｏｒ　 ｍ ≥ １， ｎ ＝ ０，

４，　 　 ｍ ≥ １， ｎ ≥ １
{

３
２ ｆｉｘｅｄ⁃ｈｅａｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ （ｐａｒａｌｌｅｌ）

２ ｉｍｐｅｒｍｅａｂｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｓ ＝ ２Ｑ
ＢＬＭ ∑

∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ １
εｎ

θｍｎ
β２
ｍｎ

ｓｉｎ
ｍπｘ
Ｌ( ) ｃｏｓ

ｎπｙ
Ｂ( ) ＋ 　 　 　[

　 　 　 ２∑
∞

ｋ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ １
εｎ

ξｋθｍｎ
β２
ｍｎｋ

ｓｉｎ
ｍπｘ
Ｌ( ) ｃｏｓ

ｎπｙ
Ｂ( ) ｃｏｓ

ｋπｚ
Ｍ( ) ]

θｍｎ ＝ ｓｉｎ
ｍπｘｗ
Ｌ( ) ｃｏｓ

ｎπｙｗ
Ｂ( )

εｎ ＝
１，　 　 ｎ ＝ ０，

２，　 　 ｎ ≥ １{

β２
ｍｎｋ ＝ Ｋｘ

ｍπ
Ｌ( )

２
＋ Ｋｙ

ｎπ
Ｂ( )

２
＋ Ｋｚ

ｋπ
Ｍ( )

２
＋

Ｋ′ｚ
ＭＭ′

， β２
ｍｎ ＝ Ｋｘ

ｍπ
Ｌ( )

２
＋ Ｋｙ

ｎπ
Ｂ( )

２
＋

Ｋ′ｚ
ＭＭ′

表 Ｃ２　 降深解析解（ｃａｓｅ ４）
Ｔａｂｌｅ Ｃ２　 Ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒａｗｄｏｗｎ（ｃａｓｅ ４）

ｃａｓｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｐｌａｎ ｓ（ｘ，ｙ，ｚ）

４
２ ｆｉｘｅｄ⁃ｈｅａｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

２ ｉｍｐｅｒｍｅａｂｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｓ ＝ ４Ｑ
ＢＬＭ ∑

∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ ０

θｍｎ
β２
ｍｎ

ｃｏｓ
（２ｍ ＋ １）πｘ

２Ｌ( ) ｃｏｓ
（２ｎ ＋ １）πｙ

２Ｂ( ) ＋ 　 　 　[

　 　 ２∑
∞

ｋ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ ０

ξｋθｍｎ
β２
ｍｎｋ

ｃｏｓ
（２ｍ ＋ １）πｘ

２Ｌ( ) ｃｏｓ
（２ｎ ＋ １）πｙ

２Ｂ( ) ｃｏｓ
ｋπｚ
Ｍ( ) ]

θｍｎ ＝ ｃｏｓ
（２ｍ ＋ １）πｘｗ

２Ｌ( ) ｃｏｓ
（２ｎ ＋ １）πｙｗ

２Ｂ( )

β２
ｍｎｋ ＝ Ｋｘ

（２ｍ ＋ １）π
２Ｌ( )

２
＋ Ｋｙ

（２ｎ ＋ １）π
２Ｂ( )

２
＋ Ｋｚ

ｋπ
Ｍ( )

２
＋

Ｋ′ｚ
ＭＭ′

， β２
ｍｎ ＝ Ｋｘ

（２ｍ ＋ １）π
２Ｌ( )

２
＋ Ｋｙ

（２ｎ ＋ １）π
２Ｂ( )

２
＋

Ｋ′ｚ
ＭＭ′
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表 Ｃ３　 降深解析解（ｃａｓｅ ５，６）

Ｔａｂｌｅ Ｃ３　 Ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒａｗｄｏｗｎ（ｃａｓｅ ５，６）

ｃａｓｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｐｌａｎ ｓ（ｘ，ｙ，ｚ）

５
１ ｆｉｘｅｄ⁃ｈｅａｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

３ ｉｍｐｅｒｍｅａｂｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｓ ＝ ２Ｑ
ＢＬＭ ∑

∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ ０
εｎ

θｍｎ
β２
ｍｎ

ｃｏｓ
（２ｍ ＋ １）πｘ

２Ｌ( ) ｃｏｓ
ｎπｙ
Ｂ( ) ＋ 　 　 　[
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