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摘要：　 基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，推导了挠曲电纳米板的二维场方程和边界条件，然后将本构关系和几何关系代入

场方程中，得到了相应的控制方程．研究了非均匀温度变化引起的挠曲电纳米板面内拉伸变形、厚度伸缩变形、对称

厚度⁃剪切变形及其耦合的挠曲电极化．位移场和电势场用双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数解求解．结果表明，所有场都对温度载荷

敏感，这为利用温度场控制挠曲电纳米板的力学和电学行为提供了前景．对比分析了温度场和机械场对位移场的影

响，拓展了考虑挠曲电效应和温度效应的 Ｍｉｎｄｌｉｎ⁃Ｍｅｄｉｃｋ 板结构分析理论，其可为微纳米尺度器件的结构设计提供
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０　 引　 　 言

常见的力电耦合效应，如压电效应、挠曲电效应、铁电效应、电致伸缩效应等，广泛存在于各类介电材料

中．其中压电效应是最常见的一种力电耦合效应，其在俘能器［１⁃４］、传感器［５⁃６］、驱动器［７⁃８］ 等智能器件的设计

中应用广泛．然而，随着纳米技术的发展，压电器件的材料制约了其进一步发展，主要表现在 ３ 个方面： １）压
电效应只存在于非中心对称晶体中； ２）随着器件的小型化和智能化，压电理论已经不能很好地解释与材料

或结构尺度相关的不寻常的力电耦合现象； ３）压电器件要求其服役温度低于材料的 Ｃｕｒｉｅ 温度，进一步限制

了压电器件的使用环境．相比于压电效应，挠曲电效应存在于所有的介电材料中［９］，且随着材料或结构的尺

寸减小，挠曲电效应会变得更加显著［１０］ ．同时，由挠曲电材料制成的智能器件，其工作温度不受 Ｃｕｒｉｅ 温度影

响．因此，挠曲电效应受到了研究人员的关注．
经典压电学理论给出了极化与均匀应变的关系，而挠曲电效应则描述了极化与非均匀应变如应变梯度

之间的耦合关系［１１］ ．１９６８ 年，Ｍｉｎｄｌｉｎ 首次提出极化梯度的概念［１２］，成功将力电耦合效应从压电材料拓展到

挠曲电材料．在 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论的基础上，Ｍａｊｄｏｕｂ 等［１０，１３］考虑了纳米悬臂梁对应变梯度的响应，发现挠曲电效

应可以显著增强纳米结构中的俘能效率，并对纳米结构中的压电和弹性行为产生影响．Ｈｕ 和 Ｓｈｅｎ［１４⁃１６］ 提出

了一种连续介质力学力电耦合理论框架，更全面地考虑了纳米电介质的挠曲电效应、表面效应和静电力，给
出了详细的控制方程和边界条件，为挠曲电效应的研究提供了理论基础．关于挠曲电效应较新的综述研究可

参考文献［１１］，其提供了更多与挠曲电效应相关的参考文献．
对挠曲电器件变形和电场行为的调控包括接触式和非接触式，其中机械调控［９，１７⁃１８］ 属于接触式调控，磁

场［１９⁃２１］和温度场［２２⁃２６］等调控属于非接触式调控．机械调控利用施加于器件上的机械力产生应变梯度，从而产

生电极化；而温度场调控则是利用热弹性效应产生应变梯度，进而产生电极化．温度效应广泛存在于挠曲电

器件中，并通过热弹性效应影响其性能．Ｈａｄｊｅｓｆａｎｄｉａｒｉ［２３］ 通过引入高阶应变梯度，建立了非均质各向异性固

体中尺寸相关的热弹性方程．Ｓａｍａｎｉ 等［２４］利用挠曲电效应和纳米梁尺寸效应的非经典理论，研究了挠曲电

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在热场和机械场作用下的屈曲行为．Ｃｈｕ 等［２５］综合考虑非局域效应和应变梯度效应，分析了功

能梯度挠曲电纳米梁在温度场作用下的热致非线性动力学问题．前人研究的主要是一维问题，目前关于温度

效应的挠曲电二维问题的成果相对较少．
近来，随着微纳米尺度二维材料的快速发展，挠曲电纳米板的器件应用也越来越广泛，例如挠曲电传感

器、致动器等．本文基于挠曲电理论［２７⁃２８］ 和温度效应建立了 Ｍｉｎｄｌｉｎ⁃Ｍｅｄｉｃｋ 板的理论模型，综合考虑厚度伸

缩变形、面内拉伸变形和对称厚度剪切变形及其耦合的挠曲电极化，分别研究了温度调控和机械调控下挠曲

电纳米板的力电耦合行为，以期为挠曲电器件的设计提供参考．

１　 挠曲电纳米板的数学框架

１．１　 挠曲电纳米板的几何方程

考虑如图 １ 所示的挠曲电纳米板，直角坐标系建立在板的中面上．根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ⁃Ｍｅｄｉｃｋ 假设，将挠曲电

纳米板的位移场 ｕｉ（ｘ，ｔ）、电势场 φ（ｘ，ｔ） 和温差场 θ（ｘ，ｔ） 展开成关于厚度坐标 ｘ３ 的幂级数：

　 　

ｕ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） ＝ ｕ（０）
１ （ｘ１，ｘ２，ｔ） ＋ ｘ２

３ｕ（２）
１ （ｘ１，ｘ２，ｔ），

ｕ２（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） ＝ ｕ（０）
２ （ｘ１，ｘ２，ｔ） ＋ ｘ２

３ｕ（２）
２ （ｘ１，ｘ２，ｔ），

ｕ３（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） ＝ ｘ３ｕ（１）
３ （ｘ１，ｘ２，ｔ），

φ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） ＝ φ （０）（ｘ１，ｘ２，ｔ） ＋ ｘ３φ （１）（ｘ１，ｘ２，ｔ） ＋ ｘ２
３φ （２）（ｘ１，ｘ２，ｔ），

θ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） ＝ θ （０）（ｘ１，ｘ２，ｔ） ＋ ｘ２
３θ （２）（ｘ１，ｘ２，ｔ），

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１）

式中， ｕ（０）
１ 和 ｕ（０）

２ 代表面内拉伸变形， ｕ（１）
３ 代表 ｘ１Ｏｘ２ 平面外的厚度伸缩变形，ｕ（２）

１ 和 ｕ（２）
２ 代表对称厚度剪切

变形．φ （０），φ （１） 和 φ （２） 分别表示零阶、一阶和二阶电势．温度变化 θ （０） 和 θ （２） 为已知函数，分别表示挠曲电纳

米板的面内温差和厚度方向的温差．式（１）中只保留了低阶项，该截断是无穷幂级数理论的一种特殊情

况［２９］ ．对于温差的定义为：令给定的温度为 Θ， 单位为 Ｋ，参考温度为 Θ０，则温差为 θ ＝ Θ － Θ０ ．
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图 １　 挠曲电纳米板模型及其坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｐｌａｔｅ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

应变张量 Ｓｉｊ 与位移 ｕｉ、应变梯度 η ｉｊｋ 与应变 Ｓｉｊ 以及电场 Ｅ ｉ 与电势 φ 之间满足如下梯度关系［３０］：
　 　 Ｓｉｊ ＝ ０．５（ｕｉ，ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）， η ｉｊｋ ＝ Ｓｉｊ，ｋ， Ｅ ｉ ＝ － φ ，ｉ ． （２）

将式（１）代入式（２），得到相应的应变分量 Ｓｉｊ、应变梯度分量 η ｉ ｊｋ 和电场分量 Ｅ ｉ 的非零项分别为

　 　
Ｓ１１ ＝ ｕ（０）

１，１ ＋ ｘ２
３ｕ（２）

１，１ ， Ｓ１２ ＝ ０．５（ｕ（０）
１，２ ＋ ｘ２

３ｕ（２）
１，２ ＋ ｕ（０）

２，１ ＋ ｘ２
３ｕ（２）

２，１ ），

Ｓ１３ ＝ ｘ３ｕ（２）
１ ＋ ０．５ｘ３ｕ（１）

３，１ ， Ｓ２２ ＝ ｕ（０）
２，２ ＋ ｘ２

３ｕ（２）
２，２ ， Ｓ２３ ＝ ｘ３ｕ（２）

２ ＋ ０．５ｘ３ｕ（１）
３，２ ， Ｓ３３ ＝ ｕ（１）

３ ，{ （３）

　 　

η １１１ ＝ ｕ（０）
１，１１ ＋ ｘ２

３ｕ（２）
１，１１， η １１２ ＝ ｕ（０）

１，１２ ＋ ｘ２
３ｕ（２）

１，１２， η １１３ ＝ ２ｘ３ｕ（２）
１，１ ， η １２３ ＝ ｘ３ｕ（２）

１，２ ＋ ｘ３ｕ（２）
２，１ ，

η １２１ ＝ ０．５（ｕ（０）
１，２１ ＋ ｘ２

３ｕ（２）
１，２１ ＋ ｕ（０）

２，１１ ＋ ｘ２
３ｕ（２）

２，１１）， η １２２ ＝ ０．５（ｕ（０）
１，２２ ＋ ｘ２

３ｕ（２）
１，２２ ＋ ｕ（０）

２，１２ ＋ ｘ２
３ｕ（２）

２，１２），

η １３１ ＝ ｘ３ｕ（２）
１，１ ＋ ０．５ｘ３ｕ（１）

３，１１， η １３３ ＝ ｕ（２）
１ ＋ ０．５ｕ（１）

３，１ ， η １３２ ＝ ｘ３ｕ（２）
１，２ ＋ ０．５ｘ３ｕ（１）

３，１２，

η ２２１ ＝ ｕ（０）
２，２１ ＋ ｘ２

３ｕ（２）
２，２１， η ２２２ ＝ ｕ（０）

２，２２ ＋ ｘ２
３ｕ（２）

２，２２， η ２２３ ＝ ２ｘ３ｕ（２）
２，２ ， η ２３１ ＝ ｘ３ｕ（２）

２，１ ＋ ０．５ｘ３ｕ（１）
３，２１，

η ２３２ ＝ ｘ３ｕ（２）
２，２ ＋ ０．５ｘ３ｕ（１）

３，２２， η ２３３ ＝ ｕ（２）
２ ＋ ０．５ｕ（１）

３，２ ， η ３３１ ＝ ｕ（１）
３，１ ， η ３３２ ＝ ｕ（１）

３，２ ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（４）

　 　 Ｅ１ ＝ － φ （０）
，１ － ｘ３φ （１）

，１ － ｘ２
３φ （２）

，１ ， Ｅ２ ＝ － φ （０）
，２ － ｘ３φ （１）

，２ － ｘ２
３φ （２）

，２ ， Ｅ３ ＝ － φ （１） － ２ｘ３φ （２） ． （５）
１．２　 挠曲电纳米板的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理

挠曲电纳米板的应变能 Ｕ、外体力 ｆｉ 所做的虚功 δＷ 和动能 Ｋ 分别为［３１］

　 　 δＵ ＝ ∫
Ω
（ＴｉｊδＳｉｊ ＋ τ ｉｊｋδη ｉｊｋ － ＤｉδＥ ｉ）ｄＶ， （６）

　 　 δＷ ＝ ∫
Ω
（ ｆｉδｕｉ）ｄＶ， （７）

　 　 Ｋ ＝ １
２ ∫Ωρｕ·２

ｉ ｄＶ， （８）

式中， Ｔｉｊ 为应力张量，τ ｉｊｋ 为高阶应力张量，Ｄｉ 为电位移，Ω 为挠曲电纳米板所占据的体积，ｄＶ 为体积微元．
对于挠曲电纳米板，其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理可表述为［３２］

　 　 δ ∫Ｔ
０
（Ｋ － Ｕ）ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
δＷｄｔ ＝ ０． （９）

将式（１）、（３）—（５）代入式（６）—（８），再代入到变分表达式（９），应用变分法基本原理［３３］ 和分部积分，得到

挠曲电纳米板的场方程以及板边界 Γ 上的线积分等式分别为

　 　 Ｔ（０）
１１，１ ＋ Ｔ（０）

１２，２ － τ （０）
１１１，１１ － τ （０）

１１２，２１ － τ （０）
１２１，１２ － τ （０）

１２２，２２ ＋ ｆ（０）１ ＝ ｍ（０）ｕ（０）
１ ＋ ｍ（２）ｕ（２）

１ ， （１０ａ）
　 　 － ２Ｔ（１）

１３ ＋ Ｔ（２）
１２，２ ＋ Ｔ（２）

１１，１ － τ （２）
１１１，１１ － τ （２）

１１２，２１ ＋ ２τ （１）
１１３，１ － τ （２）

１２１，１２ － τ （２）
１２２，２２ ＋ ２τ （１）

１２３，２ ＋ ２τ （１）
１３１，１ ＋

　 　 　 　 ２τ （１）
１３２，２ － ２τ （０）

１３３ ＋ ｆ（２）１ ＝ ｍ（２）ｕ（０）
１ ＋ ｍ（４）ｕ（２）

１ ， （１０ｂ）
　 　 Ｔ（０）

１２，１ ＋ Ｔ（０）
２２，２ － τ （０）

１２１，１１ － τ （０）
１２２，２１ － τ （０）

２２１，１２ － τ （０）
２２２，２２ ＋ ｆ（０）２ ＝ ｍ（０）ｕ（０）

２ ＋ ｍ（２）ｕ（２）
２ ， （１０ｃ）

　 　 Ｔ（２）
１２，１ ＋ Ｔ（２）

２２，２ － ２Ｔ（１）
２３ － τ （２）

１２１，１１ － τ （２）
１２２，２１ ＋ ２τ （１）

１２３，１ － τ （２）
２２１，１２ － τ （２）

２２２，２２ ＋ ２τ （１）
２２３，２ ＋ ２τ （１）

２３１，１ ＋
　 　 　 　 ２τ （１）

２３２，２ － ２τ （０）
２３３ ＋ ｆ（２）２ ＝ ｍ（２）ｕ（０）

２ ＋ ｍ（４）ｕ（２）
２ ， （１０ｄ）

　 　 Ｔ（１）
１３，１ ＋ Ｔ（１）

２３，２ － Ｔ（０）
３３ － τ （１）

１３１，１１ － τ （１）
１３２，２１ ＋ τ （０）

１３３，１ － τ （１）
２３１，１２ －

　 　 　 　 τ （１）
２３２，２２ ＋ τ （０）

２３３，２ ＋ τ （０）
３３１，１ ＋ τ （０）

３３２，２ ＋ ｆ（１）３ ＝ ｍ（２）ｕ（１）
３ ， （１０ｅ）

　 　 Ｄ（０）
１，１ ＋ Ｄ（０）

２，２ ＝ ０， （１０ｆ）
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　 　 Ｄ（１）
１，１ ＋ Ｄ（１）

２，２ － Ｄ（０）
３ ＝ ０， （１０ｇ）

　 　 Ｄ（２）
２，２ ＋ Ｄ（２）

１，１ － ２Ｄ（１）
３ ＝ ０， （１０ｈ）

和

　 　 ∫Ｔ
０
∮
Γ
［（ － Ｔ（０）

１１ ｎ１ － Ｔ（０）
１２ ｎ２ ＋ τ （０）

１１１，１ｎ１ ＋ τ （０）
１１２，２ｎ１ ＋ τ （０）

１２１，１ｎ２ ＋ τ （０）
１２２，２ｎ２）δｕ（０）

１ ＋

　 　 　 　 （ － Ｔ（２）
１１ ｎ１ － Ｔ（２）

１２ ｎ２ － ２τ （１）
１１３ ｎ１ ＋ τ （２）

１１１，１ｎ１ ＋ τ （２）
１２１，１ｎ２ ＋ τ （２）

１１２，２ｎ１ ＋ τ （２）
１２２，２ｎ２ － ２τ （１）

１２３ ｎ２ － ２τ （１）
１３２ ｎ２ －

　 　 　 　 ２τ （１）
１３１ ｎ１）δｕ（２）

１ ＋ （ － Ｔ（０）
１２ ｎ１ － Ｔ（０）

２２ ｎ２ ＋ τ （０）
１２１，１ｎ１ ＋ τ （０）

１２２，２ｎ１ ＋ τ （０）
２２１，１ｎ２ ＋ τ （０）

２２２，２ｎ２）δｕ（０）
２ ＋

　 　 　 　 （ － Ｔ（２）
１２ ｎ１ － Ｔ（２）

２２ ｎ２ － ２τ （１）
１２３ ｎ１ ＋ τ （２）

１２１，１ｎ１ ＋ τ （２）
１２２，２ｎ１ ＋ τ （２）

２２１，１ｎ２ － ２τ （１）
２２３ ｎ２ ＋ τ （２）

２２２，２ｎ２ － ２τ （１）
２３１ ｎ１ －

　 　 　 　 ２τ （１）
２３２ ｎ２）δｕ（２）

２ ＋ （ － Ｔ（１）
１３ ｎ１ － Ｔ（１）

２３ ｎ２ － τ （０）
１３３ ｎ１ ＋ τ （１）

１３１，１ｎ１ ＋ τ （１）
１３２，２ｎ１ ＋ τ （１）

２３１，１ｎ２ ＋ τ （１）
２３２，２ｎ２ －

　 　 　 　 τ （０）
２３３ ｎ２ － τ （０）

３３１ ｎ１ － τ （０）
３３２ ｎ２）δｕ（１）

３ － （τ （０）
１１１ ｎ１ ＋ τ （０）

１１２ ｎ２）δｕ（０）
１，１ － （τ （２）

１１１ ｎ１ ＋ τ （２）
１１２ ｎ２）δｕ（２）

１，１ －
　 　 　 　 （τ （０）

１２１ ｎ１ ＋ τ （０）
１２２ ｎ２）δｕ（０）

１，２ － （τ （２）
１２２ ｎ２ ＋ τ （２）

１２１ ｎ１）δｕ（２）
１，２ － （τ （０）

１２１ ｎ１ ＋ τ （０）
１２２ ｎ２）δｕ（０）

２，１ －
　 　 　 　 （τ （２）

１２１ ｎ１ ＋ τ （２）
１２２ ｎ２）δｕ（２）

２，１ － （τ （０）
２２１ ｎ１ ＋ τ （０）

２２２ ｎ２）δｕ（０）
２，２ － （τ （２）

２２１ ｎ１ ＋ τ （２）
２２２ ｎ２）δｕ（２）

２，２ －
　 　 　 　 （τ （１）

１３１ ｎ１ ＋ τ （１）
１３２ ｎ２）δｕ（１）

３，１ － （τ （１）
２３１ ｎ１ ＋ τ （１）

２３２ ｎ２）δｕ（１）
３，２ － （Ｄ（０）

１ ｎ１ ＋ Ｄ（０）
２ ｎ２）δφ （０） －

　 　 　 　 （Ｄ（１）
１ ｎ１ ＋ Ｄ（１）

２ ｎ２）δφ （１） － （Ｄ（２）
１ ｎ１ ＋ Ｄ（２）

２ ｎ２）δφ （２）］ｄｓｄｔ ＝ ０， （１１）
式中， Γ 表示围成板中面的边缘曲线，ｄｓ 表示边缘曲线 Γ 上的线微元，变量上的点表示对时间的导数．其中 ｎ
阶应力、ｎ 阶电位移、ｎ 阶高阶应力、ｎ 阶外力和 ｎ 阶质量密度的定义为

　 　 ［Ｔ（ｎ）
ｉｊ ，Ｄ（ｎ）

ｉ ，τ （ｎ）
ｉｊｋ ，ｆ（ｎ）ｉ ，ｍ（ｎ）］ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
［（Ｔｉｊ，Ｄｉ，τ ｉｊｋ，ｆｉ，ρ）ｘｎ

３］ｄｘ３ ． （１２）

１．３　 挠曲电纳米矩形板的完整边界条件

挠曲电纳米板的完整边界条件可由板边界上的线积分等式（１１）得到，注意到式（１１）的变分项 δ（·） 中，
在边界上关于位移或者电势的切向导数不与其法向导数独立，因此需要进一步处理变分项 δ（·） 中包含切

向导数的项．对于图 ２ 所示的挠曲电纳米矩形板，将边界上外法线的方向余弦 ｎ１，ｎ２代入式（１１），根据变分法

基本原理，得到相应的边界条件如下．
对于边界 ｘ２ ＝ ０，ｂ，其中 ｎ１ ＝ ０，ｎ２ ＝ － １（ｘ２ ＝ ０） 或 ｎ２ ＝ １（ｘ２ ＝ ｂ）：

　 　

－ Ｔ（０）
１２ ＋ τ （０）

１２１，１ ＋ τ （０）
１２２，２ ＋ τ （０）

１１２，１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（０）
１ ＝ ｕ－ （０）

１ ，
－ Ｔ（２）

１２ ＋ τ （２）
１２１，１ ＋ τ （２）

１２２，２ ＋ τ （２）
１１２，１ － ２τ （１）

１２３ － ２τ （１）
１３２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）

１ ＝ ｕ－ （２）
１ ，

－ Ｔ（０）
２２ ＋ τ （０）

１２２，１ ＋ τ （０）
２２１，１ ＋ τ （０）

２２２，２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（０）
２ ＝ ｕ－ （０）

２ ， Ｄ（０）
２ ＝ ０　 ｏｒ　 φ （０） ＝ φ－ （０），

－ Ｔ（２）
２２ ＋ τ （２）

２２１，１ ＋ τ （２）
２２２，２ ＋ τ （２）

１２２，１ － ２τ （１）
２２３ － ２τ （１）

２３２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）
２ ＝ ｕ－ （２）

２ ，
－ Ｔ（１）

２３ ＋ τ （１）
２３１，１ ＋ τ （１）

２３２，２ － τ （０）
２３３ － τ （０）

３３２ ＋ τ （１）
１３２，１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（１）

３ ＝ ｕ－ （１）
３ ，

Ｄ（１）
２ ＝ ０　 ｏｒ　 φ （１） ＝ φ－ （１）， Ｄ（２）

２ ＝ ０ 　 ｏｒ　 φ （２） ＝ φ－ （２），

τ （２）
１２２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）

１，２ ＝ ｕ－ （２）
１，２ ， τ （０）

２２２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（０）
２，２ ＝ ｕ－ （０）

２，２ ，

τ （２）
２２２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）

２，２ ＝ ｕ－ （２）
２，２ ， τ （０）

１２２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（０）
１，２ ＝ ｕ－ （０）

１，２ ， τ （１）
２３２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（１）

３，２ ＝ ｕ－ （１）
３，２ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１３）

式中， ｕ－ （ｎ）
ｉ 为边界上给定的位移值，φ－ （ｎ） 为边界上给定的电势值，其余类似．

对于边界 ｘ１ ＝ ０，ａ，其中 ｎ２ ＝ ０，ｎ１ ＝ － １（ｘ１ ＝ ０） 或 ｎ１ ＝ １（ｘ１ ＝ ａ）：

　 　

Ｔ（０）
１１ － τ （０）

１１１，１ － τ （０）
１１２，２ － τ （０）

１２１，２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（０）
１ ＝ ｕ－ （０）

１ ，

Ｔ（２）
１１ － τ （２）

１１１，１ － τ （２）
１１２，２ － τ （２）

１２１，２ ＋ ２τ （１）
１１３ ＋ ２τ （１）

１３１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）
１ ＝ ｕ－ （２）

１ ，

Ｔ（０）
１２ － τ （０）

１２１，１ － τ （０）
１２２，２ － τ （０）

２２１，２ ＝ ０ 　 ｏｒ　 ｕ（０）
２ ＝ ｕ－ （０）

２ ， τ （０）
１１１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（０）

１，１ ＝ ｕ－ （０）
１，１ ，

Ｔ（２）
１２ － τ （２）

１２１，１ － τ （２）
１２２，２ － τ （２）

２２１，２ ＋ ２τ （１）
１２３ ＋ ２τ （１）

２３１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）
２ ＝ ｕ－ （２）

２ ，

Ｄ（０）
１ ＝ ０　 ｏｒ　 φ （０） ＝ φ－ （０）， Ｄ（１）

１ ＝ ０　 ｏｒ　 φ （１） ＝ φ－ （１）， Ｄ（２）
１ ＝ ０　 ｏｒ　 φ （２） ＝ φ－ （２），

－ Ｔ（１）
１３ － τ （０）

１３３ ＋ τ （１）
１３１，１ ＋ τ （１）

１３２，２ － τ （０）
３３１ ＋ τ （１）

２３１，２ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（１）
３ ＝ ｕ－ （１）

３ ，

τ （２）
１１１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）

１，１ ＝ ｕ－ （２）
１，１ ， τ （１）

１３１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（１）
３，１ ＝ ｕ－ （１）

３，１ ，

τ （０）
１２１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（０）

２，１ ＝ ｕ－ （０）
２，１ ， τ （２）

１２１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｕ（２）
２，１ ＝ ｕ－ （２）

２，１ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
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（１４）
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图 ２　 挠曲电纳米矩形板的边界

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ａ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ

１．４　 挠曲电纳米板的二维本构方程

取挠曲电纳米板的材料为立方晶系（ｍ３ｍ 点群），且不考虑非局部刚度常数 ｇｉｊｋｌｍｎ 和热释电系数 ｐｉ， 挠曲

电纳米板的本构关系为［１６］

　 　 Ｔｉｊ ＝ ｃｉｊｋｌＳｋｌ － λ ｉｊθ， τ ｉｊｋ ＝ － ｆｌｉｊｋＥ ｌ， Ｄｉ ＝ ε ｉｊＥ ｊ ＋ ｆｉｊｋｌη ｊｋｌ， （１５）
式中， ｃｉｊｋｌ 为弹性常数，λ ｉｊ 为热弹性常数，ｆｉｊｋｌ 为挠曲电系数，ε ｉｊ 为介电常数．

在 １．２ 小节中所得二维二阶板方程的表达式（１０），由于忽略了位移展开式中的高阶项，必然会引起截断

误差，为此，这里引入修正系数对截断误差进行修正［２６］ ．即在应力本构式（１５）的第 １ 式中，通过应力释放进

行修正，将 Ｓ１３，Ｓ２３ 和 Ｓ３３ 分别替换为 ｋ１Ｓ１３，ｋ２Ｓ２３ 和 ｋ３Ｓ３３，其中 ｋ１，ｋ２ 和 ｋ３ 为修正系数［２６］，且

　 　 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ π
１５

， ｋ３ ＝ π
１２

． （１６）

沿厚度方向分别对三维本构方程与 ｘｎ
３ 的乘积进行积分，得到相应的二维本构方程．零阶、一阶及二阶的

应力本构方程为

　 　

Ｔ（０）
１１ ＝ ｃ（０）１１ ｕ（０）

１，１ ＋ ｃ（２）１１ ｕ（２）
１，１ ＋ ｃ（０）１２ ｕ（０）

２，２ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（２）
２，２ ＋ ｃ（０）１２ ｋ３ｕ（１）

３ － λ （０）
１ θ （０） － λ （２）

１ θ （２），

Ｔ（０）
１２ ＝ ｃ（０）４４ ｕ（０）

１，２ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（２）
１，２ ＋ ｃ（０）４４ ｕ（０）

２，１ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（２）
２，１ ，

Ｔ（０）
２２ ＝ ｃ（０）１２ ｕ（０）

１，１ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（２）
１，１ ＋ ｃ（０）１１ ｕ（０）

２，２ ＋ ｃ（２）１１ ｕ（２）
２，２ ＋ ｃ（０）１２ ｋ３ｕ（１）

３ － λ （０）
１ θ （０） － λ （２）

１ θ （２），

Ｔ（０）
３３ ＝ ｃ（０）１２ ｕ（０）

１，１ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（２）
１，１ ＋ ｃ（０）１２ ｕ（０）

２，２ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（２）
２，２ ＋ ｃ（０）１１ ｋ３ｕ（１）

３ － λ （０）
１ θ （０） － λ （２）

１ θ （２），

Ｔ（１）
１３ ＝ ２ｋ１ｃ（２）４４ ｕ（２）

１ ＋ ｋ１ｃ（２）４４ ｕ（１）
３，１ ， Ｔ（１）

２３ ＝ ２ｋ２ｃ（２）４４ ｕ（２）
２ ＋ ｋ２ｃ（２）４４ ｕ（１）

３，２ ，

Ｔ（２）
１１ ＝ ｃ（２）１１ ｕ（０）

１，１ ＋ ｃ（４）１１ ｕ（２）
１，１ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（０）

２，２ ＋ ｃ（４）１２ ｕ（２）
２，２ ＋ ｃ（２）１２ ｋ３ｕ（１）

３ － λ （２）
１ θ （０） － λ （４）

１ θ （２），

Ｔ（２）
１２ ＝ ｃ（２）４４ ｕ（０）

１，２ ＋ ｃ（４）４４ ｕ（２）
１，２ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（０）

２，１ ＋ ｃ（４）４４ ｕ（２）
２，１ ，

Ｔ（２）
２２ ＝ ｃ（２）１２ ｕ（０）

１，１ ＋ ｃ（４）１２ ｕ（２）
１，１ ＋ ｃ（２）１１ ｕ（０）

２，２ ＋ ｃ（４）１１ ｕ（２）
２，２ ＋ ｃ（２）１２ ｋ３ｕ（１）

３ － λ （２）
１ θ （０） － λ （４）

１ θ （２） ．
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（１７）

零阶、一阶及二阶的电位移本构方程为

　 　 Ｄ（０）
１ ＝ ｆ（０）１１ ｕ（０）

１，１１ ＋ ｆ（２）１１ ｕ（２）
１，１１ ＋ ｆ（０）１４ ｕ（０）

２，２１ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（２）
２，２１ ＋ ｆ（０）１４ ｕ（１）

３，１ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（０）
１，２２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（２）

１，２２ ＋
　 　 　 　 ｆ（０）１１１ ｕ（０）

２，１２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（２）
２，１２ ＋ ２ｆ（０）１１１ ｕ（２）

１ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（１）
３，１ － ε （０）

１１ φ （０）
，１ － ε （２）

１１ φ （２）
，１ ， （１８ａ）

　 　 Ｄ（０）
２ ＝ ｆ（０）１４ ｕ（０）

１，１２ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（２）
１，１２ ＋ ｆ（０）１１ ｕ（０）

２，２２ ＋ ｆ（２）１１ ｕ（２）
２，２２ ＋ ｆ（０）１４ ｕ（１）

３，２ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（０）
１，２１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（２）

１，２１ ＋
　 　 　 　 ｆ（０）１１１ ｕ（０）

２，１１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（２）
２，１１ ＋ ２ｆ（０）１１１ ｕ（２）

２ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（１）
３，２ － ε （０）

１１ φ （０）
，２ － ε （２）

１１ φ （２）
，２ ， （１８ｂ）

　 　 Ｄ（０）
３ ＝ － ε （０）

１１ φ （１）， Ｄ（１）
１ ＝ － ε （２）

１１ φ （１）
，１ ， Ｄ（１）

２ ＝ － ε （２）
１１ φ （１）

，２ ， （１８ｃ）
　 　 Ｄ（１）

３ ＝ ２ｆ（２）１４ ｕ（２）
１，１ ＋ ２ｆ（２）１４ ｕ（２）

２，２ ＋ ２ｆ（２）１１１ ｕ（２）
１，１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（１）

３，１１ ＋ ２ｆ（２）１１１ ｕ（２）
２，２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（１）

３，２２ － ２ε （２）
１１ φ （２）， （１８ｄ）

　 　 Ｄ（２）
１ ＝ ｆ（２）１１ ｕ（０）

１，１１ ＋ ｆ（４）１１ ｕ（２）
１，１１ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（０）

２，２１ ＋ ｆ（４）１４ ｕ（２）
２，２１ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（１）

３，１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（０）
１，２２ ＋ ｆ（４）１１１ ｕ（２）

１，２２ ＋
　 　 　 　 ｆ（２）１１１ ｕ（０）

２，１２ ＋ ｆ（４）１１１ ｕ（２）
２，１２ ＋ ２ｆ（２）１１１ ｕ（２）

１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（１）
３，１ － ε （２）

１１ φ （０）
，１ － ε （４）

１１ φ （２）
，１ ， （１８ｅ）

　 　 Ｄ（２）
２ ＝ ｆ（２）１４ ｕ（０）

１，１２ ＋ ｆ（４）１４ ｕ（２）
１，１２ ＋ ｆ（２）１１ ｕ（０）

２，２２ ＋ ｆ（４）１１ ｕ（２）
２，２２ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（１）

３，２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（０）
１，２１ ＋ ｆ（４）１１１ ｕ（２）

１，２１ ＋

６２１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 　 　 ｆ（２）１１１ ｕ（０）
２，１１ ＋ ｆ（４）１１１ ｕ（２）

２，１１ ＋ ２ｆ（２）１１１ ｕ（２）
２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（１）

３，２ － ε （２）
１１ φ （０）

，２ － ε （４）
１１ φ （２）

，２ ． （１８ｆ）
零阶、一阶及二阶的高阶应力本构方程为

　 　

τ （０）
１１１ ＝ ｆ（０）１１ φ （０）

，１ ＋ ｆ（２）１１ φ （２）
，１ ， τ （０）

１１２ ＝ ｆ（０）１４ φ （０）
，２ ＋ ｆ（２）１４ φ （２）

，２ ， τ （０）
２２１ ＝ ｆ（０）１４ φ （０）

，１ ＋ ｆ（２）１４ φ （２）
，１ ，

τ （０）
２２２ ＝ ｆ（０）１１ φ （０）

，２ ＋ ｆ（２）１１ φ （２）
，２ ， τ （０）

２２３ ＝ ｆ（０）１４ φ （１）， τ （０）
２３３ ＝ ｆ（０）１１１ φ （０）

，２ ＋ ｆ（２）１１１ φ （２）
，２ ，

τ （０）
３３１ ＝ ｆ（０）１４ φ （０）

，１ ＋ ｆ（２）１４ φ （２）
，１ ， τ （０）

３３２ ＝ ｆ（０）１４ φ （０）
，２ ＋ ｆ（２）１４ φ （２）

，２ ， τ （０）
３３３ ＝ ｆ（０）１１ φ （１），

τ （０）
１２１ ＝ ｆ（０）１１１ φ （０）

，２ ＋ ｆ（２）１１１ φ （２）
，２ ， τ （０）

１２２ ＝ ｆ（０）１１１ φ （０）
，１ ＋ ｆ（２）１１１ φ （２）

，１ ， τ （０）
１３３ ＝ ｆ（０）１１１ φ （０）

，１ ＋ ｆ（２）１１１ φ （２）
，１ ，

τ （１）
１１３ ＝ ２ｆ（２）１４ φ （２）， τ （１）

１３１ ＝ ２ｆ（２）１１１ φ （２）， τ （１）
２３２ ＝ ２ｆ（２）１１１ φ （２）， τ （１）

２２３ ＝ ２ｆ（２）１４ φ （２），

τ （２）
１１１ ＝ ｆ（２）１１ φ （０）

，１ ＋ ｆ（４）１１ φ （２）
，１ ， τ （２）

１１２ ＝ ｆ（２）１４ φ （０）
，２ ＋ ｆ（４）１４ φ （２）

，２ ， τ （２）
１２１ ＝ ｆ（２）１１１ φ （０）

，２ ＋ ｆ（４）１１１ φ （２）
，２ ，

τ （２）
１２２ ＝ ｆ（２）１１１ φ （０）

，１ ＋ ｆ（４）１１１ φ （２）
，１ ， τ （２）

２２１ ＝ ｆ（２）１４ φ （０）
，１ ＋ ｆ（４）１４ φ （２）

，１ ， τ （２）
２２２ ＝ ｆ（２）１１ φ （０）

，２ ＋ ｆ（４）１１ φ （２）
，２ ．
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（１９）

式（１７）—（１９）中高阶材料参数的定义为

　 　 ［ｃ（ｎ）ｐｑ ，ε （ｎ）
ｉｊ ， ｆ（ｎ）１１ ， ｆ（ｎ）１４ ， ｆ（ｎ）１１１ ，λ （ｎ）

ｐ ］ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

［（ｃｐｑ，ε ｉｊ， ｆ１１， ｆ１４， ｆ１１１，λ ｐ）ｘｎ
３］ｄｘ３，

　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，３； ｐ，ｑ ＝ １，２，…，６． （２０）
１．５　 挠曲电纳米板二阶理论的控制方程

将式（１７）—（１９）代入式（１０），得到以基本未知量 ｕ（０）
１ ，ｕ（２）

１ ，ｕ（０）
２ ，ｕ（２）

２ ，ｕ（１）
３ ，φ （０），φ （１） 和 φ （２） 表示的控制

方程：
　 　 ｃ（０）１１ ｕ（０）

１，１１ ＋ ｃ（２）１１ ｕ（２）
１，１１ ＋ ｃ（０）１２ ｕ（０）

２，２１ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（２）
２，２１ ＋ ｃ（０）１２ ｋ３ｕ（１）

３，１ － λ （０）
１ θ （０）

，１ － λ （２）
１ θ （２）

，１ ＋ ｃ（０）４４ ｕ（０）
１，２２ ＋

　 　 　 　 ｃ（２）４４ ｕ（２）
１，２２ ＋ ｃ（０）４４ ｕ（０）

２，１２ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（２）
２，１２ － ｆ（０）１１ φ （０）

，１１１ － ｆ（２）１１ φ （２）
，１１１ － ｆ（０）１４ φ （０）

，２２１ － ｆ（２）１４ φ （２）
，２２１ －

　 　 　 　 ｆ（０）１１１ φ （０）
，２１２ － ｆ（２）１１１ φ （２）

，２１２ － ｆ（０）１１１ φ （０）
，１２２ － ｆ（２）１１１ φ （２）

，１２２ ＋ ｆ（０）１ ＝ ｍ（０）ｕ（０）
１ ＋ ｍ（２）ｕ（２）

１ ， （２１ａ）
　 　 ｃ（０）４４ ｕ（０）

１，２１ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（２）
１，２１ ＋ ｃ（０）４４ ｕ（０）

２，１１ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（２）
２，１１ ＋ ｃ（０）１２ ｕ（０）

１，１２ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（２）
１，１２ ＋ ｃ（０）１１ ｕ（０）

２，２２ ＋ ｃ（２）１１ ｕ（２）
２，２２ ＋

　 　 　 　 ｃ（０）１２ ｋ３ｕ（１）
３，２ － λ （０）

１ θ （０）
，２ － λ （２）

１ θ （２）
，２ － ｆ（０）１１１ φ （０）

，２１１ － ｆ（２）１１１ φ （２）
，２１１ － ｆ（０）１１１ φ （０）

，１２１ － ｆ（２）１１１ φ （２）
，１２１ －

　 　 　 　 ｆ（０）１４ φ （０）
，１１２ － ｆ（２）１４ φ （２）

，１１２ － ｆ（０）１１ φ （０）
，２２２ － ｆ（２）１１ φ （２）

，２２２ ＋ ｆ（０）２ ＝ ｍ（０）ｕ（０）
２ ＋ ｍ（２）ｕ（２）

２ ， （２１ｂ）
　 　 ２ｃ（２）４４ ｋ１ｕ（２）

１，１ ＋ ｃ（２）４４ ｋ１ｕ（１）
３，１１ ＋ ２ｃ（２）４４ ｋ２ｕ（２）

２，２ ＋ ｃ（２）４４ ｋ２ｕ（１）
３，２２ － ｃ（０）１２ ｕ（０）

１，１ － ｃ（２）１２ ｕ（２）
１，１ － ｃ（０）１２ ｕ（０）

２，２ －
　 　 　 　 ｃ（２）１２ ｕ（２）

２，２ － ｃ（０）１１ ｋ３ｕ（１）
３ ＋ λ （０）

１ θ （０） ＋ λ （２）
１ θ （２） － ｆ（２）１１１ φ （２）

，１１ ＋ ｆ（０）１１１ φ （０）
，１１ － ｆ（２）１１１ φ （２）

，２２ ＋
　 　 　 　 ｆ（０）１１１ φ （０）

，２２ ＋ ｆ（０）１４ φ （０）
，１１ ＋ ｆ（２）１４ φ （２）

，１１ ＋ ｆ（０）１４ φ （０）
，２２ ＋ ｆ（２）１４ φ （２）

，２２ ＋ ｆ（１）３ ＝ ｍ（２）ｕ（１）
３ ， （２１ｃ）

　 　 － ４ｃ（２）４４ ｋ１ｕ（２）
１ － ２ｃ（２）４４ ｋ１ｕ（１）

３，１ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（０）
１，２２ ＋ ｃ（４）４４ ｕ（２）

１，２２ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（０）
２，１２ ＋ ｃ（４）４４ ｕ（２）

２，１２ ＋ ｃ（２）１１ ｕ（０）
１，１１ ＋

　 　 　 　 ｃ（４）１１ ｕ（２）
１，１１ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（０）

２，２１ ＋ ｃ（４）１２ ｕ（２）
２，２１ ＋ ｃ（２）１２ ｋ３ｕ（１）

３，１ － λ （２）
１ θ （０）

，１ － λ （４）
１ θ （２）

，１ － ｆ（２）１１ φ （０）
，１１１ － ｆ（４）１１ φ （２）

，１１１ －
　 　 　 　 ｆ（２）１４ φ （０）

，２２１ － ｆ（４）１４ φ （２）
，２２１ ＋ ４ｆ（２）１４ φ （２）

，１ － ｆ（２）１１１ φ （０）
，２１２ － ｆ（４）１１１ φ （２）

，２１２ － ｆ（２）１１１ φ （０）
，１２２ － ｆ（４）１１１ φ （２）

，１２２ ＋
　 　 　 　 ２ｆ（２）１１１ φ （２）

，１ － ２ｆ（０）１１１ φ （０）
，１ ＋ ｆ（２）１ ＝ ｍ（２）ｕ（０）

１ ＋ ｍ（４）ｕ（２）
１ ， （２１ｄ）

　 　 ｃ（２）４４ ｕ（０）
１，２１ ＋ ｃ（４）４４ ｕ（２）

１，２１ ＋ ｃ（２）４４ ｕ（０）
２，１１ ＋ ｃ（４）４４ ｕ（２）

２，１１ ＋ ｃ（２）１２ ｕ（０）
１，１２ ＋ ｃ（４）１２ ｕ（２）

１，１２ ＋ ｃ（２）１１ ｕ（０）
２，２２ ＋ ｃ（４）１１ ｕ（２）

２，２２ ＋
　 　 　 　 ｃ（２）１２ ｋ３ｕ（１）

３，２ － λ （２）
１ θ （０）

，２ － λ （４）
１ θ （２）

，２ － ４ｃ（２）４４ ｋ２ｕ（２）
２ － ２ｃ（２）４４ ｋ２ｕ（１）

３，２ － ｆ（２）１１１ φ （０）
，２１１ － ｆ（４）１１１ φ （２）

，２１１ －
　 　 　 　 ｆ（２）１１１ φ （０）

，１２１ － ｆ（４）１１１ φ （２）
，１２１ － ｆ（２）１４ φ （０）

，１１２ － ｆ（４）１１ φ （２）
，２２２ － ｆ（４）１４ φ （２）

，１１２ － ｆ（２）１１ φ （０）
，２２２ ＋ ４ｆ（２）１４ φ （２）

，２ ＋
　 　 　 　 ２ｆ（２）１１１ φ （２）

，２ － ２ｆ（０）１１１ φ （０）
，２ ＋ ｆ（２）２ ＝ ｍ（２）ｕ（０）

２ ＋ ｍ（４）ｕ（２）
２ ， （２１ｅ）

　 　 ｆ（０）１１ ｕ（０）
１，１１１ ＋ ｆ（２）１１ ｕ（２）

１，１１１ ＋ ｆ（０）１４ ｕ（０）
２，２１１ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（２）

２，２１１ ＋ ｆ（０）１４ ｕ（１）
３，１１ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（０）

１，２２１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（２）
１，２２１ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（０）

２，１２１ ＋
　 　 　 　 ｆ（２）１１１ ｕ（２）

２，１２１ ＋ ２ｆ（０）１１１ ｕ（２）
１，１ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（１）

３，１１ － ε （０）
１１ φ （０）

，１１ － ε （２）
１１ φ （２）

，１１ ＋ ｆ（０）１４ ｕ（０）
１，１２２ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（２）

１，１２２ ＋ ｆ（０）１１ ｕ（０）
２，２２２ ＋

　 　 　 　 ｆ（２）１１ ｕ（２）
２，２２２ ＋ ｆ（０）１４ ｕ（１）

３，２２ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（０）
１，２１２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（２）

１，２１２ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（０）
２，１１２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（２）

２，１１２ ＋ ２ｆ（０）１１１ ｕ（２）
２，２ ＋ ｆ（０）１１１ ｕ（１）

３，２２ －
　 　 　 　 ε （０）

１１ φ （０）
，２２ － ε （２）

１１ φ （２）
，２２ ＝ ０， （２１ｆ）

　 　 － ε （２）
１１ φ （１）

，１１ － ε （２）
１１ φ （１）

，２２ ＋ ε （０）
１１ φ （１） ＝ ０， （２１ｇ）

　 　 ｆ（２）１４ ｕ（０）
１，１２２ ＋ ｆ（４）１４ ｕ（２）

１，１２２ ＋ ｆ（２）１１ ｕ（０）
２，２２２ ＋ ｆ（４）１１ ｕ（２）

２，２２２ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（１）
３，２２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（０）

１，２１２ ＋ ｆ（４）１１１ ｕ（２）
１，２１２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（０）

２，１１２ ＋
　 　 　 　 ｆ（４）１１１ ｕ（２）

２，１１２ ＋ ２ｆ（２）１１１ ｕ（２）
２，２ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（１）

３，２２ － ε （２）
１１ φ （０）

，２２ － ε （４）
１１ φ （２）

，２２ ＋ ｆ（２）１１ ｕ（０）
１，１１１ ＋ ｆ（４）１１ ｕ（２）

１，１１１ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（０）
２，２１１ ＋

　 　 　 　 ｆ（４）１４ ｕ（２）
２，２１１ ＋ ｆ（２）１４ ｕ（１）

３，１１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（０）
１，２２１ ＋ ｆ（４）１１１ ｕ（２）

１，２２１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（０）
２，１２１ ＋ ｆ（４）１１１ ｕ（２）

２，１２１ ＋ ２ｆ（２）１１１ ｕ（２）
１，１ ＋ ｆ（２）１１１ ｕ（１）

３，１１ －
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　 　 　 　 ε （２）
１１ φ （０）

，１１ － ε （４）
１１ φ （２）

，１１ － ４ｆ（２）１４ ｕ（２）
１，１ － ４ｆ（２）１４ ｕ（２）

２，２ － ４ｆ（２）１１１ ｕ（２）
１，１ － ２ｆ（２）１１１ ｕ（１）

３，１１ －
　 　 　 　 ４ｆ（２）１１１ ｕ（２）

２，２ － ２ｆ（２）１１１ ｕ（１）
３，２２ ＋ ４ε （２）

１１ φ （２） ＝ ０． （２１ｈ）
由式（２１ｇ）可知，一阶电势 φ （１） 与位移场 ｕ、电势场 φ （０） 和 φ （２） 及温差场 θ （０） 和 θ （２） 解耦，故之后的讨论

不再考虑一阶电势 φ （１） ．

２　 算 例 分 析

考虑一个如图 １ 所示长度为 ａ，宽度为 ｂ，厚度为 ｈ 的挠曲电纳米矩形板，其局部区域上作用有温差场

θ （０）（ｘ１，ｘ２），θ （２）（ｘ１，ｘ２） 和均布机械载荷 ｆ（１）３ （ｘ１，ｘ２） ．对于本文研究的二维纳米矩形板问题，假设板的边缘

接地，且无电荷积累．对于给定的边 ｘ１ ＝ ０，ａ， 相应的边界条件为

　 　

ｕ（０）
２ ＝ ０， ｕ（２）

２ ＝ ０， ｕ（１）
３ ＝ ０， ｕ（０）

１，１ ＝ ０， ｕ（２）
１，１ ＝ ０，

τ （０）
１２１ ＝ ０， τ （２）

１２１ ＝ ０， τ （１）
１３１ ＝ ０， φ （０） ＝ ０， φ （２） ＝ ０，

Ｔ（０）
１１ － τ （０）

１１１，１ － τ （０）
１１２，２ － τ （０）

１２１，２ ＝ ０，

Ｔ（２）
１１ － τ （２）

１１１，１ － τ （２）
１１２，２ － τ （２）

１２１，２ ＋ ２τ （１）
１１３ ＋ ２τ （１）

１３１ ＝ ０；

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２２）

对于给定的边 ｘ２ ＝ ０，ｂ， 相应的边界条件为

　 　

ｕ（０）
１ ＝ ０， ｕ（２）

１ ＝ ０， ｕ（１）
３ ＝ ０， ｕ（０）

２，２ ＝ ０， ｕ（２）
２，２ ＝ ０，

τ （０）
１２２ ＝ ０， τ （２）

１２２ ＝ ０， τ （１）
２３２ ＝ ０， φ （０） ＝ ０， φ （２） ＝ ０，

－ Ｔ（０）
２２ ＋ τ （０）

１２２，１ ＋ τ （０）
２２１，１ ＋ τ （０）

２２２，２ ＝ ０，
－ Ｔ（２）

２２ ＋ τ （２）
２２１，１ ＋ τ （２）

２２２，２ ＋ τ （２）
１２２，１ － ２τ （１）

２２３ － ２τ （１）
２３２ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２３）

假设 ｕ（０）
１ ，ｕ（２）

１ ，ｕ（０）
２ ，ｕ（２）

２ ，ｕ（１）
３ ，φ （０），φ （２），θ （０），θ （２） 和 ｆ（１）３ 有以下满足给定边界条件式（２２）、（２３）的双重

Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数解：

　 　

{ ｕ（０）
１ ，ｕ（２）

１ } ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
{Ｕ（０）

ｍｎ ，Ｕ（２）
ｍｎ } ｃｏｓ（ξｍｘ１）ｓｉｎ（ζ ｎｘ２），

{ ｕ（０）
２ ，ｕ（２）

２ } ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
{ Ｖ（０）

ｍｎ ，Ｖ（２）
ｍｎ } ｓｉｎ（ξｍｘ１）ｃｏｓ（ζ ｎｘ２），

{ ｕ（１）
３ ，φ （０），φ （２），θ （０），θ （２），ｆ（１）３ } ＝

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
{Ｗ（１）

ｍｎ ， Φ（０）
ｍｎ ， Φ（２）

ｍｎ ， Θ（０）
ｍｎ ， Θ（２）

ｍｎ ， Ｆ（１）
ｍｎ } ｓｉｎ（ξｍｘ１）ｓｉｎ（ζ ｎｘ２），

ξｍ ＝ ｍπ
ａ

， ζ ｎ ＝ ｎπ
ｂ
，　 　 ｍ，ｎ ＝ １，２，３，…，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２４）

式中， Θ（０）
ｍｎ ，Θ（２）

ｍｎ 和 Ｆ（１）
ｍｎ 已知， Ｕ（０）

ｍｎ ，Ｕ（２）
ｍｎ ，Ｖ（０）

ｍｎ ，Ｖ（２）
ｍｎ ，Ｗ（１）

ｍｎ ，Φ（０）
ｍｎ 和 Φ（２）

ｍｎ 为待定常数．式（２２）、（２３）中的边界条

件满足式（２４）．在数值计算中，选取挠曲电材料为 Ｓｉ ．在中心为 （ｘ０，ｙ０），长为 ２ｃ、宽为 ２ｄ 的矩形区域作用有

局部载荷，如图 ３ 所示．相应的横向均布力 ｆ（１）３ 为

　 　 ｆ（１）３ ＝
Ｐ，　 　 ｘ ∈ ｘ０ ± ｃ， ｙ ∈ ｙ０ ± ｄ，
０，　 　 ｏｔｈｅｒｓ ．{ （２５）

对于给定的 θ （０），θ （２） 和 ｆ（１）３ ， 其 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数 Θ（０）
ｍｎ ，Θ（２）

ｍｎ 和 Ｆ（１）
ｍｎ 分别为

　 　 {Θ（０）
ｍｎ ，Θ（２）

ｍｎ ，Ｆ（１）
ｍｎ } ＝ { θ （０），θ （２）， ｆ（１）３ }

４
ａｂ

１
ξｍζ ｎ

×

　 　 　 　 ［ｃｏｓ ξｍ（ｘ０ － ｃ） － ｃｏｓ ξｍ（ｘ０ ＋ ｃ）］［ｃｏｓ ζ ｎ（ｙ０ － ｄ） － ｃｏｓ ζ ｎ（ｙ０ ＋ ｄ）］ ． （２６）
本文主要研究由不均匀的温度变化和机械载荷造成的挠曲电纳米板的面内拉伸变形、对称厚度剪切变

形和厚度伸缩变形，因此在控制方程（２１）中， ｆ（０）１ ，ｆ（０）２ ，ｆ（２）１ 和 ｆ（２）２ 不再考虑．且对于静态问题，位移关于时间

的导数项也将消失．将式（２４）代入式（２１），得到关于 Ｕ（０）
ｍｎ ，Ｕ（２）

ｍｎ ，Ｖ（０）
ｍｎ ，Ｖ（２）

ｍｎ ，Ｗ（１）
ｍｎ ，Φ（０）

ｍｎ 和 Φ（２）
ｍｎ 的非齐次线性方
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Ｋ１１ Ｋ１２ Ｋ１３ Ｋ１４ Ｋ１５ Ｋ１６ Ｋ１７

Ｋ１２ Ｋ２２ Ｋ２３ Ｋ２４ Ｋ２５ Ｋ２６ Ｋ２７

Ｋ１３ Ｋ２３ Ｋ３３ Ｋ３４ Ｋ３５ Ｋ３６ Ｋ３７

Ｋ１４ Ｋ２４ Ｋ３４ Ｋ４４ Ｋ４５ Ｋ４６ Ｋ４７

Ｋ５１ Ｋ５２ Ｋ５３ Ｋ５４ Ｋ５５ Ｋ５６ Ｋ５７

Ｋ１６ Ｋ２６ Ｋ３６ Ｋ４６ Ｋ５６ Ｋ６６ Ｋ６７

Ｋ１７ Ｋ２７ Ｋ３７ Ｋ４７ Ｋ５７ Ｋ６７ Ｋ７７

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｕ（０）
ｍｎ

Ｕ（２）
ｍｎ

Ｖ（０）
ｍｎ

Ｖ（２）
ｍｎ

Ｗ（１）
ｍｎ

Φ（０）
ｍｎ

Φ（２）
ｍｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

λ （０）
１ ξｍΘ（０）

ｍｎ ＋ λ （２）
１ ξｍΘ（２）

ｍｎ

λ （２）
１ ξｍΘ（０）

ｍｎ ＋ λ （４）
１ ξｍΘ（２）

ｍｎ

λ （０）
１ ζ ｎΘ（０）

ｍｎ ＋ λ （２）
１ ζ ｎΘ（２）

ｍｎ

λ （２）
１ ζ ｎΘ（０）

ｍｎ ＋ λ （４）
１ ζ ｎΘ（２）

ｍｎ

－ λ （０）
１ Θ（０）

ｍｎ － λ （２）
１ Θ（２）

ｍｎ － Ｆ（１）
ｍｎ

０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （２７）

式中，系数矩阵 Ｋ ｉｊ 为

　 　

Ｋ１１ ＝ － （ｃ（０）１１ ξ ２
ｍ ＋ ｃ（０）４４ ζ ２

ｎ）， Ｋ１２ ＝ － （ｃ（２）１１ ξ ２
ｍ ＋ ｃ（２）４４ ζ ２

ｎ）， Ｋ１３ ＝ － （ｃ（０）１２ ＋ ｃ（０）４４ ）ξｍζ ｎ，

Ｋ１４ ＝ － （ｃ（２）１２ ＋ ｃ（２）４４ ）ξｍζ ｎ， Ｋ１５ ＝ ｃ（０）１２ ｋ３ξｍ，

Ｋ１６ ＝ ｆ（０）１１ ξ ３
ｍ ＋ （２ｆ（０）１１１ ＋ ｆ（０）１４ ）ξｍζ ２

ｎ， Ｋ１７ ＝ （ ｆ（２）１４ ＋ ２ｆ（２）１１１ ）ξｍζ ２
ｎ ＋ ｆ（２）１１ ξ ３

ｍ，

Ｋ２２ ＝ － （４ｃ（２）４４ ｋ１ ＋ ｃ（４）１１ ξ ２
ｍ ＋ ｃ（４）４４ ζ ２

ｎ）， Ｋ２３ ＝ － （ｃ（２）４４ ＋ ｃ（２）１２ ）ξｍζ ｎ， Ｋ２４ ＝ － （ｃ（４）１２ ＋ ｃ（４）４４ ）ξｍζ ｎ，

Ｋ２５ ＝ （ｃ（２）１２ ｋ３ － ２ｃ（２）４４ ｋ１）ξｍ， Ｋ２６ ＝ （ ｆ（２）１４ ＋ ２ｆ（２）１１１ ）ξｍζ ２
ｎ ＋ ｆ（２）１１ ξ ３

ｍ － ２ｆ（０）１１１ ξｍ，

Ｋ２７ ＝ （ ｆ（４）１４ ＋ ２ｆ（４）１１１ ）ξｍζ ２
ｎ ＋ ｆ（４）１１ ξ ３

ｍ ＋ ２（ ｆ（２）１１１ ＋ ２ｆ（２）１４ ）ξｍ， Ｋ３３ ＝ － （ｃ（０）４４ ξ ２
ｍ ＋ ｃ（０）１１ ζ ２

ｎ），

Ｋ３４ ＝ － （ｃ（２）４４ ξ ２
ｍ ＋ ｃ（２）１１ ζ ２

ｎ）， Ｋ３５ ＝ ｃ（０）１２ ｋ３ζ ｎ， Ｋ３６ ＝ （ ｆ（０）１４ ＋ ２ｆ（０）１１１ ）ξ ２
ｍζ ｎ ＋ ｆ（０）１１ ζ ３

ｎ，

Ｋ３７ ＝ ｆ（２）１１ ζ ３
ｎ ＋ （２ｆ（２）１１１ ＋ ｆ（２）１４ ）ξ ２

ｍζ ｎ， Ｋ４４ ＝ － （ｃ（４）４４ ξ ２
ｍ ＋ ｃ（４）１１ ζ ２

ｎ ＋ ４ｃ（２）４４ ｋ２），

Ｋ４５ ＝ （ｃ（２）１２ ｋ３ － ２ｃ（２）４４ ｋ２）ζ ｎ， Ｋ４６ ＝ （２ｆ（２）１１１ ＋ ｆ（２）１４ ）ξ ２
ｍζ ｎ － ２ｆ（０）１１１ ζ ｎ ＋ ｆ（２）１１ ζ ３

ｎ，

Ｋ４７ ＝ ｆ（４）１１ ζ ３
ｎ ＋ （２ｆ（４）１１１ ＋ ｆ（４）１４ ）ξ ２

ｍζ ｎ ＋ （２ｆ（２）１１１ ＋ ４ｆ（２）１４ ）ζ ｎ，

Ｋ５１ ＝ ｃ（０）１２ ξｍ， Ｋ５２ ＝ （ｃ（２）１２ － ２ｃ（２）４４ ｋ１）ξｍ， Ｋ５３ ＝ ｃ（０）１２ ζ ｎ， Ｋ５４ ＝ （ｃ（２）１２ － ２ｃ（２）４４ ｋ２）ζ ｎ，

Ｋ５５ ＝ － （ｃ（２）４４ ｋ１ξ ２
ｍ ＋ ｃ（２）４４ ｋ２ζ ２

ｎ ＋ ｃ（０）１１ ｋ３）， Ｋ５６ ＝ － （ ｆ（０）１４ ＋ ｆ（０）１１１ ）（ξ ２
ｍ ＋ ζ ２

ｎ），

Ｋ５７ ＝ （ ｆ（２）１１１ － ｆ（２）１４ ）（ξ ２
ｍ ＋ ζ ２

ｎ）， Ｋ６６ ＝ ε （０）
１１ （ξ ２

ｍ ＋ ζ ２
ｎ），

Ｋ６７ ＝ ε （２）
１１ （ξ ２

ｍ ＋ ζ ２
ｎ）， Ｋ７７ ＝ ε （４）

１１ （ξ ２
ｍ ＋ ζ ２

ｎ） ＋ ４ε （２）
１１ ．
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图 ３　 加载区域

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌｏａｄｉｎｇ ａｒｅａ

在算例计算中，挠曲电纳米板的弹性常数 ｃｉｊｋｌ、热弹性常数 λ ｉｊ、挠曲电系数 ｆｉｊｋｌ 和介电常数 ε ｉ ｊ 取自文献

［３２］：ｃ１１ ＝ １．６５７ × １０１１ Ｎ ／ ｍ２，ｃ１２ ＝ ６．３９ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，ｃ４４ ＝ ７．９５６ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，λ １ ＝ ４．２９１ ６ × １０５ Ｎ ／ （ｍ２·Ｋ），
ｆ１１ ＝ １．３ × １０ －９ Ｃ ／ ｍ， ｆ１４ ＝ ４．０ × １０ －１０ Ｃ ／ ｍ， ｆ１１１ ＝ ４．０ × １０ －１０ Ｃ ／ ｍ，ε １１ ＝ １．０３６ × １０ －１０ Ｃ ／ （ｍＶ） ．纳米板的几

何尺寸为长度 ａ ＝ ８００ ｎｍ，宽度 ｂ ＝ １ ４００ ｎｍ，厚度 ｈ ＝ ５０ ｎｍ ．局部加载区域的中心坐标为 ｘ０ ＝ ０．５ａ，ｙ０ ＝ ０．
５ｂ，长度 ｃ ＝ ５０ ｎｍ，宽度 ｄ ＝ １００ ｎｍ ．数值结果表明，当级数求和项数取较大值时（ｍ ＞ ２００，ｎ ＞ ２００），ｕ（０）

１ ，
ｕ（２）

１ ，ｕ（０）
２ ，ｕ（２）

２ ，ｕ（１）
３ 和 φ （２） 的数值结果与 ｍ ＝ ２００，ｎ ＝ ２００ 时结果相同，这说明对于其 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开式，在

该问题下级数求和项数取 ｍ ＝ ２００，ｎ ＝ ２００ 时的精度是足够的，能够保证结果收敛．但是对于 φ （０） 来说，其收
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敛性较差，当取 ｍ ＝ １ ０００，ｎ ＝ １ ０００ 时，才能保证 φ （０） 收敛．
由于本文所用的是线性理论，故采用很小的温差载荷时结果是有效的．图 ４ 研究了温度载荷和机械载荷

分别对截面 ｘ２ ＝ ｂ ／ ２上的位移场 ｕ（０）
１ ，ｕ（２）

１ 和 ｕ（１）
３ ，及电势场 φ （０） 和 φ （２） 的影响．如图 ４（ａ）、４（ｂ）所示，面内拉

伸变形的最大值和最小值均在 θ （０） 局部作用区域，不同于面内拉伸变形的全局分布，对称厚度剪切变形仅分

布在局部加载区域内．由式（１）可知，位移场 ｕ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） 是由面内拉伸变形 ｕ（０）
１ 和对称厚度剪切变形 ｕ（２）

１

叠加所得，由于热胀冷缩效应， ｕ（０）
１ 和 ｕ（２）

１ 具有相同的符号．在挠曲电纳米板的中面，即 ｘ３ ＝ ０ 时，式（１）的第

１ 式简化为 ｕ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ）＝ ｕ（０）
１ （ｘ１，ｘ２，ｔ），因此沿 ｘ１ 方向的变形 ｕ１ 在板中面处取最小值，且沿板的厚度方向

变形程度逐渐增大，最终在板的局部加载区域的上下表面处取得最大值．与作用温度载荷时的热胀冷缩效应

不同，施加机械载荷时挠曲电纳米板表现出明显的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 效应，此时 ｕ（０）
１ 和 ｕ（２）

１ 符号相反，变形 ｕ１ 在板中面

处取最大值，在板的局部加载区域的上下表面处取得最小值．与位移场 ｕ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） 类似，电势场 φ（ｘ１，
ｘ２，ｘ３，ｔ） 是由零阶电势 φ （０）（ｘ１，ｘ２，ｔ） 和二阶电势 φ （２）（ｘ１，ｘ２，ｔ） 叠加所得．在局部加载区域，板的上下表面会

产生电势垒或电势阱，如图 ４（ｃ）、４（ｄ）所示．厚度伸缩变形 ｕ（１）
３ 主要发生在矩形加载区域，其在中面上下两

侧均沿厚度方向拉伸（或收缩），如图 ４（ｅ）所示．综上，利用局部的温度场或者机械场，可以实现对挠曲电纳

米板的变形和电势的调控．
为了进一步研究温度场和机械场对厚度伸缩变形 ｕ（１）

３ 的协同影响，在挠曲电纳米板的局部区域施加一

个恒温场 θ （０） ＝ ０．００１ Ｋ 和一个变化的分布力 ｆ（１）３ ，结果如图 ５ 所示．

（ａ） 比较 θ （０） 和 ｆ（１）３ 对面内拉伸变形 ｕ（０）
１ 的影响 （ｂ） 比较 θ （０） 和 ｆ（１）３ 对对称厚度剪切变形 ｕ（２）

１ 的影响

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ θ （０） ａｎｄ ｆ（１）３ ｏｎ ｉｎ⁃ｐｌａｎｅ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ θ （０） ａｎｄ ｆ（１）３ ｏｎ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｅｘｔｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｕ（０）
１ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ⁃ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｕ（２）

１

（ｃ） 比较 θ （０） 和 ｆ（１）３ 对零阶电势 φ （０） 的影响 （ｄ） 比较 θ （０） 和 ｆ（１）３ 对二阶电势 φ （２） 的影响

（ｃ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ θ （０） ａｎｄ ｆ（１）３ ｏｎ （ｄ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ θ （０） ａｎｄ ｆ（１）３ ｏｎ

ｚｅｒｏ⁃ｏｒｄｅｒ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ φ （０） ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ φ （２）
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（ｅ） 比较 θ （０） 和 ｆ（１）３ 对厚度伸缩变形 ｕ（１）
３ 的影响

（ｅ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ θ （０） ａｎｄ ｆ（１）３ ｏｎ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ⁃ｓｔｒｅｔｃｈ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｕ（１）
３

图 ４　 比较 θ （０） 和 ｆ（１）３ 对位移场和电势场的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ θ （０） ａｎｄ ｆ（１）３ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｆｉｅｌｄ

当不考虑 ｆ（１）３ 的作用时，整个板均产生拉伸变形．当 ｆ（１）３ ＝ － １ × １０ －５ Ｎ ／ ｍ 时， ｕ（１）
３ 仅为无 ｆ（１）３ 时的 ３０％，

这表明机械载荷抵消了一部分 θ （０） 作用下的热膨胀变形．当 ｆ（１）３ 的绝对值继续增大，板的变形完全变为压缩

变形，此时热膨胀变形完全被抵消了．结果表明，机械场与温度场的耦合关系可以用于调节挠曲电纳米板的

力学行为．

图 ５　 θ （０） 和 ｆ（１）３ 对厚度伸缩变形 ｕ（１）
３ 的协同影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｙｎｅｒｇｉｓｔｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ θ （０） ａｎｄ ｆ（１）３ ｏｎ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ⁃ｓｔｒｅｔｃｈ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｕ（１）
３

３　 结　 　 论

本文采用 Ｍｉｎｄｌｉｎ⁃Ｍｅｄｉｃｋ 理论和挠曲电理论，建立了挠曲电纳米板的理论模型．利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理求出

纳米板的场方程和边界上的线积分等式，分别将二维本构方程和中面边界上外法线的方向余弦代入，得到了

以基本未知量表示的挠曲电纳米板的控制方程和边界条件．然后利用双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数解求解纳米板的位移

场和电势场，分析局部热场和局部机械场对挠曲电纳米板变形和电场的影响，得到了以下结论：
１） 挠曲电纳米板上作用有局部温度载荷时，由于热胀冷缩效应，对称厚度剪切变形会加剧面内拉伸变

形的程度， ｕ１ 在板中面处取最小值，且沿板的厚度方向变形程度逐渐增大，最终在板的局部加载区域的上下

表面处取得最大值．施加机械载荷时挠曲电纳米板表现出明显的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 效应，对称厚度剪切变形则会抵消

一部分面内拉伸变形的效果．
２） 非接触式调控和接触式调控这两种方式为挠曲电纳米板的力电耦合行为研究提供了更多元的选择．

对于考虑挠曲电效应的微纳米器件，接触式调控操作难度较大；而非接触式调控，如温度调控和磁场调控等，
可操作性更强，具有很大的发展潜力．
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