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摘要：　 基于修正偶应力和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理推导了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基上多孔二维功能梯

度材料（２Ｄ⁃ＦＧＭ）微梁的振动控制方程，采用微分求积法获得固支⁃固支（Ｃ⁃Ｃ）、简支⁃简支（Ｓ⁃Ｓ）边界条件下微梁的

振动频率和基本振型，对刚度矩阵进行数学处理后极大地提高了计算效率，将该文模型退化为宏观和微观二维功

能梯度模型且与已有文献对比验证其正确性．算例结果表明：该文数学模型适用于不同类型的二维材料分布；微梁

的无量纲振动频率随着 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基模量的增大而增大；在一定 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基模量下，微梁的无量纲振动

频率随着功能梯度指数、轴向功能梯度指数、孔隙率的增大而减小．材料变化对振动模态的影响随着振动模态阶数

的增加而增加．同样参数下，孔隙均匀分布时梁频率略小于孔隙线性分布的情况．
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０　 引　 　 言

功能梯度材料（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ，ＦＧＭ） ［１］ 是一种新型非均质复合材料，常由陶瓷和金属复合

而成，内部逐渐改变组成材料的体积分数使得材料性能沿某一方向以连续的方式逐渐变化．ＦＧＭ 最初应用

于航空航天领域，高速飞行使得机身内外存在很大的温差，从而导致材料内部产生热应力，而 ＦＧＭ 能够将陶

瓷的热阻性能和金属的机械性能结合在一起，解决了这一问题．经过数十年的发展，ＦＧＭ 的应用已经从最初

的航空航天工程拓展到了军事、汽车、生物医学、土木工程、制造业和核工业等领域．
在过去几十年中，研究人员利用经典连续介质理论对宏观 ＦＧＭ 结构的静动态力学行为做了很多研

究［２⁃１０］ ．如今 ＦＧＭ 已经应用到到微纳米结构中，例如微电子机械系统 （ｍｉｃｒｏ ｅｌｅｃｔｒｏ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ，
ＭＥＭＳ） ［１１］ ．微型化是当今科学技术的主要发展方向之一，梁是微电子机械系统中广泛使用的主要结构之一．
传统连续介质力学中的本构关系不包括反映构件大小的尺度参数，所以不能预测尺寸效应［１２］，针对传统理

论的这一缺陷有学者就提出了偶应力理论［１３］和修正偶应力理论［１４］ ．周强［１５］基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，推导了

压电纳米梁的频率方程和振型方程的精确解．Şｉｍşｅｋ 等［１６］研究了 ＦＧＭ 微梁静态弯曲问题，得到受集中荷载

和均布荷载简支梁挠度的数值解． Ｋｅ 等［１７］ 基于修正的偶应力理论，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理导出了功能梯度

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 微梁的控制方程和边界条件，研究了 ＦＧＭ 微梁的动力稳定性问题．Şｉｍşｅｋ 和 Ｒｅｄｄｙ［１８］ 结合各种

高阶剪切变形理论和修正偶应力理论，研究了 ＦＧＭ 微梁的静态弯曲和自由振动．考虑物理中面的影响，Ａｌ⁃
Ｂａｓｙｏｕｎｉ 等［１９］基于修正偶应力理论研究了 ＦＧＭ 微梁的弯曲和振动特性．Ａｋｇöｚ 等［２０］ 结合 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁
理论和修正偶应力理论，研究了变截面轴向 ＦＧＭ 微梁的自由振动问题．刘松正等［２１］基于四参数高阶剪切⁃法
向伸缩变形理论发展出一种准三维 ＦＧＭ 微梁模型．结合修正偶应力和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，雷剑等［２２］研究了

变截面 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的自由振动和屈曲问题．Ｃｈｅｎ 等［２３］ 基于高阶剪切变形理论研究了嵌入弹性介质中的

２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的自由振动、屈曲和动力稳定性．
起初由于制备工艺存在缺陷，不可避免地导致 ＦＧＭ 在制备过程中内部产生孔隙，后来人们将孔隙规则

排列制成点阵材料（开孔），孔径可逐渐由毫米级减小到微米甚至纳米级．因此，针对多孔 ＦＧＭ 微梁展开力学

特性分析研究具有重要的现实意义．Ｃｈｅｎ 等［２４］ 基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，研究了多孔 ＦＧＭ 梁的弹性屈曲和

静态弯曲问题．考虑对称和非对称孔隙度分布，Ｃｈｅｎ 等［２５］ 基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论研究了多孔 ＦＧＭ 梁的自

由振动和受迫振动行为．Ｌｅｉ 等［２６］研究了具有柔性边界约束的多跨多孔 ＦＧＭ 梁的动力学行为．王伟斌等［２７］

基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论研究了多孔 ＦＧＭ 梁的自由振动问题．
文献［２８⁃２９］总结了微分求积法和微分求积单元法的新进展，但目前大多数研究主要集中在宏观多孔功

能梯度结构的静动态力学分析，且主要集中在材料性能沿厚度或者轴向某一个方向上连续变化，没有考虑材

料性能同时沿厚度和轴向连续变化以及孔隙线性分布对功能梯度结构动力特性的影响．本文结合修正偶应

力理论和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理导出弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的振动控制方程，统一编

写 ＭＡＴＬＡＢ 程序得到了微梁的自振频率和前三阶振型，采用变化后的刚度矩阵极大地提高了微分求积法的

计算效率，并将本文模型退化为宏观功能梯度模型和微观均质模型，与已有文献对比验证了其正确性．分析

了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基模量、功能梯度指数、孔隙率、孔隙分布模式和梁跨厚比对微梁自由振动的影响．

１　 理 论 模 型

１．１　 多孔 ＦＧＭ 微梁

建立如图 １ 所示的 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基上长度为 Ｌ、厚度为 ｈ、宽为 ｂ、 多孔二维功能梯度矩形截面梁研究

５５３１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赵英治，等： 弹性地基上多孔二维功能梯度材料微梁自由振动研究



模型．图中 ｋｗ 为Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基模量．梁由陶瓷和金属的混合物制成，梁的材料性能不仅在厚度方向上呈幂

函数变化，而且沿梁的轴向（梁的长度方向）也呈幂函数变化，孔隙沿厚度方向呈均匀或线性分布（孔隙分布

模式如图 ２ 所示），使得材料属性均为坐标 ｘ，ｚ 的函数．
多孔 ＦＧＭ 梁的物性参数，包括弹性模量 Ｅ（ｘ，ｚ，θ）、密度 ρ（ｘ，ｚ，θ）， 表示为：
孔隙均匀分布

　 　 ｐ（ｘ，ｚ，θ） ＝ ｐｍ ＋ （ｐｃ － ｐｍ）
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÷

Ｐｚ ｘ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐｘ

－ θ
２
（ｐｃ ＋ ｐｍ）； （１）

孔隙线性分布

　 　 ｐ（ｘ，ｚ，θ） ＝ ｐｍ ＋ （ｐｃ － ｐｍ）
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐｚ ｘ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐｘ

－ θ
２
（ｐｃ ＋ ｐｍ） １ － ２ ｚ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２）

其中， Ｐｚ 为梯度指数，Ｐｘ 为轴向功能梯度指数，下标 ｃ、ｍ 分别表示陶瓷和金属材料， θ 为孔隙率．

图 １　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基上多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁几何尺寸及坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ａ ｐｏｒｏｕｓ ２Ｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｏｎ Ｗｉｎｋｌｅｒ’ｓ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

（ａ） 孔隙均匀分布 （ｂ） 孔隙线性分布

（ａ） Ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
图 ２　 孔隙分布模式

Ｆｉｇ． ２　 Ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｔｔｅｒｎｓ

１．２　 微梁的振动控制方程

使用图 １ 所示的直角坐标系 （ｘ，ｙ，ｚ）， Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的位移场可以表示为

　 　
ｕ１ ＝ Ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｚΦ（ｘ，ｔ），
ｕ２ ＝ ０，
ｕ３ ＝ Ｗ（ｘ，ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

其中， ｕ１，ｕ２ 和 ｕ３ 为梁截面上任一点分别在 ｘ，ｙ，ｚ 方向上的位移分量，Ф 为截面关于垂直方向的转角．
传统连续介质力学理论下，梁的几何方程和物理方程为

　 　 εｘｘ ＝
∂Ｕ
∂ｘ

＋ ｚ ∂Φ
∂ｘ

， εｘｚ ＝
１
２

∂Ｗ
∂ｘ

－ Φæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

　 　 σｘｘ ＝ Ｅ（ｘ，ｚ，θ） ∂Ｕ
∂ｘ

＋ ｚ ∂Φ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σｘｚ ＝ κμ（ｘ，ｚ，θ） Φ ＋ ∂Ｗ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

式中， κ 为剪切修正系数， μ 为剪切模量．
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根据 Ｙａｎｇ 等［１４］提出的修正偶应力理论，各向同性弹性体本构关系中对称弯曲张量 χ
ｉｊ 和偶应力张量偏

斜部分 ｍｉｊ 为

　 　 χ
ｉｊ ＝

１
２
（ｅｉｐｑ∂ｐεｑｊ ＋ ｅｉｐｑ∂ｐεｑｉ）， （６）

　 　 ｍｉｊ ＝ ２ｌ２μχ ｉｊ， （７）
式中， ｌ 是材料特征长度．

根据式（４）和（６），可得非零曲率分量 χ
ｘｙ 为

　 　 χ
ｘｙ ＝

１
４

∂Φ
∂ｘ

－ ∂２Ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８）

将式（８）代入式（７），可得非零偶应力分量 ｍｘｙ 为

　 　 ｍｘｙ ＝
１
２

ｌ２μ
∂Φ
∂ｘ

－ ∂２Ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

应变能的变分为

　 　 δＵ ＝ ∫Ｌ
０
∫
Ａ
（σｉｊδεｉｊ ＋ ｍｉｊδχ ｉｊ）ｄＡｄｘ， （１０）

其中， Ａ 是梁的横截面积．
动能变分为

　 　 δＫ ＝ ∫Ｌ
０
∫
Ａ
ρ（ｘ，ｚ，θ）

∂ｕ１

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
∂ｕ２

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
∂ｕ３

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ｄＡｄｘ ． （１１）

弹性地基势能在时间间隔 ［０，Ｔ］ 上的一阶变分为

　 　 δＶ ＝ ∫Ｔ
０
∫
Ω
ｋｗδｗｄｖｄｔ ． （１２）

使用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理：

　 　 δ∫Ｔ
０
（Ｋ － Ｕ － Ｖ）ｄｔ ＝ ０． （１３）

惯性系数和弹性系数分别定义为

　 　 { Ａ１１（ｘ），Ｂ１１（ｘ），Ｄ１１（ｘ） } ＝ ∫
Ａ

（１ － ν）Ｅ（ｘ，ｚ，θ）
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

{ １，ｚ，ｚ２ } ｄＡ， （１４）

　 　 Ｄ５５（ｘ） ＝ ∫
Ａ

Ｅ（ｘ，ｚ，θ）
２（１ ＋ ν）

ｄＡ， （１５）

　 　 { Ｉ１（ｘ），Ｉ２（ｘ），Ｉ３（ｘ） } ＝ ∫
Ａ
ρ（ｘ，ｚ，θ） { １，ｚ，ｚ２ } ｄＡ， （１６）

式中， ν 为材料 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．
使用分离变量法对方程进行处理，令
　 　 {Φ（ｘ，ｔ），Ｕ（ｘ，ｔ），Ｗ（ｘ，ｔ） } ＝ {ϕ（ｘ），ｕ（ｘ），ｗ（ｘ） } ｅｉｗｎｔ， （１７）

式中， ｗｎ 为梁频率，ｉ 为虚数单位．
将式（１０）—（１２）代入式（１３）中，得到控制方程：

　 　 δｕ ＝ ０： ∂
∂ｘ

Ａ１１（ｘ）
∂Ｕ
∂ｘ

＋ Ｂ１１（ｘ）
∂Φ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ｉ１ｗ２

ｎｕ ＋ Ｉ２ｗ２
ｎϕ， （１８）

　 　 δｗ ＝ ０： ∂
∂ｘ

κＡ５５（ｘ）
∂Ｗ
∂ｘ

＋ Φæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ １

２
∂２

∂ｘ２

１
２

ｌ２Ａ５５（ｘ）
∂Φ
∂ｘ

－ ∂２Ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú － ｋｗｗ ＝ Ｉ１（ｘ）ｗ２

ｎｗ， （１９）

　 　 δϕ ＝ ０： ∂
∂ｘ

Ｂ１１（ｘ）
∂Ｕ
∂ｘ

＋ Ｄ１１（ｘ）
∂Φ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú － κＡ５５（ｘ）

∂Ｗ
∂ｘ

＋ Φæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 １
２

∂
∂ｘ

１
２

ｌ２Ａ５５（ｘ）
∂Φ
∂ｘ

－ ∂２Ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ Ｉ２（ｘ）ｗ２

ｎｕ ＋ Ｉ３（ｘ）ｗ２
ｎϕ， （２０）
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式中矩形截面梁的 κ ＝ ５ ／ ６．
对于固支⁃固支（Ｃ⁃Ｃ）边界条件应满足

　 　 ｕ ＝ ｗ ＝ ϕ ＝ ∂ｗ
∂ｘ

＝ ０，　 　 ａｔ ｘ ＝ ０ ｏｒ ｘ ＝ Ｌ ． （２１）

对于简支⁃简支（Ｓ⁃Ｓ）边界条件应满足

　 　 ∂ｕ
∂ｘ

＝ ｗ ＝ ∂ϕ
∂ｘ

＝ ∂２ｗ
∂ｘ２

＝ ０，　 　 ａｔ ｘ ＝ ０ ｏｒ ｘ ＝ Ｌ ． （２２）

２　 微分求积法（ＤＱＭ）
微分求积法常用于求解控制方程，不同于往常直接求解刚度矩阵行列式的方法，本文通过对刚度矩阵进

行数学处理，求解处理后刚度矩阵特征值的方法来得到梁的振动频率．算例表明，两种方法取的节点数相同

时，本文方法所需的时间仅为往常方法的 ３．６４％，且还可以求解梁的模态．
根据微分求积法的离散化法则，位移分量 ｕ，ｗ 和 ϕ 及其相对于 ｘ 的 ｋ 阶导数近似为

　 　 { ｕ，ｗ，ϕ } ＝ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
ｌｍ（ｘ） { ｕｍ，ｗｍ，ϕｍ } ， （２３）

　 　
∂ｋ

∂ｘｋ
{ ｕ，ｗ，ϕ } ｘ ＝ ｘｉ

＝ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（ｋ）

ｉｍ { ｕｍ，ｗｍ，ϕｍ } ， （２４）

其中 ｕｍ ＝ ｕ（ｘｍ，ｔ），ｗｍ ＝ ｗ（ｘｍ，ｔ），ϕｍ ＝ ϕ（ｘｍ，ｔ），Ｎ是沿 ｘ轴分布的节点总数，ｌｍ（ｘ） 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式，
Ｃ（ｋ）

ｉｍ 是权系数．
边界条件的代入选择 δ法，δ的取值范围［３０］ 为 １０ －６ ≤ δ≤１０ －４，δ过大过小都会造成结果的不收敛，节点

的选取如下：

　 　
ｘ１ ＝ ０， ｘ２ ＝ ０．０００ １Ｌ， ｘＮ－１ ＝ ０．９９９ ９Ｌ， ｘＮ ＝ Ｌ，

ｘｉ ＝
１
２

１ － ｃｏｓ ｉ － ２
Ｎ － ３

πæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú Ｌ，　 　 ｉ ＝ ３，４，…，Ｎ － ２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２５）

离散后的控制方程为

　 　
∂［Ａ１１（ｘ）］

∂ｘ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ｕｍ ＋ Ａ１１（ｘ）∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ｕｍ ＋
∂［Ｂ１１（ｘ）］

∂ｘ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ϕｍ ＋ Ｂ１１（ｘ）∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ϕｍ ＝

　 　 　 　 － Ｉ１（ｘ）ｗ２
ｎｕｉ － Ｉ２（ｘ）ｗ２

ｎϕｉ， （２６）

　 　
∂［κＡ５５（ｘ）］

∂ｘ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ｗｍ ＋ ϕｉ( ) ＋ κＡ５５（ｘ） ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ϕｍ ＋ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ｗｍ( ) ＋

　 　 　 　 １
４

ｌ２
∂２［κＡ５５（ｘ）］

∂ｘ２ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ϕｍ － ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ｗｍ( ) ＋

　 　 　 　 １
２

ｌ２κＡ５５（ｘ） ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ϕｍ － ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（３）

ｉｍ ｗｍ( ) ＋ １
４

ｌ２κＡ５５（ｘ） ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（３）

ｉｍ ϕｍ － ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（４）

ｉｍ ｗｍ( ) － ｋｗｗ ｉ ＝

　 　 　 　 － Ｉ１（ｘ）ｗ２
ｎｗ ｉ， （２７）

　 　
∂［Ｂ１１（ｘ）］

∂ｘ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ｕｍ ＋ Ｂ１１（ｘ）∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ｕｍ ＋
∂［Ｄ１１（ｘ）］

∂ｘ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ϕｍ ＋

　 　 　 　 Ｄ１１（ｘ）∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ϕｍ － κＡ５５（ｘ） ϕｉ ＋ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ｗｍ( ) ＋

　 　 　 　 １
４

ｌ２Ａ５５（ｘ） ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ϕｍ － ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（３）

ｉｍ ｗｍ( ) ＋ １
４

ｌ２
∂［Ａ５５（ｘ）］

∂ｘ ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

ｉｍ ϕｍ － ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

ｉｍ ｗｍ( ) ＝

　 　 　 　 － Ｉ２（ｘ）ｗ２
ｎｕｉ － Ｉ３（ｘ）ｗ２

ｎϕｉ ． （２８）
对 Ｃ⁃Ｃ 边界条件运用微分求积法进行离散：

８５３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



ｘ ＝ ０ 处

　 　 ｕ１ ＝ ０， ｗ１ ＝ ０， ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

２ｍ ｗｍ ＝ ０， ϕ１ ＝ ０；

ｘ ＝ Ｌ 处

　 　 ｕＮ ＝ ０， ｗＮ ＝ ０， ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

（Ｎ－１）ｍｗｍ ＝ ０， ϕＮ ＝ ０．

对 Ｓ⁃Ｓ 边界条件运用微分求积法进行离散：
ｘ ＝ ０ 处

　 　 ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

１ｍ ｕｍ ＝ ０， ｗ１ ＝ ０， ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

２ｍ ｗｍ ＝ ０， ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

１ｍ ϕｍ ＝ ０；

ｘ ＝ Ｌ 处

　 　 ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

Ｎｍ ｕｍ ＝ ０， ｗＮ ＝ ０， ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（２）

（Ｎ－１）ｍｗｍ ＝ ０， ∑
Ｎ

ｍ ＝ １
Ｃ（１）

Ｎｍ ϕｍ ＝ ０．

将式（２６）—（２８）微梁的振动控制方程转化为向量形式：
　 　 （Ｋ１ － ｗ２

ｎＭ）Ｘ ＝ ０， （２９）
式中，系数矩阵 Ｋ１，Ｍ 分别为刚度矩阵和质量矩阵，Ｋ１，Ｍ 为 ３Ｎ × ３Ｎ 的矩阵， Ｘ 是位移分量向量：

　 　 Ｘ ＝ { ｕ１，ｕＮ，ｗ１，ｗ２，ｗＮ－１，ｗＮ，ϕ１，ϕＮ，ｕ２，…，ｕＮ－１，ｗ３，…，ｗＮ－２，ϕ２，…，ϕＮ－１ } ． （３０）
式（２９）可以转化为

　 　 （Ｋ２ － ｗ２
ｎＩ）Ｘ ＝ ０， （３１）

其中 Ｉ 为单位矩阵，
　 　 Ｋ２ ＝ Ｍ －１Ｋ１ ． （３２）

将边界条件代入式（３１）得到

　 　 Ｋ { ｕ１，ｕＮ，ｗ１，ｗ２，ｗＮ－１，ｗＮ，ϕ１，ϕＮ，ｕ２，…，ｕＮ－１，ｗ３，…，ｗＮ－２，ϕ２，…，ϕＮ－１ } Ｔ ＝
　 　 　 　 ｗ２

ｎＩ { ０，０，０，０，０，０，０，０，ｕ２，…，ｕＮ－１，ｗ３，…，ｗＮ－２，ϕ２，…，ϕＮ－１ } Ｔ ． （３３）
式（３１）的矩阵形式为

　 　 ＳｂｂＸｂ ＋ ＳｂｄＸｄ ＝ ０， （３４ａ）
　 　 ＳｄｂＸｂ ＋ ＳｄｄＸｄ ＝ ｗ２

ｎＸｄ ． （３４ｂ）
由式（３４ａ）可以得到

　 　 Ｘｂ ＝ － Ｓ －１
ｂｂ ＳｂｄＸｄ ． （３５）

将式（３５）代入式（３４ｂ）得
　 　 ＳＸｄ － ｗ２

ｎＩＸｄ ＝ ０， （３６）
其中 Ｓ 为（３Ｎ － ８） × （３Ｎ － ８） 的矩阵，

　 　 Ｓ ＝ － ＳｄｂＳ
－１
ｂｂ Ｓｂｄ ＋ Ｓｄｄ ． （３７）

矩阵 Ｓ 的特征值和特征向量分别为梁的振动频率的平方和振型．

３　 算例分析与结果讨论

本节将基于微分求积法，结合若干算例验证本节解的正确性，详细分析无量纲弹性地基模量、功能梯度

指数、轴向功能梯度指数、孔隙率、跨厚比等参数对弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁自由振动的影响．
３．１　 结果验证

本小节介绍了数值解的收敛性和精度．数值解的精确性取决于微分求积法插值点的数量，表 １ 给出了不

同插值点数量下弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 简支微梁的前三阶无量纲频率，可以看出微梁的前三阶无量纲频率

随着 Ｎ的增大而减小．Ｎ的增加可以减小数值结果的差异，表明微分求积法得到的前三阶无量纲频率收敛．为
了提高计算效率，后续研究中采用 Ｎ ＝ １５， 以确保计算结果的收敛性．

材料物性参数取 Ｅｍ ＝ ７０ ＧＰａ， Ｅｃ ＝ ３８０ ＧＰａ， ρｍ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３， ρ ｃ ＝ ３ ８００ ｋｇ ／ ｍ３， 材料特征长度为 ｌ ＝
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１７．６ μｍ，陶瓷和金属材料的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比相当接近，将 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比假设为常数 ν ＝ ０．３．为方便与其他文献进行对

比，引入无量纲振动频率 Ωｎ ＝
ｗｎＬ２

ｈ
ρｍ

Ｅｍ
和无量纲弹性地基模量 λ ＝

ｋｍＬ４

Ｅｍｈ３ ．

表 １　 弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁无量纲频率收敛性分析

（Ｓ⁃Ｓ 边界， Ｐｘ ＝ １， Ｐｚ ＝ １，θ ＝ ０．１， Ｌ ／ ｈ ＝ ５， ｈ ＝ ２ｌ，λ ＝ ３ × １０ －６）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ２Ｄ⁃ＦＧＭ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｏｎ Ｗｉｎｋｌｅｒ’ｓ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

（Ｓ⁃Ｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ， Ｐｘ ＝ １， Ｐｚ ＝ １，θ ＝ ０．１， Ｌ ／ ｈ ＝ ５， ｈ ＝ ２ｌ， λ ＝ ３ × １０ －６）

　
Ｎ

７ ９ １１ １３ １５ １７ １９ ２１
Ω１ ５．４２９ ７ ５．４２８ ５ ５．４２８ ３ ５．４２８ ３ ５．４２８ ３ ５．４２８ ３ ５．４２８ ３ ５．４２８ ３
Ω２ １９．３９０ ２ １８．２００ １ １８．１９３ ４ １８．１９３ ２ １８．１９３ ２ １８．１９３ ２ １８．１９３ ２ １８．１９３ ２
Ω３ ３８．９０５ ４ ３５．１１６ ２ ３４．６８２ ９ ３４．６７２ ５ ３４．６７２ ４ ３４．６７２ ４ ３４．６７２ ４ ３４．６７２ ４

　 　 当无量纲弹性地基模量 λ 和孔隙率 θ 为零时，本文模型退化为 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁模型，表 ２ 给出了 Ｃ⁃Ｃ 边界

条件下 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的一阶无量纲频率并与文献［２２］的结果进行对比，两者数据基本一致，最大误差不超

过 １％，证明了微分求积法对于本文研究的有效性和正确性．
表 ３ 给出了 Ｃ⁃Ｃ 边界条件下宏观 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 梁的一阶无量纲频率与文献［３１］中精确解的对比，两者结果

基本一致，最大误差在 ０．５％以内，进一步证明了本文数学模型适用于不同类型的二维材料分布．为了进行比

较，物性参数和几何参数取 Ｅ ｌｂ ＝ ７１ ＧＰａ， ρ ｌｂ ＝ ２ ７８０ ｋｇ ／ ｍ３， ν ＝ ０．３，ｈ ＝ ０．０５ ｍ， Ｌ ＝ ５ ｍ，材料特性沿轴向和

厚度方向服从指数分布：
　 　 Ｐ（ｘ，ｚ） ＝ Ｐ ｌｂｅＰｚ（１ ／ ２＋ｚ ／ ｈ） ＋Ｐｘ（ｘ ／ Ｌ） ． （３８）

表 ２　 Ｃ⁃Ｃ 边界条件下 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁一阶振动频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ Ｃ⁃Ｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｍｏｄｅｌ Ｐｚ ＝ ０， Ｐｘ ＝ ０ Ｐｚ ＝ １， Ｐｘ ＝ ０ Ｐｚ ＝ ０， Ｐｘ ＝ １ Ｐｚ ＝ １， Ｐｘ ＝ １

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ２８．５８５ ４ ２３．８８３ １ ２２．２２３ ６ １９．５３４ ０

ｒｅｆ． ［２２］ ２８．５７７ ９ ２３．６７７ ７ ２２．４２７ ６ １９．５４６ ４

表 ３　 基于本文模型的宏观 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 梁无量纲频率与文献中结果的对比（Ｃ⁃Ｃ 边界）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃ⁃Ｃ ｂｉ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｂｅａｍ

　 ｍｏｄｅｌ Ｐｚ ＝ ０ Ｐｚ ＝ ２ Ｐｚ ＝ ４ Ｐｚ ＝ ６ Ｐｚ ＝ ８

Ｐｘ ＝ ０
ｒｅｆ． ［３１］ ６．４５４ １ ５．８７２ ９ ４．６６４ ３ ３．５５７ ０ ２．７６６ １

ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ ６．４５５ ２ ５．８７３ ７ ４．６６４ ７ ３．５５７ １ ２．７６６ １

Ｐｘ ＝ ２
ｒｅｆ． ［３１］ ６．６１６ ８ ６．０２１ ０ ４．７８２ ０ ３．６４６ ７ ２．８３５ ９

ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ ６．６１７ ９ ６．０２１ ８ ４．７８２ ３ ３．６４６ ９ ２．８３５ ９

Ｐｘ ＝ ４
ｒｅｆ． ［３１］ ７．１５０ ６ ６．５０６ ８ ５．１６７ ９ ３．９４１ １ ３．０６４ ８

ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ ７．１５２ ３ ６．５０８ １ ５．１６８ ６ ３．９４１ ４ ３．０６５ ０

Ｐｘ ＝ ６
ｒｅｆ． ［３１］ ８．１６２ ０ ７．４２７ ３ ５．８９９ ０ ４．４９８ ７ ３．４９８ ５

ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ ８．１６８ ３ ７．４３２ ７ ５．９０３ ０ ４．５０１ ６ ３．５００ ６

Ｐｘ ＝ ８
ｒｅｆ． ［３１］ ９．７５３ ２ ８．８７５ ３ ７．０４９ ３ ５．３７６ １ ４．１８０ ８

ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ ９．８０２ ４ ８．９１９ ９ ７．０８４ ５ ５．４０２ ８ ４．２０１ ５

３．２　 结果分析

表 ４ 给出了当功能梯度指数 Ｐｘ ＝ １，Ｐｚ ＝ １，跨厚比 Ｌ ／ ｈ ＝ ５，梁截面高度与材料特征长度比值 ｈ ／ ｌ ＝ ２，孔
隙率 θ ＝ ０．１时，无量纲弹性地基模量λ 对弹性地基上多孔 ＦＧＭ 微梁前三阶无量纲频率的影响．可以看出，微
梁的无量纲频率随着无量纲弹性地基模量的增大而增大，且一阶无量纲频率增加的幅度要大于二阶、三阶．

图 ３ 给出了孔隙均匀分布和线性分布时弹性地基上多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的前三阶无量纲频率与孔隙率 θ
之间的关系曲线．可以看出，微梁的前三阶无量纲频率随着孔隙率的增加而减小，且二阶、三阶减小的幅度大

于一阶，这与弹性地基模量对微梁频率的影响恰恰相反．同样参数下，孔隙均匀分布时微梁的频率略小于孔
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隙线性分布的情况，这与实际情况相符，因为孔隙均匀分布时孔隙较多，导致梁结构刚度降低得多，此外孔隙

率越大，两者的差距越明显．
表 ４　 无量纲弹性地基模量对前三阶无量纲频率的影响 （Ｐｘ ＝ １，Ｐｚ ＝ １，θ ＝ ０．１，Ｌ ／ ｈ ＝ ５，ｈ ＝ ２ｌ， 孔隙均匀分布）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｎ ｔｈｅ １ｓｔ ３ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ
（Ｐｘ ＝ １，Ｐｚ ＝ １，θ ＝ ０．１，Ｌ ／ ｈ ＝ ５，ｈ ＝ ２ｌ， ｕｎｉｆｏｒｍ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）

λ
Ｃ⁃Ｃ

Ω１ Ω２ Ω３

Ｓ⁃Ｓ
Ω１ Ω２ Ω３

０ １０．２６５２ ２３．５３６ ３ ４０．２９９ ４ ５．５８１ ７ １８．６６６ ０ ３５．４８７ ９

１×１０－５ １０．２７２ ０ ２３．５３９ ２ ４０．３０１ １ ５．５９３ ５ １８．６６９ ５ ３５．４８９ ８

２×１０－５ １０．２７８ ７ ２３．５４２ ２ ４０．３０２ ８ ５．６０５ ３ １８．６７３ ０ ３５．４９１ ６

３×１０－５ １０．２８５ ５ ２３．５４５ １ ４０．３０４ ４ ５．６１７ ２ １８．６７６ ５ ３５．４９３ ５

４×１０－５ １０．２９２ ２ ２３．５４８ ０ ４０．３０６ １ ５．６２８ ９ １８．６８０ ０ ３５．４９５ ３

５×１０－５ １０．２９９ ０ ２３．５５０ ９ ４０．３０７ ８ ５．６４０ ７ １８．６８３ ５ ３５．４９７ ２

６×１０－５ １０．３０５ ７ ２３．５５３ ８ ４０．３０９ ５ ５．６５２ ４ １８．６８７ ０ ３５．４９９ １

７×１０－５ １０．３１２ ４ ２３．５５６ ７ ４０．３１１ ２ ５．６６４ １ １８．６９０ ５ ３５．５００ ９

８×１０－５ １０．３１９ ２ ２３．５５９ ６ ４０．３１２ ９ ５．６７５ ８ １８．６９４ ０ ３５．５０２ ８

９×１０－５ １０．３２５ ９ ２３．５６２ ５ ４０．３１４ ６ ５．６８７ ５ １８．６９７ ５ ３５．５０４ ６

１×１０－４ １０．３３２ ６ ２３．５６５ ５ ４０．３１６ ３ ５．６９９ １ １８．７０１ ０ ３５．５０６ ５

（ａ） Ｃ⁃Ｃ 边界 （ｂ） Ｓ⁃Ｓ 边界

（ａ） Ｔｈｅ Ｃ⁃Ｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图 ３　 孔隙率对前三阶无量纲频率的影响 （Ｐｚ ＝ ２， Ｌ ／ ｈ ＝ ５， λ ＝ ３ × １０ －６）

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ １ｓｔ ３ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ （Ｐｚ ＝ ２， Ｌ ／ ｈ ＝ ５， λ ＝ ３ × １０ －６）

（ａ） Ｃ⁃Ｃ 边界 （ｂ） Ｓ⁃Ｓ 边界

（ａ） Ｔｈｅ Ｃ⁃Ｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图 ４　 不同理论下功能梯度指数对前二阶无量纲频率的影响 （ｂ ＝ ２ｈ， Ｌ ＝ ５ｈ， θ ＝ ０．２， λ ＝ ３ × １０ －６）
Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｎ ｔｈｅ １ｓｔ ２ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｅｏｒｉｅｓ （ｂ ＝ ２ｈ， Ｌ ＝ ５ｈ， θ ＝ ０．２， λ ＝ ３ × １０ －６）
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　 　 为了探究功能梯度指数 Ｐｚ 对不同理论下梁振动频率的影响，图 ４ 给出了 Ｃ⁃Ｃ 和 Ｓ⁃Ｓ 边界条件下孔隙均

匀、线性分布时经典与修正偶应力理论下功能梯度指数 Ｐｚ 与弹性地基多孔 ＦＧＭ 梁的前二阶无量纲频率的

关系曲线．可以看出，相较于经典理论，修正偶应力理论下的梁频率更高．但无论哪种理论下，微梁的无量纲

频率均随着功能梯度指数 Ｐｚ 的增大而减小，且二阶无量纲频率随功能梯度指数增加而减小的幅度要大于一

阶频率．
为了探究不同方向功能梯度指数对梁振动频率的影响，图 ５ 分别给出了 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ 边界条件下功能梯度

指数 Ｐｚ 和 Ｐｘ 共同对弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁一阶无量纲频率的影响曲面．可以看出当功能梯度指数较小

时 （Ｐｚ ≤２，Ｐｘ ≤２）， 梁无量纲频率随着功能梯度指数的增加迅速减小，之后随着功能梯度指数的进一步增

加，频率减小的趋势趋于平缓．此外，轴向功能梯度指数 Ｐｘ 对微梁频率的影响更明显．

（ａ） Ｃ⁃Ｃ 边界 （ｂ） Ｓ⁃Ｓ 边界

（ａ） Ｔｈｅ Ｃ⁃Ｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图 ５　 功能梯度指数 Ｐｚ 和 Ｐｘ 共同对弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁一阶无量纲频率的影响 （θ ＝ ０．２，λ ＝ ３ × １０ －６）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｐｚ ａｎｄ Ｐｘ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ２Ｄ⁃ＦＧＭ ｍｉｃｒｏｂｅａｍｓ （θ ＝ ０．２，λ ＝ ３ × １０ －６）

（ａ） Ｃ⁃Ｃ 边界 （ｂ） Ｓ⁃Ｓ 边界

（ａ） Ｔｈｅ Ｃ⁃Ｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
图 ６　 跨厚比和功能梯度指数共同对弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 梁一阶无量纲频率的影响

（孔隙均匀分布， θ ＝ ０．２，λ ＝ ３ × １０ －６）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｎ⁃ｔｏ⁃ｄｅｐｔｈ ｒａｔｉｏ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ２Ｄ⁃ＦＧＭ ｍｉｃｒｏｂｅａｍｓ（ｕｎｉｆｏｒｍ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， θ ＝ ０．２， λ ＝ ３ × １０ －６）

图 ６ 给出了 Ｃ⁃Ｃ 和 Ｓ⁃Ｓ 边界条件下跨厚比 Ｌ ／ ｈ和功能梯度指数Ｐｚ 共同对弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁一

阶无量纲频率的影响曲面．可以看出：微梁的一阶无量纲频率随着 Ｌ ／ ｈ 的增加而增加，当 Ｌ ／ ｈ 较小时（Ｌ ／ ｈ ＜
６）， 频率增加幅度非常明显；但当跨厚比进一步增大时，跨厚比对微梁频率的影响不明显．同样条件下，功能
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梯度指数对不同跨厚比的微梁频率的影响基本一致．
图 ７ 和图 ８ 分别给出了 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ 边界条件下弹性地基多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的前三阶振动模态．可以看出：

当梁为均质材料时 （Ｐｘ ＝ ０，Ｐｚ ＝ ０）， 梁的振动模态关于梁中点对称或反对称，最大模态位移位于跨中；但是

当材料沿轴向或厚度方向变化时，梁的振动模态不再关于梁中点对称或反对称，最大模态位移也偏离跨中；
一阶振动模态受材料变化影响最小，随着振动模态阶数的增加，材料变化对振动模态影响增加．此外，材料变

化对 Ｃ⁃Ｃ 梁振动模态的影响比 Ｓ⁃Ｓ 梁明显．为了使微分求积法得到的梁振动模态足够光滑， Ｎ 取 ７１．ｗｍａｘ 为 ４
个模态位移列向量中绝对值的最大值．

（ａ） 一阶 （ｂ） 二阶 （ｃ） 三阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ
图 ７　 弹性地基上多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的前三阶振动模态 （Ｃ⁃Ｃ 边界）

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ １ｓｔ ３ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ２Ｄ⁃ＦＧＭ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｏｎ Ｗｉｎｋｌｅｒ’ｓ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ （Ｃ⁃Ｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）

（ａ） 一阶 （ｂ） 二阶 （ｃ） 三阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ
图 ８　 弹性地基上多孔 ２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁的前三阶振动模态 （Ｓ⁃Ｓ 边界）

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ １ｓｔ ３ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ２Ｄ⁃ＦＧＭ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｏｎ Ｗｉｎｋｌｅｒ’ｓ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ （Ｓ⁃Ｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）

４　 结　 　 论

本文基于修正偶应力理论和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，利用微分求积法求解得到了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基上多孔

２Ｄ⁃ＦＧＭ 微梁自振问题数值解．结果表明：
１） 本文采用处理后的刚度矩阵，极大地提高了微分求积法的计算效率，统一编写 ＭＡＴＬＡＢ 程序与已有

文献进行退化验证，两者结果非常接近，说明了本文模型适用于不同类型的二维材料分布以及该分析方法对

修正偶应力理论下梁自由振动问题的可行性．
２） 微梁的振动频率均随着梯度指数、孔隙率的增加而减小，随着 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基模量的增加而增大，

孔隙率、功能梯度指数的改变对低阶频率影响小，地基弹性模量的改变对高阶频率影响小，同样条件下孔隙

均匀分布的微梁频率略小于孔隙线性分布的微梁．
３） 当跨厚比 Ｌ ／ ｈ 较小时（Ｌ ／ ｈ ＜ ６），微梁频率随 Ｌ ／ ｈ 增大而增大的幅度明显，但当跨厚进一步增大时，

跨厚比对微梁频率的影响则不明显．
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４） 材料变化使得梁的一阶振动模态不再关于跨中对称，最大模态位移也偏离跨中，材料沿轴向变化时这

一现象较明显．材料变化对一阶振动模态的影响最小，随着振动模态阶数的增加对振动模态的影响也越大．
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