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摘要：　 解析解可以作为经验公式以及数值方法对比的基准、快速参数分析和优化的工具以及实验设计的理论依

据，具有独特的研究价值，而传统解析方法（如 Ｌéｖｙ 解法）只能求解对边简支板壳的力学问题，对于复杂边界约束

下的板壳力学问题难以获得解析解．笔者等近年来发展了板壳力学问题的有限积分变换法，实现了非 Ｌéｖｙ 型板壳

力学问题的求解，但仍无法直接求解由混合边界约束引起的板壳高阶偏微分方程复杂边值问题．该文首次结合有限

积分变换与子域分解方法，实现了混合边界约束下矩形薄板自由振动问题的解析求解．首先根据混合边界约束将矩

形板拆分为两部分，然后通过有限积分变换法对两部分分别进行求解，最后引入连续性条件，获得了原问题的解析

解．以工程中常见的边缘点焊悬臂板为背景，具体分析了一边固支⁃简支混合约束、其余三边自由的矩形薄板自由振

动问题，获得的固有频率和振型结果均与有限元数值解及文献结果高度吻合，验证了该文推导和结果的准确性．有
限积分变换法的求解从基本控制方程出发，无需预先假设解的形式，因此是一种严格的分析方法，可以广泛求解以

板壳力学问题为代表的高阶偏微分方程复杂边值问题．
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０　 引　 　 言

弹性矩形薄板广泛应用于土木工程、海洋工程及机械工程等领域，其力学行为一直是学者们的研究重点

之一［１⁃４］ ．其中，弹性薄板的自由振动问题因其与结构安全高度相关而备受关注，此类问题的解析求解对于结

构的快速分析和初步设计具有重要意义．针对板的自由振动问题，其核心是在满足给定的边界条件下，通过

求解该问题的高阶偏微分控制方程来获得板的固有频率和振型．然而，由于高阶偏微分控制方程求解过程的

复杂性，相关边值问题的解析求解成为一类难题．传统解析方法，例如 Ｎａｖｉｅｒ 解法［５］和 Ｌéｖｙ 解法［６］只能求解

对边简支约束下的板问题，其余边界条件下的矩形薄板自由振动问题都不易获得解析解．
实际工程应用对于板的边界约束提出了更高的要求，一边受到混合约束（即同时存在固支、简支或自由

中的两种或以上约束）的板进入学者们的视野．例如，在汽车制造领域广泛应用的边缘点焊钢板［７］ 就是一种

典型的混合边界约束板，其点焊位置在分析时可等效为固支边界条件，而同一边上其余位置仍然可视为简支

等边界条件．然而，对于这类复杂约束下板的振动问题，传统方法更难以解析求解．针对上述情况，学者们通

常采用数值方法来解决相关问题，例如有限元法［８⁃９］、有限条法［１０］、有限差分法［１１⁃１２］、边界元法［１３⁃１４］、微分求

积法［１５］、微分容积法［１６］等．
上述各类数值方法可以得到满足工程需要的结果，但是解析解仍然具有重要的地位．首先，解析解具有

独特的研究价值，例如：其可以作为经验公式以及数值方法对比的基准、快速参数分析和优化的工具，同时也

可以为实验提供理论依据等．此外，数值方法所求结果通常为近似解，未必总能达到高精度要求，且求解输入

量和输出量较多，过程比较复杂．因此，发展解析方法不仅对理论方法的发展和完善具有重要价值，也对工程

结构分析与设计具有重要的指导意义．基于上述背景，本文拟寻求一种新的解析方法来处理混合边界约束下

矩形薄板的自由振动问题．
有限积分变换法作为求解数学物理方程的一类重要方法，近年来被笔者等进一步发展，用于板壳力学一

般问题的解析求解［１７⁃２３］ ．该方法的思路是：将待求问题的控制方程转换到积分变换域内，得到含有待定系数

的位移函数变换式，再由边界条件求解待定系数，最后通过积分逆变换可得到原问题的解析解．因有限积分
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变换法简洁有效，更容易被工程师所理解和接受，因此有望作为一种通用的理论分析工具．然而，以往关于有

限积分变换法的研究均聚焦一边仅有单一约束的问题，对于一边受到混合约束的问题则未能直接应用该方

法．为此，有必要将有限积分变换法进一步发展，推广至混合边界板问题的求解中．
本文将有限积分变换与子域分解法结合，首次实现了混合边界矩形薄板自由振动问题的解析求解．首先

根据混合边界条件将矩形板拆分为两个子域，然后应用有限积分变换法对两部分分别解析求解，最后通过满

足子域间的连续性条件得到该问题最终的解析解．限于篇幅，本文聚焦工程中典型的边缘点焊悬臂板的自由

振动问题，将其归结为一边固支⁃简支混合约束、其余三边自由的矩形薄板自由振动问题进行求解．数值算例

表明，无论是固有频率还是振型，本文的结果均与精细有限元及文献结果高度吻合，求解结果的精度不亚于

其他复杂的解析方法．本文方法及相关结果有望作为检验各类数值方法精度的对比基准，求解思路也可推广

至其他复杂边界约束下的板壳力学问题．

１　 薄板自由振动问题的控制方程

基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理论，矩形薄板自由振动问题的控制方程如下：

　 　 Ｄ
∂４Ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｘ４
＋ ２ ∂４Ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｘ２∂ｙ２
＋ ∂４Ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｙ４
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ρｈ ∂２Ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ０， （１）

式中 Ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） 表示 ｔ时刻的挠度；Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ ［１２（１ － μ２）］ 表示抗弯刚度，其中 Ｅ为弹性模量，ｈ为板的厚度，
μ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比； ρ 表示薄板密度． 根据振动理论， 板在自由振动时的动挠度方程为 Ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，
ｙ）ｓｉｎ（ωｔ），其中 ｗ（ｘ，ｙ） 为振型函数，ω 为固有频率．将 Ｗ 代入式（１），得到矩形薄板振型微分方程如下：

　 　 Ｄ
∂４ｗ（ｘ，ｙ）

∂ｘ４
＋ ２ ∂４ｗ（ｘ，ｙ）

∂ｘ２∂ｙ２
＋ ∂４ｗ（ｘ，ｙ）

∂ｙ４
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú － ρｈω２ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ０． （２）

板的内力可由 ｗ 表示为

　 　

Ｍｘ ＝ － Ｄ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ μ ∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｖｘ ＝ － Ｄ ∂
∂ｘ

∂２ｗ
∂ｘ２

＋ （２ － μ） ∂２ｗ
∂ｙ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｍｙ ＝ － Ｄ
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ μ ∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｖｙ ＝ － Ｄ ∂
∂ｙ

∂２ｗ
∂ｙ２

＋ （２ － μ） ∂２ｗ
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３）

其中 Ｍｘ 和 Ｍｙ 表示 Ｏｙ 轴向和 Ｏｘ 轴向的弯矩，Ｖｘ 和 Ｖｙ 表示垂直于 Ｏｘ 轴和 Ｏｙ 轴的横截面中的等效剪力．

２　 混合边界约束下矩形薄板自由振动问题的有限积分变换解

针对混合边界矩形薄板，本文以“Ｃ”“Ｓ”“Ｆ”分别表示固支、简支、自由这三种边界条件，并从左下方边

界开始以顺时针方向通过字母对板命名．限于篇幅，本文以工程中典型的边缘点焊悬臂板、即 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 型混

合边界矩形薄板为对象进行求解．如图 １ 所示，板的尺寸表示为 ａ，ｂ，ｂ１ 及 ｂ２，其中 ｂ ＝ ｂ１ ＋ ｂ２；坐标轴Ｏｘ与Ｏｙ
分别与板的下边界与左边界重合．

将原板按照边界条件拆分为①、②两个子域，即将原问题拆分为两个子问题，随后对两个子域分别采用

有限积分变换法进行求解，在求解过程中每个子域需要满足相应的边界条件及内部连续性条件．各子域的几

何模型如图 ２ 所示．
对于每个子域，在矩形域 ０ ≤ ｘｉ ≤ ａ，０ ≤ ｙｉ ≤ ｂｉ 内定义二维有限余弦积分变换如下：

　 　 ｗ－ ｉ（ｍ，ｎ） ＝ ∫ｂｉ
０
∫ａ

０
ｗ ｉ（ｘｉ，ｙｉ）ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｘｉｄｙｉ， （４）

式中 ｉ 表示子域编号 １、２，ｗ ｉ 和（ｘｉ，ｙｉ） 分别表示子域的位移函数和局部坐标， α（ｍ） ＝ ｍπ ／ ａ，βｉ（ｎ） ＝ ｎπ ／ ｂｉ，
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其中 ｍ ＝ ０，１，２，…，ｎ ＝ ０，１，２，… ．

图 １　 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 型混合边界矩形薄板 图 ２　 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 型混合边界矩形薄板各子域示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂ⁃ｄｏｍａｉｎｓ ｏｆ ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ

ｍｉｘｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ

逆变换的表达式如下：

　 　 ｗ ｉ（ｘｉ，ｙｉ） ＝ １
ａｂｉ

∑
∞

ｎ ＝ ０
∑
∞

ｍ ＝ ０
ε（ｍ）ε（ｎ）ｗ－ ｉ（ｍ，ｎ）ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ ． （５）

上式中当 ｍ ＝ ０ 时，ε（ｍ） ＝ １；当 ｍ ＝ １，２，… 时， ε（ｍ） ＝ ２；当 ｎ ＝ ０ 时， ε（ｎ） ＝ １；当 ｎ ＝ １，２，… 时， ε（ｎ） ＝
２ ．依据式（４）对式（２）所示高阶偏微分方程各相关项进行二维有限余弦积分变换，可得

　 　 ∫ｂｉ
０
∫ａ

０

∂４ｗ ｉ

∂ｘ４
ｉ

ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｘｉｄｙｉ ＝

　 　 　 　 α４（ｍ）ｗ－ ｉ（ｍ，ｎ） ＋ ∫ｂｉ
０
ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ －

∂３ｗ ｉ

∂ｘ３
ｉ ｘｉ ＝ ０

＋ （ － １）ｍ ∂３ｗ ｉ

∂ｘ３
ｉ ｘｉ ＝ ａ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｙｉ ＋

　 　 　 　 α２（ｍ） ∫ｂｉ
０
ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］

∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ０

－ （ － １）ｍ ∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｄｙｉ， （６）

　 　 ∫ｂｉ
０
∫ａ

０

∂４ｗ ｉ

∂ｙ４
ｉ

ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｘｉｄｙｉ ＝

　 　 　 　 β４
ｉ（ｎ）ｗ

－
ｉ（ｍ，ｎ） ＋ ∫ａ

０
ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ －

∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ０

＋ （ － １） ｎ ∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｘｉ ＋

　 　 　 　 β２
ｉ（ｎ） ∫ａ

０
ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］

∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ０

－ （ － １） ｎ ∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｄｘｉ， （７）

　 　 ∫ｂｉ
０
∫ａ

０

∂４ｗ ｉ

∂ｘ２
ｉ ∂ｙ２

ｉ

ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｘｉｄｙｉ ＝

　 　 　 　 α２（ｍ）β２
ｉ（ｎ）ｗ

－
ｉ（ｍ，ｎ） ＋

∂２ｗ ｉ

∂ｘｉ∂ｙｉ
ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］

ｘｉ ＝ ａ

ｘｉ ＝ ０

ｙｉ ＝ ｂｉ

ｙｉ ＝ ０

＋

　 　 　 　 α２（ｍ） ∫ａ
０
ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］

∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ０

－ （ － １） ｎ ∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｄｘｉ ＋

　 　 　 　 β２
ｉ（ｎ） ∫ｂｉ

０
ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］

∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ０

－ （ － １）ｍ ∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｄｙｉ， （８）

　 　 ∫ｂｉ
０
∫ａ

０
ρｈω２ｗ ｉｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｘｉｄｙｉ ＝ ρｈω２ｗ－ ｉ（ｍ，ｎ） ． （９）

由余弦函数的性质可以消去式（８）中的下划线部分，随后将式（６）—（９）代入式（２）的变换式，可得
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　 　 ［α２（ｍ） ＋ β２
ｉ（ｎ）］ ２ － ρｈω２

Ｄ{ } ｗ－ ｉ（ｍ，ｎ） ＝

　 　 　 　 ∫ａ
０
ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］

∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ０

－ （ － １） ｎ ∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｘｉ ＋

　 　 　 　 ∫ｂｉ
０
ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］

∂３ｗ ｉ

∂ｘ３
ｉ ｘｉ ＝ ０

－ （ － １）ｍ ∂３ｗ ｉ

∂ｘ３
ｉ ｘｉ ＝ ａ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｙｉ ＋

　 　 　 　 ［２α２（ｍ） ＋ β２
ｉ（ｎ）］ ∫ａ

０
ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ （ － １） ｎ ∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

－
∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘｉ ＋

　 　 　 　 ［α２（ｍ） ＋ ２β２
ｉ（ｎ）］ ∫ｂｉ

０
ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ （ － １）ｍ ∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ａ

－
∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｙｉ ． （１０）

为方便书写，记

　 　

Ｉｂｉ（ｍ） ＝ ∫ａ
０

∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｄｘｉ， Ｉ０ｉ（ｍ） ＝ ∫ａ
０

∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ０

ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｄｘｉ，

Ｊｂ
ｉ（ｍ） ＝ ∫ａ

０

∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｄｘｉ， Ｊ０
ｉ（ｍ） ＝ ∫ａ

０

∂ｗ ｉ

∂ｙｉ ｙｉ ＝ ０

ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ｄｘｉ，

Ｋａ
ｉ（ｎ） ＝ ∫ｂｉ

０

∂３ｗ ｉ

∂ｘ３
ｉ ｘｉ ＝ ａ

ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｙｉ， Ｋ０
ｉ（ｎ） ＝ ∫ｂｉ

０

∂３ｗ ｉ

∂ｘ３
ｉ ｘｉ ＝ ０

ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｙｉ，

Ｌａ
ｉ（ｎ） ＝ ∫ｂｉ

０

∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ａ

ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｙｉ， Ｌ０
ｉ（ｎ） ＝ ∫ｂｉ

０

∂ｗ ｉ

∂ｘｉ ｘｉ ＝ ０

ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］ｄｙｉ，

Ｃ ｉ（ｍ，ｎ） ＝ { ［α２（ｍ） ＋ β２
ｉ（ｎ）］ ２ － γ２ } －１，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１）

其中 γ ＝ ω ρｈ ／ Ｄ ．则式（１０）可以进一步简化为

　 　 ｗ－ ｉ（ｍ，ｎ） ＝ Ｃ ｉ（ｍ，ｎ） { ［ Ｉ０ｉ（ｍ） － （ － １） ｎＩｂｉ（ｍ）］ ＋ ［Ｋ０
ｉ（ｎ） － （ － １）ｍＫａ

ｉ（ｎ）］ ＋

　 　 　 　 ［２α２（ｍ） ＋ β２
ｉ（ｎ）］［（ － １） ｎＪｂ

ｉ（ｍ） － Ｊ０
ｉ（ｍ）］ ＋

　 　 　 　 ［α２（ｍ） ＋ ２β２
ｉ（ｎ）］［（ － １）ｍＬａ

ｉ（ｎ） － Ｌ０
ｉ（ｎ）］ } ． （１２）

根据式（３）—（５），并结合 Ｓｔｏｋｅｓ 变换［２４］，可得边界处的弯矩表达式如下：

　 　 Ｍｘｉ ｘｉ ＝ ０ ＝ － Ｄ
∂２ｗ ｉ

∂ｘ２
ｉ ｘｉ ＝ ０

＋ μ
∂２ｗ ｉ

∂ｙ２
ｉ ｘｉ ＝ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － Ｄ
ａｂｉ

∑
∞

ｍ ＝ ０
∑
∞

ｎ ＝ ０
ε（ｍ）ε（ｎ） { （ － １）ｍＬａ

ｉ（ｎ） － Ｌ０
ｉ（ｎ） ＋

　 　 　 　 μ［（ － １） ｎＪｂ
ｉ（ｍ） － Ｊ０

ｉ（ｍ）］ － ［α２（ｍ） ＋ μβ２
ｉ（ｎ）］ｗ

－
ｉ（ｍ，ｎ） } ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］， （１３）

　 　 Ｍｘｉ ｘｉ ＝ ａ ＝ － Ｄ
∂２ｗ ｉ

∂ｘ２
ｉ ｘｉ ＝ ａ

＋ μ
∂２ｗ ｉ

∂ｙ２
ｉ ｘｉ ＝ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － Ｄ
ａｂｉ

∑
∞

ｍ ＝ ０
∑
∞

ｎ ＝ ０
ε（ｍ）ε（ｎ） （ － １）ｍ { （ － １）ｍＬａ

ｉ（ｎ） － Ｌ０
ｉ（ｎ） ＋

　 　 　 　 μ［（ － １） ｎＪｂ
ｉ（ｍ） － Ｊ０

ｉ（ｍ）］ － ［α２（ｍ） ＋ μβ２
ｉ（ｎ）］ｗ

－
ｉ（ｍ，ｎ） } ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］， （１４）

　 　 Ｍｙｉ ｙｉ ＝ ０ ＝ － Ｄ
∂２ｗ ｉ

∂ｙ２
ｉ ｙｉ ＝ ０

＋ μ
∂２ｗ ｉ

∂ｘ２
ｉ ｙｉ ＝ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － Ｄ
ａｂｉ

∑
∞

ｍ ＝ ０
∑
∞

ｎ ＝ ０
ε（ｍ）ε（ｎ） { μ［（ － １）ｍＬａ

ｉ（ｎ） － Ｌ０
ｉ（ｎ）］ ＋

　 　 　 　 （ － １） ｎＪｂ
ｉ（ｍ） － Ｊ０

ｉ（ｍ） － ［μα２（ｍ） ＋ β２
ｉ（ｎ）］ｗ

－
ｉ（ｍ，ｎ） } ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］， （１５）
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　 　 Ｍｙｉ ｙｉ ＝ ｂｉ
＝ － Ｄ

∂２ｗ ｉ

∂ｙ２
ｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

＋ μ
∂２ｗ ｉ

∂ｘ２
ｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － Ｄ
ａｂｉ

∑
∞

ｍ ＝ ０
∑
∞

ｎ ＝ ０
ε（ｍ）ε（ｎ） （ － １） ｎ { μ［（ － １）ｍＬａ

ｉ（ｎ） － Ｌ０
ｉ（ｎ）］ ＋

　 　 　 　 （ － １） ｎＪｂ
ｉ（ｍ） － Ｊ０

ｉ（ｍ） － ［μα２（ｍ） ＋ β２
ｉ（ｎ）］ｗ

－
ｉ（ｍ，ｎ） } ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ ． （１６）

同理，可得边界处等效剪力的表达式如下：

　 　 Ｖｘｉ ｘｉ ＝ ａ ＝ － Ｄ
∂３ｗ ｉ

∂ｘ３
ｉ ｘｉ ＝ ａ

＋ （２ － μ）
∂３ｗ ｉ

∂ｘｉ∂ｙ２
ｉ ｘｉ ＝ ａ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 － Ｄ
ｂｉ
∑
∞

ｎ ＝ ０
εｎ［Ｋａ

ｉ（ｎ） － （２ － μ）β２
ｉ（ｎ）Ｌａ

ｉ（ｎ）］ｃｏｓ［βｉ（ｎ）ｙｉ］， （１７）

　 　 Ｖｙｉ ｙｉ ＝ ０ ＝ － Ｄ
∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ０

＋ （２ － μ）
∂３ｗ ｉ

∂ｙｉ∂ｘ２
ｉ ｙｉ ＝ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 － Ｄ
ａ∑

∞

ｍ ＝ ０
εｍ［ Ｉ０ｉ（ｍ） － （２ － μ）α２（ｍ）Ｊ０

ｉ（ｍ）］ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］， （１８）

　 　 Ｖｙｉ ｙｉ ＝ ｂｉ
＝ － Ｄ

∂３ｗ ｉ

∂ｙ３
ｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

＋ （２ － μ）
∂３ｗ ｉ

∂ｙｉ∂ｘ２
ｉ ｙｉ ＝ ｂｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 － Ｄ
ａ∑

∞

ｍ ＝ ０
εｍ［ Ｉｂｉ（ｍ） － （２ － μ）α２（ｍ）Ｊｂ

ｉ（ｍ）］ｃｏｓ［α（ｍ）ｘｉ］ ． （１９）

根据图 ２ 可知：子域①需要满足的边界条件为

　 　

ｗ１ ｘ１ ＝ ０ ＝ ０，
∂ｗ１

∂ｘ１ ｘ１ ＝ ０

＝ ０，

Ｍｘ１ ｘ１ ＝ ａ ＝ ０， Ｖｘ１ ｘ１ ＝ ａ ＝ ０，

Ｍｙ１ ｙ１ ＝ ０ ＝ ０， Ｖｙ１ ｙ１ ＝ ０ ＝ ０；

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２０）

需要满足的连续性条件为

　 　

ｗ１ ｙ１ ＝ ｂ１
＝ ｗ２ ｙ２ ＝ ０，

∂２ｗ１

∂ｙ２
１ ｙ１ ＝ ｂ１

＝
∂２ｗ２

∂ｙ２
２ ｙ２ ＝ ０

，

∂ｗ１

∂ｙ１ ｙ１ ＝ ｂ１

＝
∂ｗ２

∂ｙ２ ｙ２ ＝ ０

，
∂３ｗ１

∂ｙ３
１ ｙ１ ＝ ｂ１

＝
∂３ｗ２

∂ｙ３
２ ｙ２ ＝ ０

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２１）

将式 （ ２０ ） 和 （ ２１ ） 中 的 （∂ｗ１ ／ ∂ｘ１） ｘ１ ＝ ０ ＝ ０， （∂ｗ１ ／ ∂ｙ１） ｙ１ ＝ ｂ１
＝ （∂ｗ２ ／ ∂ｙ２） ｙ２ ＝ ０， （∂３ｗ１ ／ ∂ｙ３

１） ｙ１ ＝ ｂ１
＝

（∂３ｗ２ ／ ∂ｙ３
２） ｙ２ ＝ ０ 代入式（１１）中可得

　 　

Ｌ０
１（ｎ） ＝ ０，

Ｉｂ１（ｍ） ＝ Ｉ０２（ｍ），

Ｊｂ
１（ｍ） ＝ Ｊ０

２（ｍ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２２）

则子域①的位移函数积分变换式为

　 　 ｗ－ １（ｍ，ｎ） ＝ Ｃ１（ｍ，ｎ） { ［ Ｉ０１（ｍ） － （ － １） ｎＩｂ１（ｍ）］ ＋ ［Ｋ０
１（ｎ） － （ － １）ｍＫａ

１（ｎ）］ ＋
　 　 　 　 ［２α２（ｍ） ＋ β２

１（ｎ）］［（ － １） ｎＪｂ
１（ｍ） － Ｊ０

１（ｍ）］ ＋
　 　 　 　 ［α２（ｍ） ＋ ２β２

１（ｎ）］ （ － １）ｍＬａ
１（ｎ） } ． （２３）

根据图 ２ 可知子域②需要满足的边界条件为

　 　

ｗ２ ｘ２ ＝ ０ ＝ ０， Ｍｘ２ ｘ２ ＝ ０ ＝ ０，

Ｍｘ２ ｘ２ ＝ ａ ＝ ０， Ｖｘ２ ｘ２ ＝ ａ ＝ ０，

Ｍｙ２ ｙ２ ＝ ｂ２
＝ ０， Ｖｙ２ ｙ２ ＝ ｂ２

＝ ０；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２４）
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需要满足的连续性条件为

　 　

ｗ１ ｙ１ ＝ ｂ１
＝ ｗ２ ｙ２ ＝ ０，

∂２ｗ１

∂ｙ２
１ ｙ１ ＝ ｂ１

＝
∂２ｗ２

∂ｙ２
２ ｙ２ ＝ ０

，

∂ｗ１

∂ｙ１ ｙ１ ＝ ｂ１

＝
∂ｗ２

∂ｙ２ ｙ２ ＝ ０

，
∂３ｗ１

∂ｙ３
１ ｙ１ ＝ ｂ１

＝
∂３ｗ２

∂ｙ３
２ ｙ２ ＝ ０

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２５）

将式（２５）中的 （∂ｗ１ ／ ∂ｙ１） ｙ１ ＝ ｂ１
＝ （∂ｗ２ ／ ∂ｙ２） ｙ２ ＝ ０，（∂３ｗ１ ／ ∂ｙ３

１） ｙ１ ＝ ｂ１
＝ （∂３ｗ２ ／ ∂ｙ３

２） ｙ２ ＝ ０ 代入式（１１）中可得

　 　
Ｉｂ１（ｍ） ＝ Ｉ０２（ｍ），

Ｊｂ
１（ｍ） ＝ Ｊ０

２（ｍ） ．{ （２６）

则子域②的位移函数积分变换式为

　 　 ｗ－ ２（ｍ，ｎ） ＝ Ｃ２（ｍ，ｎ） { ［ Ｉ０２（ｍ） － （ － １） ｎＩｂ２（ｍ）］ ＋ ［Ｋ０
２（ｎ） － （ － １）ｍＫａ

２（ｎ）］ ＋

　 　 　 　 ［２α２（ｍ） ＋ β２
２（ｎ）］［（ － １） ｎＪｂ

２（ｍ） － Ｊ０
２（ｍ）］ ＋

　 　 　 　 ［α２（ｍ） ＋ ２β２
２（ｎ）］［（ － １）ｍＬａ

２（ｎ） － Ｌ０
２（ｎ）］ } ． （２７）

综上，还未满足的边界条件和连续性条件有

　 　

ｗ１ ｘ１ ＝ ０ ＝ ０， Ｍｘ１ ｘ１ ＝ ａ ＝ ０， Ｖｘ１ ｘ１ ＝ ａ ＝ ０， Ｍｙ１ ｙ１ ＝ ０ ＝ ０，

Ｖｙ１ ｙ１ ＝ ０ ＝ ０， ｗ２ ｘ２ ＝ ０ ＝ ０， Ｍｘ２ ｘ２ ＝ ０ ＝ ０， Ｍｘ２ ｘ２ ＝ ａ ＝ ０，

Ｖｘ２ ｘ２ ＝ ａ ＝ ０， Ｍｙ２ ｙ２ ＝ ｂ２
＝ ０， Ｖｙ２ ｙ２ ＝ ｂ２

＝ ０， ｗ１ ｙ１ ＝ ｂ１
＝ ｗ２ ｙ２ ＝ ０，

∂２ｗ１

∂ｙ２
１ ｙ１ ＝ ｂ１

＝
∂２ｗ２

∂ｙ２
２ ｙ２ ＝ ０

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２８）

将式（５）和式（１３）—（１９）分别结合两个子域的位移函数积分变换式（２３）、（２７）代入式（２８）中，可得 １３ 组齐

次线性方程 （ｍ ＝ ０，１，２，…，Ｍ；ｎ ＝ ０，１，２，…，Ｎ），当 ｍ，ｎ 分别取上限 Ｍ，Ｎ 时，可以得到关于 １３ 组未知数

Ｉ０１（ｍ），Ｉｂ１（ｍ），Ｊ０
１（ｍ），Ｊｂ

１（ｍ），Ｋ０
１（ｎ），Ｋａ

１（ｎ），Ｌａ
１（ｎ），Ｉｂ２（ｍ），Ｊｂ

２（ｍ），Ｋ０
２（ｎ），Ｋａ

２（ｎ），Ｌ０
２（ｎ），Ｌａ

２（ｎ） 的 ６（Ｍ ＋ １）
＋ ７（Ｎ ＋ １） 个齐次线性方程．令该线性方程组的系数行列式为 ０，即可得到各阶固有频率 ω， 之后将频率解

代回式（２３）和（２７）中，再将求得的完整表达式代入式（５），最后通过式（２９）获得整个矩形板的振型解：

　 　 ｗ（ｘ，ｙ） ＝
ｗ１（ｘ，ｙ），　 　 　 　 ０ ≤ ｙ ＜ ｂ１，
ｗ２（ｘ，ｙ － ｂ１），　 　 ｂ１ ≤ ｙ ≤ ｂ ．{ （２９）

３　 典型算例分析

为了验证本文求解的正确性，表 １ 给出了 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 方板前十阶无量纲固有频率 ωｂ２ ρｈ ／ Ｄ 的收敛性分

析．可以看到，当Ｍ（Ｎ）＝ １５０ 时，所有结果可以收敛至四位有效数字，收敛后的结果在表中加粗标注．因此，本
文算例分析中均取 Ｍ ＝ Ｎ ＝ １５０， 以保证所有计算结果的收敛精度．

表 １　 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 方板前十阶无量纲固有频率 ωｂ２ ρｈ ／ Ｄ 收敛性研究

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ １０ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｎｄ ωｂ２ ρｈ ／ Ｄ ｏｆ ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ

Ｍ（Ｎ）
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ ９ｔｈ １０ｔｈ

１０ ２．７５９ ７．５４１ １８．２１ ２６．７９ ２８．５３ ５１．１４ ５５．０５ ６３．６８ ６７．７５ ８９．９６

２０ ２．７６９ ７．５４７ １８．２３ ２６．８０ ２８．５７ ５１．１５ ５５．１２ ６３．７４ ６７．７７ ９０．０３

３０ ２．７７３ ７．５４８ １８．２４ ２６．８０ ２８．５７ ５１．１５ ５５．１４ ６３．７５ ６７．７８ ９０．０５

５０ ２．７７５ ７．５４９ １８．２５ ２６．８１ ２８．５７ ５１．１６ ５５．１６ ６３．７５ ６７．７８ ９０．０７

１００ ２．７７７ ７．５５０ １８．２５ ２６．８１ ２８．５８ ５１．１６ ５５．１７ ６３．７６ ６７．７８ ９０．０８

１５０ ２．７７８ ７．５５０ １８．２５ ２６．８１ ２８．５８ ５１．１６ ５５．１８ ６３．７６ ６７．７８ ９０．０８

２００ ２．７７８ ７．５５０ １８．２５ ２６．８１ ２８．５８ ５１．１６ ５５．１８ ６３．７６ ６７．７８ ９０．０８
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　 　 表 ２ 给出了不同长宽比的 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 板在 ｂ１ ＝ ｂ２ 条件下的无量纲固有频率．通过与精细有限元分析（采
用 ＡＢＡＱＵＳ 软件中的 Ｓ４Ｒ 单元，网格尺寸为 ０．００２ ５ａ） 的收敛结果以及文献的结果对比可知，对于不同尺寸

的板，本文的固有频率解均与参考结果吻合良好，证明了本文求解方法的有效性和求解结果的准确性．图 ３
给出了 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 方板前十阶振型，结果也与有限元解高度吻合．

表 ２　 不同长宽比 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 板在 ｂ１ ＝ ｂ２ 条件下的无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｓｐｅｃｔ ｒａｔｉｏｓ， ｗｉｔｈ ｂ１ ＝ ｂ２

ａ ／ ｂ ｍｅｔｈｏｄ
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ ９ｔｈ １０ｔｈ

０．５

ｐｒｅｓｅｎｔ ８．９０６ １８．６３ ３８．１９ ６８．１９ ７４．３２ ９３．３９ １１６．９ １３４．０ １６２．９ ２０４．４

ＦＥＭ ８．９１５ １８．６３ ３８．１９ ６８．２０ ７４．３２ ９３．４０ １１６．９ １３４．０ １６２．９ ２０４．４

ＸＵ ｅｔ ａｌ． ［４］ ８．９１０ １８．６２ ３８．１８ ６８．１７ ７４．３３ ９３．３７ １１６．９ １３４．０ １６２．９ ２０４．４

１

ｐｒｅｓｅｎｔ ２．７７８ ７．５５０ １８．２５ ２６．８１ ２８．５８ ５１．１６ ５５．１８ ６３．７６ ６７．７８ ９０．０８

ＦＥＭ ２．７８０ ７．５５０ １８．２６ ２６．８１ ２８．５８ ５１．１６ ５５．２０ ６３．７６ ６７．７９ ９０．０９

ＸＵ ｅｔ ａｌ． ［４］ ２．７７８ ７．５５２ １８．２５ ２６．８１ ２８．５８ ５１．１６ ５５．１８ ６３．７７ ６７．８０ ９０．１０

１．５

ｐｒｅｓｅｎｔ １．３２０ ４．７１０ ８．５３１ １６．２０ ２３．３９ ２５．２９ ３３．６３ ３７．３５ ４９．０３ ５７．７４

ＦＥＭ １．３２１ ４．７１０ ８．５３４ １６．２０ ２３．３９ ２５．２９ ３３．６３ ３７．３５ ４９．０４ ５７．７５

ＸＵ ｅｔ ａｌ． ［４］ １．３２０ ４．７１０ ８．５３３ １６．２０ ２３．３９ ２５．２９ ３３．６３ ３７．３５ ４９．０３ ５７．７４
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图 ３　 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 方板的前十阶振型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ １０ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ

４　 结　 　 论

本文首次将有限积分变换法扩展至混合边界约束薄板自由振动问题的解析求解，以工程中常见的边缘

点焊悬臂板为背景，具体求解了 ＣＳ⁃Ｆ⁃Ｆ⁃Ｆ 型板的自由振动问题．分析过程中采用双余弦形式的积分核对两

个子域分别解析求解，最后通过连续性条件获得该问题完整的解析解．本文给出的数值算例表明获得的解析

解与精细有限元分析及文献结果吻合良好，证明了求解方法的有效性及所求结果的准确性，同时为检验各类

数值方法提供了对比基准．本文发展的有限积分变换结合子域分解的方法在求解过程中无需预先假设解的

形式，而是从基本控制方程出发并逐步推导以获得结果，因此是一种严格的求解方法，可为复杂边界约束下

板壳力学问题的解析求解提供一种新思路．
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