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摘要：　 该文基于笔者提出的辛叠加方法得到了经典解法难以直接获得的典型非 Ｌéｖｙ 型正交各向异性开口圆柱

壳屈曲问题的解析解．首先，基于 Ｄｏｎｎｅｌｌ 薄壳理论建立了正交各向异性开口圆柱壳屈曲问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系控制

方程，然后将非 Ｌéｖｙ 型边界下的原问题拆分为两个子问题，在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下利用分离变量和辛本征展开等数学

手段对子问题进行求解，最后基于原问题边界条件，通过子问题解的叠加求得原问题的解析解．数值算例表明，辛叠

加解析解与有限元数值解结果吻合良好．同时，定量研究了长度和厚度等参数对屈曲载荷的影响．相比于半逆解法

等传统解析方法，辛叠加方法基于严格的数学推导，无需假定解的形式，可以获得更多类似问题的解析解．
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０　 引　 　 言

圆柱壳以其轻质属性和优异的力学性能，被广泛应用于航空航天［１⁃２］、船舶工程［３］、土建工程［４］ 等领域，
其结构失稳可能导致严重的安全问题，这使得屈曲分析成为圆柱壳结构设计中的必要环节．轴向载荷作用下

的屈曲是圆柱壳最重要的失效模式之一，许多学者采用各类数值方法对其屈曲问题开展了深入研究，例如有

限单元法［５］、有限差分法［６］、Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法［７⁃９］、Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法［１０］、微分求积法［１１］、无网格法［１２］等．
在数值方法兴盛的同时，对解析解的研究仍然具有重要意义：解析解不仅可以作为检验各种数值方法的

对比基准，还能够快速揭示不同参量对结构力学行为的影响，从而指导结构的高效设计．然而，对于圆柱壳屈

曲问题的解析解研究并不多见，例如：Ｚｏｕ 和 Ｆｏｓｔｅｒ［１３］ 基于 Ｆｌüｇｇｅ 的各向同性圆柱壳线性理论，推导了轴压

和外压共同作用下圆柱壳屈曲的一般解，并应用于正交各向异性圆柱壳的求解；张俊霖等［１４］ 使用辛方法开

展了吸湿老化影响下天然纤维增强圆柱壳的屈曲分析；桂夷斐和马建敏［１５］根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理求解了弹

性介质中受轴向冲击载荷作用的圆柱壳的屈曲；Ｓｕｎ 等［１６］ 发展了一种等效硬壳理论，用以预测准各向同性

夹层圆柱壳的力学行为；Ｃｈｅｎ 等［１７］利用状态空间法分析了受压功能梯度弹性空心圆柱的分叉屈曲问题．已
有研究大多聚焦封闭圆柱壳的屈曲分析，对于工程中亦常见的开口圆柱壳的屈曲问题则少有讨论，而板壳力

学中的经典解析解法———Ｎａｖｉｅｒ 解法［１８］和 Ｌéｖｙ 解法［１９］又仅适用于四边简支和对边简支情况（即 Ｌéｖｙ 型开

口圆柱壳），而对于非 Ｌéｖｙ 型情况则难以处理．
本文基于笔者近年来针对板壳力学问题提出的一种新解析方法：辛叠加方法［２０⁃２２］，获得了经典解法难

以直接求解的典型非 Ｌéｖｙ 型正交各向异性开口圆柱壳屈曲问题的解析解．该方法直接从正交各向异性圆柱

壳的基本方程出发，将问题导入到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系中，然后将非 Ｌéｖｙ 型边界下的原问题拆分为两个子问题，通
过分离变量和辛本征展开求出子问题的解，进一步通过叠加求出原问题的解．在基于辛叠加方法的求解过程

中，不需要预先选取试函数（如位移函数），而是通过逐步理性推导，严格得到问题的解，因而突破了半逆法

的限制，可以求解传统框架下不易处理的壳体问题．通过数值算例验证了本文求解的正确性，并进一步开展

了定量的参数分析，研究结果可以为开口圆柱壳的屈曲设计提供理论参考．

１　 正交各向异性开口圆柱壳屈曲问题的控制方程

如图 １ 所示，开口圆柱壳承受轴向力 Ｎ１ 的作用，柱壳的厚度为 δ，曲率半径为 Ｒ，轴向（α方向） 的弹性模

量为 Ｅ１、 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ν２１，环向（β 方向） 的弹性模量为 Ｅ２， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ν１２，剪切模量为 Ｇ１２ ．柱壳沿轴向、环
向和径向的位移函数分别记为 ｕ，ｖ 和 ｗ ．
１．１　 基本方程

根据 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｌｏｖｅ 假设，壳体内部任意一点的应变分量可以表示为

　 　 ｅ ＝ { ｅα，ｅβ，ｅαβ } Ｔ ＝ ε ＋ γχ， （１）
其中 ε ＝ { εα，ε β，εαβ } Ｔ ＝ { ∂ｕ ／ ∂α，∂ｖ ／ ∂β ＋ ｗ ／ Ｒ，∂ｕ ／ ∂β ＋ ∂ｖ ／ ∂α } Ｔ，εα 和 ε β 为中面内各点沿 α 和 β 方向的

线应变， εαβ 为面内切应变； γ 为壳体中面法线方向的坐标； χ ＝ { χ α， χ
β， χ

αβ } Ｔ ＝ { － ∂２ｗ ／ ∂α２， － ∂２ｗ ／ ∂β ２，
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－ ∂２ｗ ／ ∂α∂β } Ｔ， χ
α 和 χ

β 为中面内各点主曲率的改变， χ
αβ 为扭率的改变．

图 １　 开口圆柱壳示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

对于正交各向异性圆柱壳，物理方程为
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其中

　 　 ｂ１１ ＝ Ｅ１ ／ （１ － ν ２１ν １２）， ｂ１２ ＝ Ｅ１ν ２１ ／ （１ － ν ２１ν １２）， ｂ２２ ＝ Ｅ２ ／ （１ － ν ２１ν １２）， ｂ６６ ＝ Ｇ１２ ．
进一步，基于 Ｄｏｎｎｅｌｌ 薄壳理论［２３］，壳体所受内力和弯矩可以表示为

　 　

ＦＴ１ ＝ δ ｂ１１
∂ｕ
∂α

＋ ｂ１２
∂ｖ
∂β

＋ ｗ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｎ１

∂ｕ
∂α

， ＦＴ２ ＝ δ ｂ２１
∂ｕ
∂α

＋ ｂ２２
∂ｖ
∂β

＋ ｗ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ＦＴ１２ ＝ δｂ６６
∂ｕ
∂β

＋ ∂ｖ
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｎ１

∂ｖ
∂α

， ＦＴ２１ ＝ δｂ６６
∂ｕ
∂β

＋ ∂ｖ
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｍ１ ＝
（ｂ１１

χ
α ＋ ｂ１２

χ
β）δ ３

１２
， Ｍ２ ＝

（ｂ１２
χ
α ＋ ｂ２２

χ
β）δ ３

１２
，

Ｍ１２ ＝ Ｍ２１ ＝
ｂ６６

χ
αβδ ３

６
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３）

其中 ＦＴ１ 和 ＦＴ２ 分别为垂直于 α 和 β 轴的截面内单位宽度上的拉压力， ＦＴ１２ 和 ＦＴ２１ 分别为相应截面内的平错

力， Ｍ１ 和 Ｍ２ 分别为弯矩， Ｍ１２ 和 Ｍ２１ 分别为扭矩．
等效剪力 Ｖ１，Ｖ２ 可以表示为

　 　
Ｖ１ ＝ ＦＳ１ ＋

∂Ｍ１２

∂β
＋ Ｎ１

∂ｗ
∂α

，

Ｖ２ ＝ ＦＳ２ ＋
∂Ｍ２１

∂α
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

其中 ＦＳ１ 和 ＦＳ２ 分别为垂直于 α 和 β 轴的截面内的横向剪力．
壳体的平衡方程可以表示为

　 　

∂ＦＴ１

∂α
＋

∂ＦＴ２１

∂β
＝ ０，

∂ＦＴ１２

∂α
＋

∂ＦＴ２

∂β
＝ ０，

∂Ｖ１

∂α
＋

∂Ｖ２

∂β
－
ＦＴ２

Ｒ
－ ２

∂２Ｍ１２

∂α∂β
＝ ０，

∂Ｍ１

∂α
＋

∂Ｍ１２

∂β
－ ＦＳ１ ＝ ０，

∂Ｍ２１

∂α
＋

∂Ｍ２

∂β
－ ＦＳ２ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５）
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１．２　 导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系

利用 １．１ 小节所示基本方程，可将开口圆柱壳屈曲问题导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系．定义

　 　 ∂ｗ
∂β

＝ θ ２， （６）

由式（１）—（６）可以得到

　 　

∂ｕ
∂β

＝ －
Ｔ２１

δｂ６６

＋ ∂ｖ－

∂α
， ∂ｖ－

∂β
＝
ｂ１２

ｂ２２

∂ｕ
∂α

＋ ｗ
Ｒ

－
ＦＴ２

ｂ２２δ
，

∂θ
∂β

＝ －
１２Ｍ２

ｂ２２δ ３
－
ｂ２１

ｂ２２

∂２ｗ
∂α２，

∂Ｔ２１

∂β
＝ －

ｂ２
１２ － ｂ１１ｂ２２( ) δ

ｂ２２

∂２ｕ
∂α２

＋ Ｎ１
∂２ｕ
∂α２

＋
ｂ１２

ｂ２２

∂ＦＴ２

∂α
，

∂ＦＴ２

∂β
＝
∂Ｔ２１

∂α
＋ Ｎ１

∂２ｖ－

∂α２，

∂Ｔ２

∂β
＝
（ｂ２

１２ － ｂ１１ｂ２２）δ ３

１２ｂ２２

∂４ｗ
∂α４

－
ＦＴ２

Ｒ
＋
ｂ１２

ｂ２２

∂２Ｍ２

∂α２
＋ Ｎ１

∂２ｗ
∂α２，

∂Ｍ２

∂β
＝
ｂ６６δ ３

３
∂２θ ２

∂α２
－ Ｔ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（７）

其中 ｖ－ ＝ － ｖ，Ｔ２１ ＝ － ＦＴ２１，Ｔ２ ＝ － Ｖ２ ．将式（７）写成矩阵形式的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，即

　 　 ∂Ｚ
∂β

＝ ＨＺ， （８）

其中 Ｚ ＝ ［ｕ，ｖ－，ｗ，θ ２，Ｔ２１，ＦＴ２，Ｔ２，Ｍ２］ Ｔ，Ｈ为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵，满足 （ＪＨ） Ｔ ＝ ＪＨ［２４］，这里 Ｊ ＝
０ Ｉ４

－ Ｉ４ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

是

单位辛矩阵， Ｉ４ 是单位矩阵， Ｈ 具体表示为

　 　 Ｈ ＝
Ｆ Ｇ
Ｑ － ＦＴ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， （９）

其中

　 　

Ｆ ＝

０ ∂
∂α

０ ０

ｂ１２

ｂ２２

∂
∂α

０ １
Ｒ

０

０ ０ ０ １

０ ０ －
ｂ１２

ｂ２２

∂２

∂α２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， Ｇ ＝

－ １
ｂ６６δ

０ ０ ０

０ － １
ｂ２２δ

０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ － １２
ｂ２２δ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

Ｑ ＝

Ｎ１ －
（ｂ２

１２ － ｂ１１ｂ２２）δ
ｂ２２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂２

∂α２ ０ ０ ０

０ Ｎ１
∂２

∂α２ ０ ０

０ ０
（ｂ２

１２ － ｂ１１ｂ２２）δ ３

１２ｂ２２

∂４

∂α４
＋ Ｎ１

∂２

∂α２ ０

０ ０ ０
ｂ６６δ ３

３
∂２

∂α２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１０）
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采用类似的方法，定义 ∂ｗ ／ ∂α ＝ θ １， 对于子问题 ２，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程为

　 　 ∂Ｚ
－

∂α
＝ Ｈ

－
Ｚ
－
， （１１）

其中 Ｚ
－
＝ ［ｕ，ｖ，Ｔ１，Ｍ１，ＦＴ１，ＦＴ１２，ｗ，θ １］ Ｔ，Ｔ１ ＝ － Ｖ１，Ｈ

－
为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵［２２］，具体表示为

　 　 Ｈ
－
＝

Ｆ
－

Ｇ
－

Ｑ
－

－ Ｆ
－ Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１２）

其中

　 　

Ｆ
－
＝

０ － １
Ｎ１

∂
∂β

０ ０

－ １

Ｎ
－

１

∂
∂β

０ ０ ０

０
ｂ１２δ
ＲＮ１

－
ｂ２２δ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂
∂β

０
ｂ１２

ｂ１１

∂２

∂β ２

０ ０ － １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

Ｑ
－
＝

－
Ｎ１

Ｎ
－

１

∂２

∂β ２ ０ ０ ０

０
ｂ１２δ
Ｎ１

－ ｂ２２δ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂２

∂β ２ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ － １２
ｂ１１δ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

Ｇ
－
＝

１
ｂ１２δＮ１

０ － １
ＲＮ１

０

０ １

ｂ６６δＮ
－

１

０ ０

－ １
ＲＮ１

０
（ｂ２

１２ － ｂ１１ｂ２２）δ ３

１２ｂ１１

∂４

∂β ４
－

（ｂ２２Ｎ１ － ｂ１２）δ
Ｒ２Ｎ１

０

０ ０ ０
ｂ６６δ ３

３
∂２

∂β ２
－ Ｎ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１３）

这里

　 　 Ｎ
－

１ ＝ （ｂ６６δ ＋ Ｎ１） ／ （ｂ６６δ）， Ｎ１ ＝ （ｂ１１δ ＋ Ｎ１） ／ （ｂ１２δ） ．
在辛几何求解框架下，可以采用分离变量［２５］使得

　 　 Ｚ ＝ Ａ（α）Ｂ（β）， （１４）
其中 Ａ（α） ＝ ［ｕ（α），ｖ－（α），ｗ（α），θ ２（α），Ｔ２１（α），ＦＴ２（α），Ｔ２（α），Ｍ２（α）］ Ｔ ．将式（１４）代入式（８），可以得到

　 　
ｄＢ（β）

ｄβ
＝ μＢ（β），

ＨＡ（α） ＝ μＡ（α），

ì

î

í
ïï

ïï
（１５）

其中 μ 为本征值， Ａ（α） 为本征向量．
式（１５）中第二式的通解可以写为
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ｕ（α） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
［Ｃ１ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ１ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］， ｖ－（α） ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
［Ｃ２ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ２ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］，

ｗ（α） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
［Ｃ３ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ３ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］， θ ２（α） ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
［Ｃ４ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ４ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］，

Ｔ２１（α） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
［Ｃ５ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ５ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］， ＦＴ２（α） ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
［Ｃ６ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ６ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］，

Ｔ２（α） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
［Ｃ７ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ７ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］， Ｍ２（α） ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
［Ｃ８ｉｓｉｎｈ（λ ｉα） ＋ Ｄ８ｉｃｏｓｈ（λ ｉα）］，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１６）
其中 λ ｉ 是微分方程的特征值，待定系数 Ｃ ｊｉ 和 Ｄ ｊｉ（ ｊ ＝ １，２，…，８；ｉ ＝ １，２，３，４） 并不相互独立．将式（１６）代回到

式（１５）的第二式，可以得到系数之间的关系：

　 　

Ｃ（Ｄ） １ｉ ＝
（ｂ２２λ ２

ｉ － ｂ１２Ｎ
－

１μ ２）ｂ６６Ｎ
－

１δμＣ（Ｄ） ７ｉ

Ｌｉ
，

Ｃ（Ｄ） ２ｉ ＝
ｂ１２（ｂ１２ ＋ ｂ６６）Ｎ

－

１δμ ２ － ｂ２２（Ｎ
－

１λ ２
ｉ ＋ ｂ６６δλ ２

ｉ ＋ ｂ１２Ｎ
－

１Ｎ１δλ ２
ｉ ）[ ] λ ｉＣ（Ｄ） ７ｉ

Ｌｉ
，

Ｃ（Ｄ） ３ｉ ＝
－ １２Ｎ１ ＋ δ ３（ｂ１２λ ２

ｉ ＋ ４ｂ６６λ ２
ｉ ＋ ｂ１１μ ２）[ ] μＣ（Ｄ） ７ｉ

１２
，

Ｃ（Ｄ） ４ｉ ＝ －
（ｂ１２λ ２

ｉ ＋ ｂ１１μ ２）Ｃ（Ｄ） ７ｉδ ３

１２
，

Ｃ（Ｄ） ５ｉ ＝
（Ｎ１ － ｂ１２δ ＋ ｂ２２Ｎ１δ）ｂ１２ｂ６６Ｎ

－

１δλ ２
ｉ μ ２Ｃ（Ｄ） ７ｉ

Ｌｉ
，

Ｃ（Ｄ） ６ｉ ＝ －
（ｂ２２Ｎ１λ ２

ｉ － ｂ２
１２Ｎ

－

１δμ ２ ＋ ｂ１２ｂ２２Ｎ
－

１Ｎ１δμ ２）ｂ６６Ｎ
－

１δλ ｉμＣ（Ｄ） ７ｉ

Ｌｉ
，

Ｃ（Ｄ） ８ｉ ＝ μＣ（Ｄ） ７ｉ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１７）

其中

　 　 Ｌｉ ＝ （Ｎ１λ ４
ｉ ＋ ｂ６６δλ ４

ｉ ＋ ｂ１２Ｎ
－

１Ｎ１δλ ２
ｉ μ ２）ｂ２２Ｒ ＋ ［ｂ６６Ｎ１λ ２

ｉ － ｂ２
１２δλ ２

ｉ ＋ （Ｎ
－

１Ｎ１μ ２ － ２λ ２
ｉ ）ｂ１２ｂ６６δ］Ｎ

－

１μ ２ ．

２　 非 Ｌéｖｙ 型正交各向异性开口圆柱壳屈曲问题的辛解析解

考虑如下边界条件的开口圆柱壳：

　 　
ＦＴ１ α ＝ ０，ａ ＝ ０， ＦＴ１２ ＋

Ｍ１２

Ｒ α ＝ ０，ａ

＝ ０， ｗ α ＝ ０，ａ ＝ ０， ∂ｗ
∂α α ＝ ０，ａ

＝ ０，

ＦＴ２ β ＝ ０，ｂ ＝ ０， ＦＴ２１ β ＝ ０，ｂ ＝ ０， ｗ β ＝ ０，ｂ ＝ ０， Ｍ２ β ＝ ０，ｂ ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１８）

如图 ２（ａ）所示的原问题边界条件为： α ＝ ０ 和 α ＝ ａ 边固支，用“Ｃ”表示， β ＝ ０ 和 β ＝ ｂ 边简支，但并不

满足 Ｌéｖｙ 型边界条件［２３］，用“Ｓ′”表示．将原问题拆分成两个子问题：子问题 １ 是四边简支的开口圆柱壳施加

了非零的轴向位移 ｕ β ＝ ０，ｂ ≠０，子问题 ２是四边简支的开口圆柱壳施加了非零的环向位移ｖ α ＝ ０，ａ ≠０和弯矩

Ｍ１ α ＝ ０，ａ ≠ ０．两个子问题中的 Ｌéｖｙ 型简支边用“Ｓ”表示．
将式（１６）代入 α 方向的对边简支边界条件，即
　 　 ＦＴ１ α ＝ ０，ａ ＝ ０， ｖ α ＝ ０，ａ ＝ ０， ｗ α ＝ ０，ａ ＝ ０， Ｍ１ α ＝ ０，ａ ＝ ０， （１９）

可以得到

　 　 ｓｉｎｈ（ａλ １）ｓｉｎｈ（ａλ ２）ｓｉｎｈ（ａλ ３）ｓｉｎｈ（ａλ ４） ＝ ０． （２０）
求解 μＩ － Ｈ 的行列式展开可以得到重根零本征值 μ ００ ＝ ０ 和本征值 μ ｉｍ（ ｉ ＝ １，２，…，８；ｍ ＝ １，２，３，…） ，对应

３３４１第 １２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 刘明峰，等： 非 Ｌéｖｙ 型正交各向异性开口圆柱壳屈曲问题的辛叠加解析解



的本征向量为

　 　 Ａ００ ＝ ［１，０，０，０，０，０，０，０］ Ｔ， （２１）
　 　 Ａ０１ ＝ ［０，０，０，０，ｂ６６δ，０，０，０］ Ｔ， （２２）

以及

　 　 Ａｉｍ（α） ＝
（ｕｉｍ ＋ ｖｉｍ）ａｍｃｏｓ（ａｍα）

Ｋ ｉｍ

é

ë
ê
ê ， ｕｉｍ － ｗ ｉｍ ＋

ｂ１２ ＋ ｂ６６

Ｎ１ ＋ ｂ６６δ
δｖｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷
μ ｉｍｓｉｎ（ａｍα）

Ｋ ｉｍ
，

　 　 　 　 ｓｉｎ（ａｍα），μ ｉｍｓｉｎ（ａｍα）， ｗ ｉｍ －
ｂ１２δ － Ｎ１

Ｎ１ ＋ ｂ６６δ
ｖｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｂ６６δａｍμ ｉｍｃｏｓ（ａｍα）

Ｋ ｉｍ
，

　 　 　 　 － Ｎ１ｗ ｉｍ － ｂ１２δｖｉｍ ＋
ｂ１１δａ２

ｍ ＋ （ａ２
ｍ － μ ２

ｉｍ）Ｎ１

μ ２
ｉｍ

ｕｉｍ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｓｉｎ（ａｍα）ａ２
ｍ

Ｋ ｉｍ
，

　 　 　 　
［ｂ２２μ ２

ｉｍ － （ｂ１２ ＋ ４ｂ６６）ａ２
ｍ］μ ｉｍｓｉｎ（ａｍα）δ ３

１２
，
（ｂ１２ａ２

ｍ － ｂ２２μ ２
ｉｍ）ｓｉｎ（ａｍα）δ ３

１２
ù

û
ú
ú

Ｔ

， （２３）

其中， 式（２１）和式（２２）分别由 ＡＡ００ ＝ ０ 和 ＨＡ０１ ＝ Ａ００ 得到， ａｍ ＝ ｍπ ／ ａ（ｍ ＝ １，２，３，…），ｕｉｍ，ｖｉｍ，ｗ ｉｍ，Ｋ ｉｍ 分

别为

　 　

ｕｉｍ ＝ ｂ２２ｂ６６δ ２μ ２
ｉｍ， ｖｉｍ ＝ （Ｎ１ ＋ ｂ６６δ）ｂ１２ａ２

ｍ， ｗ ｉｍ ＝ （Ｎ１ ＋ ｂ１１δ）ｂ２２δａ２
ｍ，

Ｋ ｉｍ ＝ Ｒ { ［ｂ６６δ ２μ ２
ｉｍ － （Ｎ１ ＋ ｂ１１δ）ａ２

ｍ］ｂ２２δμ ２
ｉｍ ＋

　 　 ［ｂ２
１２δ ２μ ２

ｉｍ ＋ （Ｎ１ ＋ ｂ１１δ）Ｎ１ａ２
ｍ ＋ （Ｎ１ａ２

ｍ － Ｎ１μ ２
ｉｍ ＋ ２ｂ１２δμ ２

ｉｍ ＋ ｂ１１δａ２
ｍ）ｂ６６δ］ａ２

ｍ } ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２４）

齐次方程（８）的解可以写为

　 　 Ｚ ＝ ［Ａ００，Ａ０１，Ａ１１（α），Ａ２１（α），…，Ａ８１（α），…，Ａ１ｍ（α），Ａ２ｍ（α），…，Ａ８ｍ（α），…］Ｂ（β）， （２５）
其中 Ｂ（β） ＝ ［Ｂ００（β），Ｂ０１（β），Ｂ１１（β），Ｂ２１（β），…，Ｂ８１（β），…，Ｂ１ｍ（β），Ｂ２ｍ（β），…，Ｂ８ｍ（β），…］ Ｔ， 由式（１５）
中的第一式可以得到

　 　 Ｂ０１（β） ＝ ｃ０１， Ｂ００（β） ＝ ｃ０１β ＋ ｃ００， Ｂ ｉｍ（β） ＝ ｃｉｍｅμ ｉｍβ ． （２６）
因此，子问题 １ 的位移解可以写为

　 　

ｕ１（α，β） ＝ ｃ００ ＋ ｃ０１β ＋ ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １
ｃｉｍ（ｕｉｍ ＋ ｖｉｍ）ａｍｅμ ｉｍβｃｏｓ（ａｍα），

ｖ１（α，β） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １
ｃｉｍ ｕｉｍ － ｗ ｉｍ ＋

ｂ１２ ＋ ｂ６６

Ｎ１ ＋ ｂ６６δ
δｖｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ｉｍｅμ ｉｍβ ｓｉｎ（ａｍα），

ｗ１（α，β） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １
ｃｉｍｅμ ｉｍβ ｓｉｎ（ａｍα），

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２７）

其中 ｃ００，ｃ０１ 和 ｃｉｍ 为待定系数．

（ａ） 原问题 （ｂ） 子问题 １ （ｃ） 子问题 ２
（ａ） Ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ （ｂ） Ｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍ １ （ｃ） Ｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍ ２

图 ２　 开口圆柱壳屈曲的辛叠加示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ａ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｐａｎｅｌ
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在 β ＝ ０ 和 β ＝ ｂ 处施加级数形式的位移，相关的边界条件可以表示为

　 　

ＦＴ２ β ＝ ０ ＝ ０， ＦＴ２ β ＝ ｂ ＝ ０，

ｕ１ β ＝ ０ ＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０，１，２，…
ｕ０ｍｃｏｓ（ａｍα）， ｕ１ β ＝ ｂ ＝ ∑

∞

ｍ ＝ ０，１，２，…
ｕｂｍｃｏｓ（ａｍα），

ｗ１ β ＝ ０ ＝ ０， ｗ１ β ＝ ｂ ＝ ０， Ｍ２ β ＝ ０ ＝ ０， Ｍ２ β ＝ ｂ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２８）

将式（２７）代入式（２８），待定系数 ｃｉｍ 得以由 ｕ０ｍ 和 ｕｂｍ 表示．
对于子问题 ２，代入相应的边界条件，同理可以得出位移解：

　 　

ｕ２（α，β） ＝ － ∑
∞

ｎ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １
ｃ－ ｉｎ

（ｂ１２Ｎ
－

１μ
－ ２
ｉｎ ＋ ｂ２２ｂ２

ｎ）ｂ６６Ｎ
－

１δμ
－
ｉｎｅμ－ ｉｎαｓｉｎ（ｂｎβ）

ｕ－ ｉｎ

，

ｖ２（α，β） ＝ ｃ－ ００ ＋ ｃ－ ０１α ＋

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １
ｃ－ ｉｎ

ｂ２
１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （ｂ６６ － ｂ２２Ｎ１）ｂ１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （Ｎ１ ＋ ｂ６６δ）ｂ２２ｂ２

ｎ[ ] ｂｎｅμ－ ｉｎαｃｏｓ（ｂｎβ）
ｕ－ ｉｎ

，

ｗ２（α，β） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １
ｃ－ ｉｎｅμ－ ｉｎαｓｉｎ（ｂｎβ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２９）
其中 ｂｎ ＝ ｎπ ／ ｂ（ｎ ＝ １，２，３，…），ｃ－ ００，ｃ

－
０１ 和 ｃ－ ｉｎ 是待定系数．

在 α ＝ ０ 和 α ＝ ａ 处施加级数形式的位移，相应的边界条件表示为

　 　

ＦＴ１ α ＝ ０ ＝ ０， ＦＴ１ α ＝ ａ ＝ ０，

ｖ２ α ＝ ０ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０，１，２，…
ｖ０ｎｃｏｓ（ｂｎβ）， ｖ２ α ＝ ａ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ ０，１，２，…
ｖａｎｃｏｓ（ｂｎβ），

ｗ２ α ＝ ０ ＝ ０， ｗ２ α ＝ ａ ＝ ０，

Ｍ１ α ＝ ０ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，２，３，…
Ｍ０ｎｓｉｎ（ｂｎβ）， Ｍ１ α ＝ ａ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １，２，３，…
Ｍａｎｓｉｎ（ｂｎβ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３０）

将式（２９）代入式（３０），待定系数 ｃ－ ｉｎ 得以由 ｖ０ｎ，ｖａｎ，Ｍ０ｎ 和 Ｍａｎ 表示．

３　 非 Ｌéｖｙ 型正交各向异性开口圆柱壳屈曲问题的辛叠加解析解

将式（２７）和式（２９）中两个子问题的解进行叠加，为了与式（１８）所对应的原问题的解等价，还需要满足

的边界条件为

　 　

ＦＴ１２ ＋
Ｍ１２

Ｒ α ＝ ０，ａ

＝ ∑
２

ｉ ＝ １
Ｎ１

∂ｖｉ
∂α

－ δ ３

６Ｒ
ｂ６６

∂２ｗ ｉ

∂α∂β
＋ ｂ６６δ

∂ｕｉ

∂β
＋

∂ｖｉ
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

α ＝ ０，ａ

＝ ０，

∂ｗ
∂α α ＝ ０，ａ

＝ ∑
２

ｉ ＝ １

∂ｗ ｉ

∂α α ＝ ０，ａ

＝ ０，

ＦＴ２１ β ＝ ０，ｂ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
ｂ６６δ

∂ｕｉ

∂β
＋

∂ｖｉ
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷

β ＝ ０，ｂ

＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３１）

将式（２７）和式（２９）代入式（３１），利用三角级数展开，具体地，由 ＦＴ１２ ＋ （Ｍ１２ ／ Ｒ） α ＝ ０ ＝ ０ 可以得到

　 　 δｂ６６ｃ０１ ＋ （δｂ６６ ＋ Ｎ１）ｃ
－
０１ ＝ ０， （３２）

　 　 ∑
８

ｉ ＝ １

ｃ－ ｉｎμ
－
ｉｎｂｎ

ｕ－ ｉｎ

－
ｂ６６δ ３

６Ｒ
＋ （ｂ１２Ｎ

－

１μ
－ ２
ｉｎ ＋ ｂ２２ｂ２

ｎ）Ｎ
－

１{ ｂ２
６６δ ２ ＋

　 　 　 　 （δｂ６６ ＋ Ｎ１） ｂ２
１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （ｂ６６ － ｂ２２Ｎ１）ｂ１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （Ｎ１ ＋ ｂ６６δ）ｂ２２ｂ２

ｎ[ ] } ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １

２ｃｉｍμ ２
ｉｍａｍ［ｅｂμ ｉｍｃｏｓ（ｎπ） － １］

ｂ（ｂ２
ｎ ＋ μ ２

ｉｍ）
－
ｂ６６δ ３

６Ｒ
＋é

ë
ê
ê
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　 　 　 　 （ｕｉｍ ＋ ｖｉｍ）ｂ６６δ ＋ （ｂ６６δ ＋ Ｎ１） ｕｉｍ － ｗ ｉｍ ＋ δｖｉｍ
ｂ１２ ＋ ｂ６６

Ｎ１ ＋ ｂ６６δ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú
＝ ０， （３３）

其中　 　 ｎ ＝ １，２，３，… ．
由 ＦＴ１２ ＋ （Ｍ１２ ／ Ｒ） α ＝ ａ ＝ ０ 可以得到式（３２）和

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
∑

８

ｉ ＝ １

２ｃｉｍμ ２
ｉｍａｍｃｏｓ（ｍπ）［ｅｂμ ｉｍｃｏｓ（ｎπ） － １］

ｂ（ｂ２
ｎ ＋ μ ２

ｉｍ）
×

　 　 　 　 （ｕｉｍ ＋ ｖｉｍ）ｂ６６δ ＋ （ｂ６６δ ＋ Ｎ１） ｕｉｍ － ｗ ｉｍ ＋
ｂ１２ ＋ ｂ６６

Ｎ１ ＋ ｂ６６δ
δｖｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｂ６６δ ３

６Ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ∑
８

ｉ ＝ １

ｃ－ ｉｎμ
－
ｉｎｂｎｅａμ ｉｎ

ｕ－ ｉｎ

－
ｂ６６δ ３

６Ｒ
－ （ｂ１２Ｎ

－

１μ
－ ２
ｉｎ ＋ ｂ２２ｂ２

ｎ）Ｎ
－

１ｂ２
６６δ ２ －{

　 　 　 　 （δｂ６６ ＋ Ｎ１）［ｂ２
１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （ｂ６６ － ｂ２２Ｎ１）ｂ１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （Ｎ１ ＋ ｂ６６δ）ｂ２２ｂ２

ｎ］} ＝ ０， （３４）

其中　 　 ｎ ＝ １，２，３，… ．
由 ∂ｗ ／ ∂α α ＝ ０，ａ ＝ ０ 可以得到

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３…
∑

８

ｉ ＝ １

２ｃｉｍａｍｂｎ［１ － ｅｂμ ｉｍｃｏｓ（ｎπ）］
ｂ（ｂ２

ｎ ＋ μ ２
ｉｍ）

＋ ∑
８

ｉ ＝ １
ｃ－ ｉｎμ

－
ｉｎ ＝ ０， （３５）

和

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３…
∑

８

ｉ ＝ １

２ｃｉｍａｍｂｎｃｏｓ（ｍπ）［１ － ｅｂμ ｉｍｃｏｓ（ｎπ）］
ｂ（ｂ２

ｎ ＋ μ ２
ｉｍ）

＋ ∑
８

ｉ ＝ １
ｃ－ ｉｎμ

－
ｉｎｅａμ－ ｉｎ ＝ ０， （３６）

其中　 　 ｎ ＝ １，２，３，… ．
由 ＦＴ２１ β ＝ ０，ｂ ＝ ０ 可以得到

　 　 ｃ０１ ＋ ｃ－ ０１ ＝ ０， （３７）

　 　 ∑
８

ｉ ＝ １

２δｂ６６ｃｉｍμ ２
ｉｍａｍ［ｅａμ－ ｉｎｃｏｓ（ｍπ） － １］
ａ（ａ２

ｍ ＋ μ－ ２
ｉｎ）

２ｕｉｍ ＋ ｖｉｍ － ｗ ｉｍ ＋
ｂ１２ ＋ ｂ６６

Ｎ１ ＋ ｂ６６δ
δｖｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｎ ＝ １，２，３…
∑

８

ｉ ＝ １

δｂ６６ｃ
－
ｉｎμ

－
ｉｎｂｎ

ｕ－ ｉｎ

{ （ｂ１２Ｎ
－

１μ
－ ２
ｉｎ ＋ ｂ２２ｂ２

ｎ）ｂ６６Ｎ
－

１δ －

　 　 　 　 ［ｂ２
１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （ｂ６６ － ｂ２２Ｎ１）ｂ１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （Ｎ１ ＋ ｂ６６δ）ｂ２２ｂ２

ｎ］ } ＝ ０， （３８）
以及

　 　 ∑
８

ｉ ＝ １

２δｂ６６ｃｉｍμ ２
ｉｍａｍｅｂμ ｉｍ［ｅａμ－ ｉｎｃｏｓ（ｍπ） － １］

ａ（ａ２
ｍ ＋ μ－ ２

ｉｎ）
２ｕｉｍ ＋ ｖｉｍ ＋

ｂ１２ ＋ ｂ６６

Ｎ１ ＋ ｂ６６δ
δｖｉｍ － ｗ ｉｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｎ ＝ １，２，３…
∑

８

ｉ ＝ １

δｂ６６ｃ
－
ｉｎμ

－
ｉｎｂｎｃｏｓ（ｎπ）
ｕ－ ｉｎ

{ （ｂ１２Ｎ
－

１μ
－ ２
ｉｎ ＋ ｂ２２ｂ２

ｎ）ｂ６６Ｎ
－

１δ －

　 　 　 　 ［ｂ２
１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （ｂ６６ － ｂ２２Ｎ１）ｂ１２Ｎ

－

１δμ
－ ２
ｉｎ ＋ （Ｎ１ ＋ ｂ６６δ）ｂ２２ｂ２

ｎ］ } ＝ ０， （３９）
其中　 　 ｍ ＝ １，２，３，… ．

由式（３２）和（３７）可以得到， ｃ０１ 和 ｃ－ ０１ 为 ０，代表刚体位移的 ｃ００ 和 ｃ－ ００ 也应该为 ０．式（３３）—（３６）、（３８）和
（３９）是 ６ 组关于常数 ｕ０ｍ，ｕｂｍ，ｖ０ｎ，ｖａｎ，Ｍ０ｎ 和Ｍａｎ（ｍ ＝ １，２，３，…；ｎ ＝ １，２，３，…） 的无穷联立线性代数方程组，
实际当中必须取有限组进行计算．以任意正整数 Ｎ作为无穷级数的项数，生成一个 ６Ｎ阶的齐次矩阵方程，通
过求解系数矩阵行列式为 ０，给出不同阶次的屈曲载荷解，进而得到对应的待定常数的非零解，然后将其代

回式（２９），求和后得到各阶屈曲模态．

４　 数 值 算 例

下面给出开口圆柱壳屈曲问题的数值算例．选取由石墨和环氧树脂组成的正交各向异性复合材料［２６］，
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其材料属性为 Ｅ１ ＝ １２８ ＧＰａ，Ｅ２ ＝ １１ ＧＰａ，ν １２ ＝ ０．２５，Ｇ１２ ＝ ４．４８ ＧＰａ ．
表 １ 为屈曲载荷解的收敛性研究，所研究的开口圆柱壳纵向尺寸与环向尺寸以及半径相同 （ａ ＝ ｂ ＝ Ｒ ＝

１ ｍ），δ 分别为 ０．０１ ｍ 和 ０．００５ ｍ ．显然，在两种厚度下，所有计算结果在级数取 ２０ 项时均收敛到 ５ 位有效数

字（表中粗体数据），表明本文方法得到的解析解收敛性非常好．由于文献中缺乏可供对比的解析解，因此将

本文的计算结果与有限元软件 ＡＢＡＱＵＳ 得到的结果进行对比，其中有限元的参数按照如下设置：采用 Ｓ４Ｒ
单元，网格大小为壳最小面内尺寸的 １ ／ １００．表 ２ 和表 ３ 分别展示了不同尺寸下开口圆柱壳的屈曲载荷．当 δ
＝ ０．０１ ｍ 时，本文结果与有限元的差别均在 ５％以内；当 δ ＝ ０．００５ ｍ 时，与有限元的差别均在 １％以内，验证

了本文解析结果的正确性．除得到屈曲载荷之外，本文方法还得到了开口圆柱壳的屈曲模态，包括高阶模态．
以 ａ ＝ ｂ ＝ Ｒ ＝ １ ｍ，δ ＝ ０．００５ ｍ 的圆柱壳为例，图 ３ 给出了其前十阶屈曲模态与有限元结果的对比，结果高度

吻合．
表 １　 ａ ＝ ｂ ＝ Ｒ ＝ １ ｍ 时，开口圆柱壳前十阶屈曲载荷的收敛性研究（单位： ｋＮ ／ ｍ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ａ ＝ ｂ ＝ Ｒ ＝ １ ｍ （ｕｎｉｔ： ｋＮ ／ ｍ）

δ ／ ｍ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｓｅｒｉｅｓ ｔｅｒｍｓ

ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

１

１０ １ ２２０．２ １ ３９２．５ １ ５０１．８ １ ５３１．１ １ ８３０．１ １ ８８７．１ １ ９８６．８ ２ ０４９．８ ２ ２０１．７ ２ ２８６．１

２０ １ ２２０．２ １ ３９２．５ １ ５０１．８ １ ５３１．１ １ ８３０．１ １ ８８７．１ １ ９８６．７ ２ ０４９．８ ２ ２０１．７ ２ ２８６．０

３０ １ ２２０．２ １ ３９２．５ １ ５０１．８ １ ５３１．１ １ ８３０．１ １ ８８７．１ １ ９８６．７ ２ ０４９．８ ２ ２０１．７ ２ ２８６．０

０．０５

１０ ２８５．６１ ３００．３６ ３０７．１１ ３２２．１６ ３６７．８６ ３７４．３２ ３８３．０９ ３８５．９２ ４０６．６０ ４３０．８５

２０ ２８５．６１ ３００．３５ ３０７．０８ ３２２．１６ ３６７．８６ ３７４．３０ ３８３．０７ ３８５．９１ ４０６．５８ ４３０．８４

３０ ２８５．６１ ３００．３５ ３０７．０８ ３２２．１６ ３６７．８６ ３７４．３０ ３８３．０７ ３８５．９１ ４０６．５８ ４３０．８４

图 ３　 开口圆柱壳的前十阶屈曲模态

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

７３４１第 １２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 刘明峰，等： 非 Ｌéｖｙ 型正交各向异性开口圆柱壳屈曲问题的辛叠加解析解



表 ２　 ｂ ＝ １ ｍ， δ ＝ ０．０１ ｍ 时，开口圆柱壳的前十阶屈曲载荷（单位： ｋＮ ／ ｍ）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｂ ＝ １ ｍ ａｎｄ δ ＝ ０．０１ ｍ （ｕｎｉｔ： ｋＮ ／ ｍ）

ａ ／ ｍ Ｒ ／ ｍ ｍｅｔｈｏｄ
ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

１

１
ＦＥＭ １ ２１８．３ １ ３６６．８ １ ４７３．７ １ ５１０．５ １ ７８９．６ １ ８６９．８ １ ９８８．４ １ ９９０．６ ２ １２９．８ ２ ２０９．１

ｐｒｅｓｅｎｔ １ ２２０．２ １ ３９２．５ １ ５０１．８ １ ５３１．１ １ ８３０．１ １ ８８７．１ １ ９８６．７ ２ ０４９．８ ２ ２０１．７ ２ ２８６．０

２
ＦＥＭ ７５７．８９ ８３１．３７ １ ０９１．２ １ １１７．９ １ １６５．４ １ ２４０．７ １ ６４６．８ １ ７９２．０ １ ８２６．１ １ ８５２．６

ｐｒｅｓｅｎｔ ７６５．１８ ８３５．５７ １ １１４．０ １ １３８．６ １ １８２．１ １ ２６８．５ １ ６８５．３ １ ８６２．５ １ ８９９．７ １ ９１１．４

１０
ＦＥＭ ４６０．１６ ６０７．９３ ８７６．３３ ９５５．３３ １ ０９３．４ １ １６４．２ １ ６０１．８ １ ６４９．９ １ ７２９．０ １ ８０９．０

ｐｒｅｓｅｎｔ ４６５．０５ ６１４．４９ ８９７．３６ ９７８．５１ １ １０８．２ １ １９１．８ １ ６３９．５ １ ７２０．４ １ ８０２．８ １ ８６７．２

２

１
ＦＥＭ １ ０７４．７ １ ０８９．４ １ １４０．３ １ １６９．６ １ ２４９．８ １ ３６３．０ １ ３７７．４ １ ４７２．８ １ ５６９．４ １ ５８０．９

ｐｒｅｓｅｎｔ １ ０９１．５ １ ０９３．６ １ １５４．４ １ １８５．４ １ ２５９．３ １ ３７３．８ １ ４０１．７ １ ５００．８ １ ５９６．８ １ ６０９．９

２
ＦＥＭ ５８０．６０ ６３０．２７ ６６７．７９ ７６６．７２ ８３８．４２ ８４２．５７ ９０２．０４ ９０３．５８ ９３５．２３ ９６５．６２

ｐｒｅｓｅｎｔ ５８４．５２ ６３５．６５ ６６８．２５ ７６７．０３ ８４３．１３ ８５０．３４ ９１３．１２ ９１４．７０ ９４７．３０ ９７５．７９

１０
ＦＥＭ １７２．８６ ２６２．９８ ４１３．５４ ４６０．５７ ４６８．９５ ６６３．３１ ７２１．０７ ７５２．４３ ８１５．２８ ８５２．７７

ｐｒｅｓｅｎｔ １７３．４５ ２６４．５８ ４１６．４９ ４６５．４６ ４７３．２１ ６７４．３６ ７２７．８１ ７６５．２９ ８２４．８８ ８６３．９０

表 ３　 ｂ ＝ １ ｍ， δ ＝ ０．００５ ｍ 时，开口圆柱壳的前十阶屈曲载荷（单位： ｋＮ ／ ｍ）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｂ ＝ １ ｍ ａｎｄ δ ＝ ０．００５ ｍ （ｕｎｉｔ： ｋＮ ／ ｍ）

ａ ／ ｍ Ｒ ／ ｍ ｍｅｔｈｏｄ
ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

１

１
ＦＥＭ ２８４．７５ ２９９．４２ ３０６．７４ ３２０．６４ ３６６．４５ ３７２．０５ ３８２．９１ ３８４．１６ ４０７．２４ ４２９．５６

ｐｒｅｓｅｎｔ ２８５．６１ ３００．３５ ３０７．０８ ３２２．１６ ３６７．８６ ３７４．３０ ３８３．０７ ３８５．９１ ４０６．５８ ４３０．８４

２
ＦＥＭ １５４．９５ １７４．４８ １８８．０２ １９２．２１ ２２８．７２ ２３７．５４ ２５２．１４ ２５５．６４ ２７４．２３ ２８４．７０

ｐｒｅｓｅｎｔ １５４．９４ １７５．１０ １８８．７１ １９２．７２ ２２９．５９ ２３８．０４ ２５１．９７ ２５７．０８ ２７６．１５ ２８６．７４

１０
ＦＥＭ ６３．８８０ ７９．０４５ １１５．４４ １２３．８４ １３９．４２ １４９．４７ ２０４．８４ ２１５．４２ ２２４．９４ ２３２．７１

ｐｒｅｓｅｎｔ ６４．００８ ７９．２２４ １１６．００ １２４．４７ １３９．７４ １５０．２１ ２０５．７１ ２１７．２９ ２２６．９２ ２３４．１２

２

１
ＦＥＭ ２６７．９１ ２７０．５０ ２７２．４２ ２７４．９０ ２９１．７５ ３００．１２ ３０６．１７ ３０９．５８ ３１３．３５ ３３４．０４

ｐｒｅｓｅｎｔ ２６８．７３ ２７０．６８ ２７３．０２ ２７５．６４ ２９２．０６ ３０１．３０ ３０６．６６ ３１１．８７ ３１４．５３ ３３５．１３

２
ＦＥＭ １３８．４９ １３８．７４ １４４．９８ １４８．９１ １５９．２８ １７２．９５ １７５．７１ １８７．９３ １９９．８９ ２０１．６４

ｐｒｅｓｅｎｔ １３８．７９ １３８．９２ １４５．２７ １４９．２４ １５９．５２ １７３．１８ １７６．２８ １８８．６２ ２００．３８ ２０２．３４

１０
ＦＥＭ ２９．７０４ ４１．０７３ ５４．６５１ ６１．６３９ ６３．９９６ ８８．７３６ ９２．８３７ ９７．６８７ １０４．２１ １０９．０３

ｐｒｅｓｅｎｔ ２９．７２７ ４１．１１６ ５４．７３６ ６１．７５７ ６４．１２７ ８９．０２９ ９３．００８ ９８．０３８ １０４．４３ １０９．３０

图 ４　 不同长度下，开口圆柱壳临界屈曲载荷 图 ５　 不同厚度下，开口圆柱壳临界屈曲载荷

随厚度的变化曲线 随曲率的变化曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖａｔｕｒｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ
ｏｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ

８３４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 利用所得解析解进一步考查主要参数对开口圆柱壳屈曲结果的影响．图 ４ 给出了在不同长度下厚度对

临界屈曲载荷的影响（取 ｂ ＝ Ｒ ＝ １ ｍ） ．可以看到，随着厚度增加临界载荷均显著增大，而且在壳的长度较短

时，这种效应更加明显．图 ５ 给出了两种厚度下曲率 １ ／ Ｒ 对临界载荷的影响（取 ａ ＝ ｂ ＝ １ ｍ），在曲率较小时，
壳的形态接近于平板，随着曲率的增大，对轴向刚度的贡献加强，因而提高了壳的承载能力．上述结果可以为

开口圆柱壳的抗屈曲设计提供参考．

５　 结　 　 论

由于高阶偏微分控制方程的求解困难，开口圆柱壳的解析求解本就是一项具有挑战性的课题，而对于非

Ｌéｖｙ 边界的正交各向异性开口圆柱壳的屈曲问题，求解难度无疑会进一步增加．本文从 Ｄｏｎｎｅｌｌ 壳体理论的

基本方程出发，导出了正交各向异性开口圆柱壳屈曲的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，利用辛叠加方法，将原问题拆

分，采用分离变量、辛本征展开求解得到子问题的解，最后根据叠加后的解与原问题解的等价性要求得到关

于待定常数的齐次线性方程组，根据方程组有非零解的条件得到屈曲载荷解，进而得到相应的屈曲模态．由
于文献中缺乏对应的解析解，因此采用有限元数值解对本文结果进行了对比验证，同时还利用本文的解研究

了壳的尺寸对屈曲结果的影响．辛叠加方法在求解过程中无须假定试函数，兼备了辛方法的理性和叠加法的

规律性，有望推广到更多壳体问题的求解当中．
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Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２３］　 ＤＯＮＮＥＬＬ Ｌ． Ａ ｎｅｗ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｉｎ ｃｙｌｉｎｄｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓ
ＡＳＭＥ， １９３４， １３： ７９５⁃８０６．

［２４］　 姚伟岸， 钟万勰． 辛弹性力学［Ｍ］ ． 北京： 高等教育出版社， ２００２． （ＹＡＯ Ｗｅｉａｎ， ＺＨＯＮＧ Ｗａｎｘｉｅ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｅ⁃
ｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２００２． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２５］　 ＺＨＥＮＧ Ｘ， ＮＩ Ｚ， ＸＵ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｎｅｗ ａｎａｌｙｔｉｃ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃Ｌéｖｙ⁃ｔｙｐｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｐａｎｅｌｓ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ
ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０２１， ９８： ３９８⁃４１５．

［２６］　 ＣＲＡＷＬＥＹ Ｅ． Ｎａｔｕｒａｌ⁃ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｇｒａｐｈｉｔｅ⁃ｅｐｏｘｙ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ｓｈｅｌｌｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｍａｔｅｒｉ⁃
ａｌｓ， １９７９， １３： １９５⁃２０５．

０４４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


